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1. Sea V un K-espacio vectorial con K cuerpo, demuestre las siguientes propiedades:

a)

El inverso aditivo de cada v € V es unico.

Demostracién. Supongamos que vi,vy € V son inversos aditivos de v, por lo
que:
v+vy=v14+v=0y vy v+vy=vy+v=0y

en particular
v1=v1+0y =v1+ (v+v2) = (11 +0) +vs =0y + vy =109
]

(—1k) - v es el inverso aditivo de v € V, donde —1k denota el inverso aditivo del
neutro para la multiplicacion de K.

Demostraciéon. Como ya hemos demostrado que el inverso aditivo es tinico, solo
necesitamos demostrar que v + (—1g) - v = Oy, por lo que tenemos que:

U+(—1K)'U:1K'U—|—<—1K)'U=(1[(—1[()'1):0[('2}:0\/
O

Sean a € K y v € V, demuestre que av-v = Oy ssi o« = O (el neutro para la suma
K), 0ov=0y.

Demostracién.(<=) Usando propiedades demostradas en el apunte, tenemos
que:
OK"UZOV y CY'OV:OV

(=) Supongamos que « - v = Oy, tenemos que:

av = Oy
Qv =vV—0
av+v=v

(a+1g)v=1g-v

Por lo que usando (d), tenemos que o + 1 = 1x 6 v = Oy, es decir, @« = 0 6
V= Ov. O

Sean o, € Ky v eV, demuestre que a-v=p0-vssia=[0ov=_0y.

Demostracién.(—>) Lo demostraremos por contrareciproco, por lo que supon-
gamos que « # [y v # Oy, en particular o — 8 # O, por lo tanto:

oy #(a—p) - v=a-v—0-v = «aq-v#[-v



¢)

(<=) Si a = 8 entonces a — = O, por lo que:

(a—B)v=av—0F-v=0p = a-v=pv

Y si v = Oy, tenemos que:
a-v=0=0 v

m
Sean vy, vy, v € V, demuestre que v + v; = v + vy ssi v; = vo. Es decir, hay
cancelacion en V.
Demostracién.(=>) Supongamos que v 4+ v; = v + vq, por lo que:
(v+v)—v=w+wv)—v = Op+v1=0py+1v2 = v =109
(«<=) Si v; = vy entonces sumando v tenemos v + vy = v + vy. O

2. Sea V un K-espacio vectorial, demostrar las siguientes propiedades:

a)

Si V4, V5 son subespacios vectoriales de V', entonces la intersecciéon Vi N V5 es un
subespacio vectorial de V.

Demostracién. Notemos que V) NV, # @ ya que Oy € Vi N V;. Ahora sean
x,y € ViNVey a € K, en particular:

r,yeVi AN zyel,

Como V; y V5 son subespacios vectorial de V| tenemos que:

r+ayeVy AN zH+ayels

Es decir = + ay € Vi N V5, concluyendo asi que V3 N V; es subespacio vectorial de

V. ]
Si V4, V5 son subespacios vectoriales de V', entonces

Vi+Vo:={ve V|3 € Vi,vy € Vo,a1,as € K tales que v = avy + agvs}
es un subespacio vectorial de V.

Demostracién. Notemos que V; + V5, # @ ya que 0y € V. Ahora sean x,y €
Vi+ Voya € K, en particular x = v + asve, y = agvg + aqvy para ciertos
a1, Qo, a3, 04 € K, v1,03 € V] ¥ 09,04 € V. Notemos que:

T+ ay = a1 + et + aazvz + aayvy = (aqv + aagvg) + (s + aayuy)
Como V7, V5 son subespacios vectoriales de V' y K es un cuerpo, se concluye que
r+ay eV + Vs O

Si Vi, V5 son subespacios vectoriales de V', demostrar que V; U V5 es un subespacio
vectorial de V ssi V3 C V5 0 Vo C V.

Demostracién.(=>) Nuestra hipétesis es que V; U V5 es un K-subespacio vec-
torial, supongamos que V; € Vo y Vo € V), entonces existen v, € Vi \ Vo 'y
Vg € ‘/2 \ ‘/1

Notemos que vy +vs € V1UV5, ya que vy, v, € VUV, v por hipotesis es subespacio
vectorial. Esto implica que v + vy € V] 6 v1 + vy € V5, por lo que:



= Siv; + vy € Vi, como V; es subespacio vectorial entonces vy + vy — v; =
(’01—’(}1)+U220V+U2:U2 eV, =<

» Sivy + vy € Vo, como V, es subespacio vectorial entonces vy 4+ v9 — vy =
?}1+<Ug—vg):1}1+0\/:’01€‘/2. =<

Por lo tanto V; C V5 6 Vo C V).

(«<=) Ahora supongamos que Vi C V5 6 Vo, C Vi, tenemos que demostrar que
V1 U V5 es un subespacio vectorial.

= Si Vi C V5, entonces V) U Vo = V5 como Vs es subespacio vectorial entonces
también lo es V] U V5.

= SiVy C Vi, entonces V7 U Vo = V4 como V; es subespacio vectorial entonces
también lo es V1 U Vj.

De las dos formas se tiene que V; U V; es subespacio vectorial. [

3. Sean Vi, V5 dos espacios vectoriales (con el mismo cuerpo de escalares) y considere el
producto cartesiano V7 x V5, en el que se define la suma y el producto escalar mediante:

(v, v2) + (v1,05) = (v1 + vy, Vg + v))
)\(Ul, UQ) = ()\’Ul, )\UQ)

Pruebe que con estas operaciones el conjunto V; x V5 es un espacio vectorial. Si V; y V5
tienen dimension finita, compruebe que:

dim(Vy x V) = dim(Vy) + dim(V5)

Demostracion. Tenemos que demostrar las 8 propiedades de espacio vectorial, por lo
tanto sean x = (r1,22),y = (y1,42),2 = (21,22) € Vi X Vo y , € K, tenemos:

L- (z+y)+ 2z =[(x1,22) + (Y1, ¥2)] + (21, 22) = (1 + Y1, T2 + Ya) + (21, 22)
= (z1+y1, 21, T2 + Y2 + 22)
(@1, 22) + [(11 + 21, y2 + 22)]

=z+ (y+2)

2-x+y = (21,22) + (Y1, ¥2) = (21 + Y1, 22 + Y2) = (Y1 + 21, Y2 + x2)
= (y1,92) + (x1,22) =y +x

3.- El elemento neutro es (0y;, 0y,).

4.- El inverso de x = (x1,22) € Vi X Vy es —x = (—x1, —22).

S-a-(B-x)=a- (- (x1,72)) = a(Bx1, Br2) = (afz1, afz2)
= (- f) - (21,22
~(a-B)-a



6.-(a+ p)x = (a+ B)(x1,22) = ([a + By, [a + Blxs) = (axy + Py, axe + Pa2)
= (@1, axs) + (B, fa2)
= a1, T2) + f(z1, 72)
= ax + fx

T-a(x +y) = oz +y1, 2+ y2) = () + ayr, axs + ays)
= (ax1, ary) + (ayi, ays)

=oar+ oy

8-1-x=1-(r1,22) = (12,1 29) = (21,22) =

Ahora bien si By = {vy,vs,...,0,} es una base de V] y By = {wy, ws,...,w,} es una
base de V5, notemos que:

(v1,0), (ve,0), ..., (v, 0), (0,wq), (0, ws), ..., (0, wy,)

Es base de V; x Vj, por lo tanto dim(Vy x Va) = dim(Vy) + dim/(V53). O

. Considere el R-espacio vectorial V' = Ms,2(R) de las matrices cuadradas de tamano

2 X

2 con coeficientes en R, y sea S = { My, My, M3, My} el sistema formado por las

matrices:

0 0 0 1 11 10
e (pn) e (o) s o) e (o)

a) Hallar las coordenadas ay, ag, a3,y € R en la base S de una matriz genérica M

de V: )
a
= ()

Demostracion. Usando oy =a—b—c+d,as = —a+b+c,a3=a—cyay=c

tenemos:
0 0 0 1 1 1 10 a b
0‘1(0 1)““2(0 1>+0‘3(0 o)+0‘4(1 0):<c d)

Comprobar que S es una base de V.

Demostracién. Por (a) tenemos que las 4 matrices generan V', solo falta com-
probar que son un conjunto linealmente independiente, tenemos:

0 0 01 11 1 0\ [(az+tas as+az) (0 O
0‘1<0 1>+0‘2(0 1)+a3(0 o>+0‘4(1 0)_( ar atay) T \0 0
Por lo tanto o = as = a3 = a4 = 0, en particular S es linealmente independiente
y como S genera V', concluimos que S es base de V. O]



