Cuspides y clases de grupos de Bianchi

Paulina Martinez
UNIVERSIDAD PrOfeSOI‘: Luis Arenas

DE CHILE 20 de julio de 2024

1. Introduccion

El siguiente texto pretente ser un desarrollo detallado de la demostracion de un resultado que relaciona
el nimero de cuspides del Grupo de Bianchi con la cardinalidad del grupo de clases de Oy, el anillo

de enteros de Q(v/—d) = K.

2. Definiciones y resultados necesarios

Definicién 1. Decimos que I' es un grupo Kleiniano si es un sub-grupo discreto de PSL(2,C),donde
este dltimo es el cuociente del grupo SL(2,C) de las matrices de 2 X 2 con coeficientes complejos y
determinante 1 con su centro {£I}.

Notar que siendo v = (g Z) € PSL(2,C), via la accién fraccional lineal dada por

za+b
cz+d’

~ actua sobre la recta proyectiva compleja C= P(C). Esta accién puede extenderse a otra sobre
H? = {(:U,y,t) e Rt > o}

via la extencion de Poincaré. Cada = ha de ser un producto de un ntimero par de inversiones en circulos
y lineas en C. Veamos esto primero considerando que C puede ser identificado con la frontera de H?
(OH? = {(z,y,t) € Rt = 0}). Cada ciculo C y linea [ en C tiene un tnico hemisferio C o plano [ en
H? el cual ha de ser ortogonal a C y lo intersecta en C o l. La extensién de Poincaré de v a H? se ha
de corresponder con el producto de inversiones en ¢ y reflexiones en L.

Estas inversiones y reflexiones son isometrias de H? con la métrica hiperbélica y generan IsomH?,
asf bajo la extencién de Poincaré, PSL(2,C) se identifica con el las isometrias de H® que preservan
orientacién Isom™* H?.

Consideremos las siguientes clasificaciones para cada uno de los elementos en algin subgrupo de
PLS(2,C):

= v es eliptica si tr(vy) € Ry |tr(y)] < 2.
= v es parbdlica si |tr(y)| = £2.
= 7 es loxodrémica en cualquier otro caso.

En su accién sobre C, ~ es parabdlica si y sélo si tiene exactamente un tinico punto fijo, en cuyo caso
serd conjugada a la traslacién z — z + 1. Tambien PSL(2,C) actia transitivamente sobre la recta
proyectiva compleja es transitiva, por lo tanto los estabilizadores puntuales son conjugados a B, el

estabilizador de oo:
a b N
B—{<O a1>|a6(C,bEC}.



A los sub-grupos I'y = PSL(2, Oy4) se les conoce como Grupos de Bianchi. Notar que, al ser Oy un
sub-anillo discreto y unitario de C, entonces se tiene un sub-grupo discreto de PSL(2, C), asi que los
Grupos de Bianchi son grupos Kleinianos. Esto implica que actian discontinuamente en H?, es decir,
para todo subconjunto compacto K de H?, el conjunto {7 elyvKNK # (7)} es finito. El estabilizador
de un punto en H? es finito. Siendo I's, el estabilizador de oo en un subgrupo de PSL(2,C) (I's, C B),
este puede desbribirse de las siguientes maneras:

= Ciclico finito.

= Una extensién finita de in grupo ciclico infinito generado por un elemento loxodrémico y por
uno parabdlico.

= Una extensién finita de Z @ Z, el cual es generado por un par de elementos parabdlicos.

Definicién 2. A un punto ¢ € C=cu {o0} le llamamos cuspide del grupo T si el estabilizador de
¢ en I contiene un grupo abeliano libre de rango 2 (7 X 7).

Los aiguientes 3 teoremas pueden ser encontrados en el libro el libro The Arithmetic of Hyperbolic
3-Manifolds|[2]

Teorema 1. Sea I' un grupo Kleiniano de covolumen finito. Si I' no es cocompacto entonces contiene
un elemento parabdlico, si ( es el punto fijo de tal elemento parabdlico, entonces ( es una cuspide.
Aun mds, existe finitas clases de I'—equivalencia de cuspides.

Teorema 2. Si M en un 3-orbifold hiperbélico orientable, entonces M es isométrico a H3/T', donde
I' es un grupo Kleiniano libre de torsion.

Teorema 3. Si M en un 3-orbifold hiperbolico orientable de volumen finito, entonces M tiene finitas
vecindades de cispides y cada una de ellas es isométrica a T? x [0,00), donde T? es un toro.

Notemos que, al ser Oy el anillo de enteros de Ky, dado un elemeto p € K  este se puede expresar
de la forma % con u,v € Oy. Ademds, las coordenadas homogéneas [u,v] € P'(Ky) se describirdn
como la clase de equivalencia de puntos en K4 dada por la proporcionalidad de los puntos, a saber,

[u, v] ~ [u/, 0] siy sblo si existe A € K4 tal que Au,v] = [u/,v'].

Lema 1. Eziste una biyeccion entre el conjunto de las cuspides de I'y y los elementos de la recta
proyectiva P (Ky).

Demostracién: [5] Usando la afirmacién de que los grupos de bianchi son grupos aritméticos y que
estos tienen covolumen finito, se tiene que entonces I'y tiene covolumen finito, luego por el teorema
se deduce que H?3/T'4 tiene finitas ctispides.

Sea €4 el conjunto de cuspides de I'y, notamos que dado ( € C; podemos encontrar un elemento

[u,v] € P}(K,). Tomemos ahora [u,v] € P}(Ky), vemos que vy = [1:;“’ l_ffv] (un elemento parabdlico
de Tg) es tal que 7.[u,v] = [u,v], es decir, este [u,v] € C es una ciispide. Asi, se tiene una biyeccién

entre Cg y PH(Ky).

Definicién 3. Un Ideal fraccional de Oy es un Og-submddulo I de Q(v/—d) tal que existe a € Oy que
satisface al C Oq. Diremos que I es un ideal principal fraccional si ademds esta generado por un solo
elemento.

Notar que como Oy es un médulo de rango 2 sobre Z entonces sus ideales fraccionales podrdan ser
generados por dos elementos.

Definicion 4. Sean H el grupo de ideales fraccionales y P el grupo de ideales principales fraccionales.
El Grupo de clases Co,, es el grupo cuociente H/P. A los elementos de Co, los denotaremos [(u,v)o,]
siendo (u,v)o, el ideal fraccional de Oq generado por u y v.



Lema 2. [5/Sean dos puntos [u,v] y [u/,v'] de P1(Ky), entonces existe v € Ty tal que v.[u,v] = [u', ']
si y solo si [(u,v)o0,] = [(W,v")o,].

Demostracién: Supongamos que existe v = (¢ %) € Tq tal que [v/,v'] = 7.[u,v] = [au + bv, cu + dv],
luego por definiciéon de coordenadas homogéneas en el plano proyectivo, existe un A € K4 no nulo tal
que au—+bv = M’ y cu+dv = \v'. Con esto, si tomamos los ideales generados por ambos elementos, se
tiene (au+bv, cu+dv)o, = A(u',v")o,, luego sus clases son iguales: [(au+bv, cu+dv)o,] = [(v/,v")o,]-
Queremos demostrar entonces que [(au + bv, cu + dv)o,| = [(u,v)o,].

Llamemos a au + bv = ug y cu + dv = vy, luego, es evidente que ug € (u,v)o, ¥y vo € (u,v)o,, asi
tenemos que el ideal (ug, v9)o, estd contenido en (u,v)o,.

Ahora bien, notemos que:

duy — bvg = dau + dbv — beu — bdv = (da — be)u = (1)u,
pues (‘Cl Z) eIy
De la misma manera:

cup + avg = —cau — cbv + acu + adv = (ad — cb)v = v.

Asi, sea p € (u,v)o,, entonces = mv+nu = m(cup+avy)+n(dug—bvg) = ug(—mc+nd)+vo(ma—nb),
luego p € (up,v0)o,- Se tiene entonces que (u,v)o, = (uo,v0)o, ¥ [(au + bv,cu+ dv)o,] = [(u,v)o,]-

[4]Dados dos pares u,v y «',v" en Ogq, supongamos ahora [(u,v)o,] = [(v/,v")o,] y sin pérdida de
generalidad asumiremos (u,v)o, = uOq+v04 =1, (v, v")o, = v'O4 + v'O4 = I. Usando el producto
usual en K;? dada por (z,y) = x1y1 + T2y9, no es dificil notar que ((u,v),04%) = I = ((u/,v"), 04?).
Luego, desarrolando un poco vemos que ((u,v), [7104%) = ((v/,v"), 7104%) = Oy:

<(U,’U),I_10d2> =ul™! + oIt = Ou,
(, U’),I_lOdQ) =J IV + T =0,

Tomemos 3y B’ € I7104? tales que ((u,v), ) = up +vBs = 1y ((v/,v'), B') = 1. Como (u,v) € I04>
se tiene:

1= ((u,v),B) € I05,B) C (IO, 171042 = Oy,
luego (1042, B) = Oy pues 1 estd en este ideal. De la misma manera (1042, 8') = Oy.

Ahora bien, definiremos un par de conjuntos:

M = {:p € 104 : (z,p) :0},
M = {y €102 : (y, ) = o}.

Con ellos se tendra que Og(u,v) ® M = 104> = Og(u',v'") & M'.

Notar que Og(u,v) ® M C I04* es inmediato. Para 104> C Og4(u,v) & M, tomaremos z € 1042,
elemento que podemos escribir de la siguiente manera:

2= {2, B)(u,0) + (2 — (2, B)(u,v)),



para el cual (z,8) € (1042, B) = Oy, luego (z, B)(u,v) € Og(u,v). Ademés

<(Z - <Z7/B>(u7v))7/6> = <Zaﬁ> - (z,ﬁ)((u,v),ﬁ) =0,
luego (2 — (z, B)(u,v)) € M. Asi Og(u,v) @ M = I04* (es andlogo para Og(u’,v") & M').

Ahora deberfa ser M = Jy y M’ = J'y/, con J,J' ideales y para algunos v, € K;> (esto por el
teorema de estructura para médulos finitamente generados sobre dominios de Dedekind[3]). Notamos
que /\2 K2 = {p eC:p=nAm, conn,m € Kdz} es unidimensional, por lo que se tiene (u,v) Ay =
x((u',v") Av') para algin x € K invertible. Si reemplazamos +' por x4 y J' por x.J', resulta ahora

que
/

(w,0) Ay = uye — vy = z((u, ) Az ™) = (W' —o'y) = () Ay (2.1)
Luego, si calculamos 1042 A 1042, se tiene
1042 N 104 = (O4(u,v) ® Jy) A (Oa(u,v) & Jv) = J((u,v) Ay), luego
TOS2NI04? = (Od(u’,v')@xJ’xilfy/)/\(Od(u’,v’)EBa:J'xilfy/) = mJ’((u/,v/)/\xflfy/) = J'1((u,v")\Y).
Con esto y usando el resultado se tiene obtiene la siguiente relacion:
J((u,0) Ay) = J((W, ") AY) =T ((W,0) AY)
En particular J = .J'. Por lo tanto podemos escribir O4(u,v) @ Jy = I04% y Og(v/,v") @ Jv' = IO

Finalmente, tomemos A = (2%) € GL(2, Ky) tal que (¢5)(u,v)T = (u/,v)T y (¢5)7T =77, esto
es:
(au + b, cu + dv)" = (v, 0')" y (a1 + by, ey + dy2)” = (71,7%)"

Como se tiene la igualdad
uyy — vy1 = (au + bv)(eye + dy1) — (cu + dv)(ay2 + by1),
uyy — vy1 = ad(uyy) + be(vye) — eb(uyr) — ad(vya),
uye —vy1 = (ad — cb)(uy2 — vy1),

luego det(A) = 1, por lo tanto A € SL(2, Ky).

Ahora notamos que, dado h € 104% = Og4(u,v) @ Jv, este puede escribirse h = m(u,v) + jy con
m € Oqy j € J, luego se tiene

ART = A(m(u,v)T +j77) =m0 + j4'T € 10,2

La matriz A conserva IO4% y por ende también a O42. Luego, por esto A € GL(2,0,), asi A €
GL(2,04) N SL(2,Ky) = SL(2,0,4). Cémo buscamos que la matriz actie sobre la recta proyectiva
compleja K4 U oo, cuocientamos con el centro de SL(2,04) y entonces A deberd estar en PSL(2, Oy).

3. Numero de cuspides y clases

Teorema 4. Sea I'y un grupo de Bianchi, entonces existe una biyeccion entre el Grupo de clases Co,
y las clases de T g-equivalencia de cuspides del grupo.



Demostracién: Definamos la funcion
w : Gd — Co d

[, 0] — [(u, v)o,);

Como una clase I € Cp, puede ser generado por 2 elementos en Ky, entonces existen u,v € K, tales
que [(u,v)o,] representa a I en Cop,, luego ¢([u,v]) = [(u,v)o,] = I, por lo tanto 1 es sobreyectiva.

Sean un par de ideales en Co, [(u,v)0,] ¥ [(v/,v")o,], por el lema [2|si estas clases no son la misma,
entonces no existe una matriz v € I'y tal que 7.[u, v] =[u’,v'], estos puntos no pertenecen a la misma
['y—orbita. Esto nos da la inyectividad. Esto induce una biyeccion entre las clases de equivalencia de
las ctspides y el grupo de clases Co,.

4. Ejemplo

Analizaremos el grupo de bianchi PSL(2, O3), el cual gracias a uno de los programas de Keith Matthews
en BCMaths/PHP (programa) sabemos que el nimero de clases de Q(v/—5) es 2, es decir qué en su
grupo de clases estd la clase trivial [(1)] y la del ideal no principal [J] = [(2,1 + v/=5)0,][1]. Usando
la biyeccién vista en el teorema |4} entonces se tienen los puntos en K5 [2,1 + +/=5] y [1,1], para los
cuales existen las matrices parabdlicas en PSL(2,Z(y/—5))

342v/-5 —4 2 -1

—4+2y/=5 —-1-2y=5) Y \1 o)
las cuales fijan a estos puntos respectivamente, lo que segun el teorema [l| implica que son cuspides de
Is.
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