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1. Sea K|[xz] (es decir, los polinomios con coeficientes en K') visto como K-espacio vecto-
rial, demuestre que no es finitamente generado.

Demostracién. Supongamos que K[z es finitamente generado, es decir dimy K[x] =
n + 1 para algin n € N, entonces B = {1,z,...,2"} es base de K[X] (ya que es un
conjunto linealmente independiente y #(B) =n + 1).

Sea "™ € K[X], como B es base de K[| existen g, ay, ..., a,, € K tales que

2" = ag+ gz + ..+ apa”

Como dos polinomios son iguales si y solo si todos sus coeficientes son iguales, esto
implica que "™ = 0 (contradiccién). Por lo tanto K[x] visto K-espacio vectorial no es
finitamente generado.

O

2. Sea K,[z] (el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que n) visto
como K-espacio vectorial. Sea p(x) un polinomio cualquiera de K,[z]| y considere

B = {p(l’),p,(.’b),p”(l’), "‘7p(n)(x)}
Analizar si B es o no una base de V, en funcién de quién sea p(z).

Demostracién. Primero notemos que dimg K, [z] = n+1, ya que B’ = {1, z,...,2"} es
base del espacio. Por lo tanto solo debemos probar que los elementos de B son lineal-
mente independientes. Sea p(z) € K,[z] tal que

p(z) = Zai:pi cona; € Kya, #0
i=0

La ultima restriccion se debe a que necesitamos que p(z) al derivarlo n veces sea dis-
tinto del polinomio 0 (ya que es linealmente dependiente). Por lo que sea

Bop(z) + Bip () + ... + Bup™(z) = 0

Tenemos que demostrar que §; = O para todo 0 < i < n, en particular

n

60 Z Oéil’i + 51 Z iOéi.Ti_l + ...+ Bn(nlOén) =0
=0

=1

Notemos que en la expresion anterior el coeficiente de ™ es By, como «, # 0 enton-
ces By = 0. Luego para cada coeficiente de x* se realiza el mismo razonamiento, por lo
tanto se tiene que §; = 0 para todo 0 <17 < n.
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3. Demostrar que si U,V y W son subespacios vectoriales de un cierto espacio, entonces:
a) (UNV)+UnW)Ccun(V+Ww)
b)) U+ (VnW)C(U+V)N(U+W)

Demostracién.(a) Sea z € (UNV) 4+ (U N W), por lo que existen y; € U NV,
e UNW vy ay,ay € K tales que

T = a1y + QYo

Como y1,y2 € U esto implica que x € U, ahora falta probar que x € V + W. Pero
y €V yys € W entonces x € V 4+ W.

(b) Sea x € U+ (VNW), por lo que existen y; € U, yo € VNW y a1, a5 € K tales que
T = a1y + Q22

Como y; € Uy yo € V entonces x € U + V, de la misma manera tenemos que y; € U
v ys € W entonces x € U + W.
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4. Sea V el espacio de funciones continuas de R en R y considere los conjuntos:
Ur={feVI]f)=f(=1) =0}
Uy ={f € V|f(z) = ax + b para ciertos a,b € R}
Demostrar que Uy @ Uy = V.

Demostracién. Primero demostremos que U; N Uy = {0y}, supongamos que existe
f # 0y € Uy NUs, por lo tanto

f(z) =ax+b paraa,be R fijos
Como f € U; entonces
f)=a+b=0 A f(-1)=—-a+b=0

Por lo que
b=a=—-a = b=a=0 (=<«)
De modo que U; N Uy = {0y }.

Ahora bien sea ¢ € V' tenemos que se puede escribir de la forma

¢(x) = (a+bx) + f(x)

donde 1 1
o= +o(=1)] v b=3[6(1) - é(-1)]

De modo que se comprueba que f(x) = ¢(x) — (ax + b) es tal que f(1) = f(—1) = 0.
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5. Sean U; y U, los siguientes subespacios del espacio vectorial real R™:

Ui ={(z1,79,...,7,) ER" |2y + T2 + ... + 7, = 0}

Uy = {(‘Ttha >xn) € IRn|ml = T9 = ... = J}n}

Demostrar que U; & U; = R™.

Demostracién. Primero demostraremos que U; N Us = {Og~ }, supongamos que existe
x # Orn € R™ por lo tanto

T+ a2+ ..+x, =0 AN Ty =29=..=2,
Esto implica que = Ogn (=><=), por lo tanto U; N Uy = {Ogn }.
Ahora bien sea (y1, Y2, ..., Yn) € R™ tenemos que se puede escribir de la forma
(y17 y27 A yn) = (x17 ‘/’U27 M xn) + <t7 t? A t)

con 1
tzﬁ[yl_'_y?—i_"-"i_yn] AN xi=y—t V1<i<n



