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Clase 09 mayo

@ Nudcleo e Imagen de funciones lineales
© Ejemplo de funcién lineal
© Ejercicios de funcién lineal

@ SEL y transformaciones lineales

© Propiedades de transformaciones lineales




Nicleo e Imagen de funciones lineales

Definiciones y propiedades

Dados U, V' e.v. ambos sobre un cuerpo de escalares Ky T : U — V
una transformacién lineal (t.l.). Definimos:

e Kernel (o nicleo) de T como ker(T) = {JE Ul T(a)= 6\/}
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Ndcleo e Imagen de funciones lineales

Definiciones y propiedades

Dados U, V' e.v. ambos sobre un cuerpo de escalares Ky T : U — V
una transformacién lineal (t.l.). Definimos:

e Kernel (o nicleo) de T como ker(T) = {JG Ul T(a)= 6\/}

e Imagen de T como Im(T) = {T(LT) eVi|de U}

@ ker(T) e Im(T) son subespacios vectoriales de Uy V resp.
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Ndcleo e Imagen de funciones lineales

Definiciones y propiedades
Dados U, V' e.v. ambos sobre un cuerpo de escalares Ky T : U — V
una transformacién lineal (t.l.). Definimos:

e Kernel (o nicleo) de T como ker(T) = {JG Ul T(a)= 6\/}

e Imagen de T como Im(T) = {T(LT) eVi|de U}
@ ker(T) e Im(T) son subespacios vectoriales de Uy V resp.

@ (No Prueba 2):
Teorema de las dimensiones: Si T : U — V es t.l., entonces

dim(U) = dim(ker(T)) + dim(/Im(T))
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Ejemplo de funcion lineal

Considere T : R® - R? con T(x,y,z)=(x—y+2z,2x+y —2z)
© Justifique que T es un transformacién lineal de R en R2
© Obtenga Nicleo de T
© (No Prueba 2): Determine dimensién de Imagen de T




Ejemplo de funcidn lineal

Considere T : R3 - R? con T(x,y,z) =(x—y+2z,2x+y — 2)
© Justifique que T es un transformacién lineal de R® en R?
© Obtenga Nicleo de T
© (No Prueba 2): Determine dimensién de Imagen de T

Respuesta

| A\

© Sean p,q € R dos escalares y (a, b, ¢), (&', b, ¢’) dos vectores en
R3.




Ejemplo de funcidn lineal

Considere T : R® - R? con T(x,y,z) =(x—y+2z,2x+y — z)
© Justifique que T es un transformacién lineal de R® en R?
© Obtenga Nicleo de T
© (No Prueba 2): Determine dimensién de Imagen de T

Respuesta

© Sean p,g € R dos escalares y (a, b, ¢), (&', b', ¢’) dos vectores en
R3. Se tiene que

T(p-(a,b,c)+q-(a,b,c"))

=T(p-atq-a,p-btq-b,p-ct+q-c)
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Ejemplo de funcidn lineal

Considere T : R® - R? con T(x,y,z) =(x—y+2z,2x+y — z)
© Justifique que T es un transformacién lineal de R® en R?
© Obtenga Nicleo de T
© (No Prueba 2): Determine dimensién de Imagen de T

Respuesta

© Sean p,g € R dos escalares y (a, b, ¢), (&', b', ¢’) dos vectores en
R3.  Se tiene que

T(p-(a,b,c)+q-(d,b,c"))

=T(p-atq-a,p-btq-b,p-ct+q-c)

/

~ B ~
=((pratqg-d)—(p-b+q-b)+(p-c+q-C),
2-(pratq-d)+(p-b+qg-b)—(p-ct+q-C))




Ejemplo de funcidn lineal

Considere T : R® - R? con T(x,y,z) =(x—y+2z,2x+y — z)
© Justifique que T es un transformacién lineal de R® en R?
© Obtenga Nicleo de T
© (No Prueba 2): Determine dimensién de Imagen de T

Respuesta

© Sean p,g € R dos escalares y (a, b, ¢), (&', b', ¢’) dos vectores en
R3.  Se tiene que

T(p-(ab,c)+q-(a,b,c))

=((pratqg-d)—(p-b+q-b)+(p-c+q-C),
2-(pra+q-d)+(p-b+q-b)—(p-ct+q-C))

=p-(a—b+c,2a+b—c)+q-(&d —b+c,2ad+b -




Ejemplo de funcidn lineal

Considere T : R® - R? con T(x,y,z) =(x—y+2z,2x+y — z)
© Justifique que T es un transformacién lineal de R® en R?
© Obtenga Nicleo de T
© (No Prueba 2): Determine dimensién de Imagen de T

Respuesta

© Sean p,g € R dos escalares y (a, b, ¢), (&', b', ¢’) dos vectores en
R3. Se tiene que

T(p-(a,b,c)+q-(a,b,c"))
=p-(a—b+c,2a+b—c)+q-(&d —b+c,2ad+b -
=p-T(a,b,c)+q-T(d,b,c)

Luego, T es una transformacién lineal de R3 en R2,




Ejemplo de funcidn lineal

Considere T :R3 - R? con T(x,y,z) =(x—y+2z,2x+y — z)
@ Justifique que T es un transformacién lineal de R3 en R?
© Obtenga Nicleo de T
© (No Prueba 2): Determine dimensién de Imagen de T

Respuesta

@ v T es una transformacién lineal de R3 en R2.
@ El Niicleo de T, ker(T), es el subespacio de R® dado por

ker(T) = {(x,y,2) € R | T(x,y,z) = (0,0)}




Ejemplo de funcidn lineal

Considere T : R® - R? con T(x,y,z) =(x—y+2z,2x+y — z)
© Justifique que T es un transformacién lineal de R® en R?
© Obtenga Nicleo de T
© (No Prueba 2): Determine dimensién de Imagen de T

© v T es una transformacién lineal de R3 en R2.
@ El Niicleo de T, ker(T), es el subespacio de R® dado por

ker(T) = {(x,y,z) e R* | T(x,y,2) = (0,0)}
={(xy,2) ER’ | (x—y+z,2x+y—z)=(0,0)}

B
2x+y—z =0




Ejemplo de funcidn lineal

Considere T : R® - R? con T(x,y,z) =(x—y+2z,2x+y — z)
© Justifique que T es un transformacién lineal de R® en R?
© Obtenga Nicleo de T
© (No Prueba 2): Determine dimensién de Imagen de T

© v T es una transformacién lineal de R3 en R2.
@ El Niicleo de T, ker(T), es el subespacio de R® dado por

ker(t) = {(x,y,z) cR? | {X_y“ :O}

2x+y—z =0




Ejemplo de funcidn lineal

Considere T : R® - R? con T(x,y,z) =(x—y+2z,2x+y — z)
© Justifique que T es un transformacién lineal de R® en R?
© Obtenga Nicleo de T
© (No Prueba 2): Determine dimensién de Imagen de T

Respuesta

© v T es una transformacién lineal de R3 en R2.
@ El Niicleo de T, ker(T), es el subespacio de R® dado por

ker(T) = {(X,y,z) eR’| {i zg}

= {(0,z,z) e R®| z € R} = gen({(0,1,1)})

por lo que ker(T) = gen({(0,1,1)}) y su dimensién es 1



Ejemplo de funcidn lineal

Considere T :R3 - R? con T(x,y,z) =(x—y+2z,2x+y — 2)
© Justifique que T es un transformacién lineal de R® en R?
© Obtenga Nicleo de T
© (No Prueba 2): Determine dimensién de Imagen de T

Respuesta
© v T es una transformacién lineal de R® en R
@ Vv ker(T)=gen({(0,1,1)}) y su dimensién es 1
© (No Prueba 2):
Por Teorema de las dimensiones,
dim(Im(T)) = dim(R3®) — dim(ker(T)) = 3 — 1 = 2 es decir, el
subespacio Imagen de T tiene dimensién 2.




Ejercicios de funcion lineal |

Los ejercicios marcados con asterisco (*) se hardn en ayudantia.
@ Sea T :R® — Ma,,»(R) dada por

_(x+Yy X+2z
T(xy,2) = (y—}—z 2x+3y+2z)

©® Demuestre que T es transformacién lineal.
@ Determine una base del Kernel de T.

© Demuestre que T es transformacién lineal y determine una base
del Kernel de T.
@ (¥) T:R%2 - R?donde T(x,y)=(x+y,x—y).
@ T :R*— R’ donde T(&) = (0,...,0) para todo 7 € R*.
(¥) T:R?— R2donde T(x,y)= (x—i—y,x y—1).

(3]
@ T :R? = R donde T(x,y) = 2x + 4y.



Ejercicios de funcion lineal Il

@ T:R3 = R3donde T(x,y,z) = (x+y,x+z,y+2).

O T:R3 = R?donde T(x,y,z) = (x+y+2z,2x — 2).

@ () T:R?2 - R3donde T(x,y)=(x+3y,y — 3x,4x + 3y).
0 FRP=R? f(x, y)=(x+y, x—y).

0 f:R?> 5 R? f(x, y):(2x—i—y+2, x—3y).

® f:R> =R, f(x, y)—x—y

® f:R>>R, f(x )—2x+y—1.

@ f:R?> > R? (x, ) ( y)

® f:R?> > R? (x, y) ( )

@ f:R? > R? f(x, ):( x).

® (%) f: R2—>R2 ( y) ( )

® f:R3-R3, (, z) (X+y, X+ z, z+y+xy).
@ f:R3—>R3 (, z) (X—|—y, X+ z, z—l—y—l—x).



Ejercicios de funcion lineal Il

© Suponga que f : R® — R? es una funcién lineal y que
f(l, 0 ,1) = (3 —1), f(l, 1, 1) = (13, 4),
f(2, 1, 2) = (16, 3).;Puede calcular f (4, —3, 7)?
@ Determine en cada caso, si existe, o no alguna funcién lineal,
T :R3 — R3 tal que
o (x) T(1,2,1)=(0,0,1), T(2,0,0)=(1,1,1) y
T(4,4,2) =(2,2,2)
@ T(1,0,—1) = (10,5,0), T(0,0,3) = (3,—1,1) y
T(4,4,2) = (2,2,2)
o T(1,1,1)=(0,0,1), T(1,0,1) = (0,0,1) y
T(1,2,1) = (0,0,1)
o (x) 7(1,1,1)=(0,0,1), T(1,0,1) =(0,0,1) y
T(1,2,1) = (0,0,0)
o 7(1,0,0)=(1,2,1), T(0,1,0) =(0,0,0) y
T(1,1,0) =(1,1,1)



SEL y transformaciones lineales

Propiedad

Sea AX = B un SEL. de n ecuaciones y m incégnitas, con A de
nxm, Xdemx1lyBdenx1 SeaT:R™—R"con T(X)=AX.

Se cumplen
@ Si B =(0) entonces {X € R™ : AX =(0)} = ker(T)




SEL y transformaciones lineales

Propiedad

Sea AX = B un SEL. de n ecuaciones y m incégnitas, con A de
nxm, Xdemx1lyBdenx1 SeaT:R™—R"con T(X)=AX.

Se cumplen
@ Si B =(0) entonces {X € R™ : AX =(0)} = ker(T)
e Si B # (0), entonces AX = B tiene solucién ssi B € Im(T)




SEL y transformaciones lineales

Propiedad

Sea AX = B un SEL. de n ecuaciones y m incégnitas, con A de
nxm, Xdemx1lyBdenx1 SeaT:R™—R"con T(X)=AX.

Se cumplen
@ Si B =(0) entonces {X € R™ : AX =(0)} = ker(T)
e Si B # (0), entonces AX = B tiene solucién ssi B € Im(T)
e Im(T)=gen({C, G, -, Cy}) donde C; es la i-ésima columna
de A




SEL y transformaciones lineales

Propiedad

Sea AX = B un SEL. de n ecuaciones y m incégnitas, con A de
nxm, Xdemx1lyBdenx1 SeaT:R™—R"con T(X)=AX.

Se cumplen
@ Si B =(0) entonces {X € R™ : AX =(0)} = ker(T)
e Si B # (0), entonces AX = B tiene solucién ssi B € Im(T)
e Im(T)=gen({C, G, -, Cy}) donde C; es la i-ésima columna
de A
eSiBelm(T)ypeR™ cumplg A;B;: B, entonces
{XeR" : AX=B}={p+h: heker(T)} =p+ker(T)




Ejemplo

X+y+z =6
22x—3y+z =0
3x—2y+2z =6

x—4y =0

es solucién del SEL

Ty
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Ejemplo

) xX+y+z =6
2. x — 3. =
p=|2] essolucién del SEL X—3y+z 0
) 3x—2y+2z =6
x—4-y = -6
2 5
La solucién del SEL es 2| +p- _% peR
2 1




Ejemplo

X+y+z =6
2
2. x — 3. =
5= | 2] es solucion del SEL { 2 X T3 Y T2 0
2 3x—2y+2z =6
x—4y = —6
1 1 1 6 . .
. o 2 _3 1 - O . 3 4 .
Si A= 3 _9 9 B= 6 , T:RP—=R* Tly| =Aly
1 —4 0 —6 z ‘




Ejemplo

) X+y+z =6
2. x — 3 =
p= 2] essolucién del SEL K=Sh)7 o 0
2 3x—2y+2z =
x—4y =
1 1 1 6 . .
o 12 =31 10 3 a B
SiA= 3 _2 9 B = 6 , T:R %R,T(y)—A(y>
1 —4 0 —6 z z

Luego T(p) = By ker(T) = gen _




Ejemplo

. X+y+z =
2-x—3- =0
p=|2] essolucién del SEL X y+z
2 3-X—2-y+2-z =6
x—4y =—6
_4
5
Luego T(p) = By ker(T) = gen -1
1
2 (-t
Y solucién del SEL es 2| +z-[-1] :z€eR =p+ker(T)




Propiedades de transformaciones lineales

Sea T : U — V una transformacién lineal. con Uy V e.v. de
dimensién finita sobre K, Se cumplen:

@ Si A es una base de U entonces Im(T) = gen({T(V) : vV € A})




Propiedades de transformaciones lineales

Sea T : U — V una transformacién lineal. con Uy V e.v. de
dimensién finita sobre K, Se cumplen:

@ Si A es una base de U entonces Im(T) = gen({T(V) : vV € A})
o Para cada vector v € Im(T) se cumple que
{te U| T(4) = v} =i+ ker(T) donde i es un vector
particular que cumple T (&) = v




Ejemplo

Cuando se tiene /3-x2 dx = x>+ C, C € R se esta aplicando el

mismo proceso previo, ya que si T es la transformacién lineal
"derivada”, se cumpe T (x*) =3-x% y ker(T) = {C | C € R} (las
funciones constantes son las que tienen derivada nula)




Ejemplo

Cuando se tiene /3-x2 dx = x>+ C, C € R se esta aplicando el

mismo proceso previo, ya que si T es la transformacién lineal
"derivada”, se cumpe T (x*) =3-x% y ker(T) = {C | C € R} (las
funciones constantes son las que tienen derivada nula)

En ese sentido, /3-x2 dx = x3 + C, C € R se reescribiria como

{f(x) | T(f(x)) =3-x*} = x* + ker(T)




