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- CARGA Y UN PLANO CONDUCTOR

N\
COMPLENTY
A\

@ En el siguiente sistema queda en evidencia la movilidad de las cargas
en un conductor.
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LO QUE ESPERAMOS

=
§W

@ ; Qué tipo de campo eléctrico debemos esperar?
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LO QUE ESPERAMOS

. O &
m{ Ny

@ ; Qué tipo de distribucién de carga eléctrica debemos esperar?

e« Q
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\\\\\\\\\\ p
\\ =~ METODO DE IMAGEN

e

N

@ Consideremos otro sistema, con sélo dos cargas puntuales equidis-
tantes del plano zy.

@ La carga original ) y una carga “imagen” —(@). La carga imagen no
es real es sélo un artilugio matematico.
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METODO DE IMAGEN

@ El potencial para este nuevo sistema

\ mayen
(E’AQ _22

90(1', Y, Z) 77

I '
(22 + Pyl = )PV AN (R I e

El método de imagen]

Este método podria llamarse “ajuste del contorno de la solu-
.7 ”
cion”.




PROBLEMA ORIGINAL

@ Consideremos el potencial anterior como la solucién del problema
de una carga () a una altura h sobre un plano conductor, en z =0, a
potencial nulo, es decir planteamos como solucién para z > 0,

2-0

Q ¥ —Q
(22 + 12+ (z=h)2)? (@2 +1y2+ (2 +h)?)
n W
g~ um)

QO(JZ, Y, Z) e




SOLUCION DEL PROBLEMA ORIGINAL

@ Claramente el potencial propuesto es soluciéon de la ecuacién de
Laplace, es decir, VZp = 0.

Vl(() =Yrp

@ Ademas, el potencial satisface la condicién de borde sobre el plano
xy, es decir para z = 0 el potencial es nulo.

@ Por lo anterior, es la solucion del problema.




EL CAMPO ELECTRICO

@ A partir de potencial encontrado podemos derivar el campo eléctrico

para la regién z > 0,

X

(@42 A (2 + R

vy

(22 + 2 (= =)
R

(2 + 2 +/(z + h)2)*?]
(z+h)Q ]

— )P

(2P (2 LR




EL CAMPO ELECTRICO EN EL PLANO

@ Evaluamos el campo sobre el plano, es decir, z = 0,

2hQ) 2
)3/2'2 )

Ex,y,z:O =0z+0y —
( ) (z2 +y2 + A2

Z 2hQ

5.
5\ X (a3 + 32 +R) S

(.ow\o&\’
@ El campo es normal a la superficie, tal como se esperaba.

(mﬂ)c\s\«ts Cl(, \MYAe




LA DENSIDAD SUPERFICIAL DE CARGA

/ -~ 0 (<)

@ Para mantener el plano zy a potencial cero se debe inducir una
densidad superficial de carga o(z,y) sobre el plano

L S = 5 27 (22 + y2 + h2)3/2

@ La carga superficial total ¢r debe valer —(). Como comprobacién
podriamos integrar para toda la superficie y ver que ocurre.




= LA DENSIDAD SUPERFICIAL DE CARGA

N SO
] 1
| CONAENTY
A\J25R

Densidad de carga inducida en plano conductor a ¢ =0

h: 1.20
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LA CARGA TOTAL

@ Integramos sobre toda la superficie con el cambio de variable,

2+ y? gxyu
oyl
QTZ/ada 43 "

—Qhr
4 / / r)rdrdg = 2m | —————QW T

LA %
= e 2 e R ™
/0 (r2 +h2)3/ (7,2 + h2)1/2]0

Hw = d
whr du




Eijemprro II1.1

—[Dos esferas conductoras}

Encuentre el potencial eléctrico en todo el espacio para la si-
guiente configuracién de dos es

feras conductoras concéntricas




SoLUCION II1.I1.1 ESFERA INTERIOR

?

@ El potencial eléctrico debido a la esfera interior de radio Ry y
carga (05 es

Q:
R,

Q2

a 17” = = para Ry < r < Ry,
"R

para 0 < r < R,,

&1

— para Ry <.
l}w
EE) |




SoLUCION III.I.11 ESFERA EXTERIOR

@ El potencial eléctrico debido a la esfera exterior de radio R; y
carga (Q es

1
, para 0 <r < R,,

1, para Ry < r < Ry,

para Ry <.




R

@&f SoLUCION III.I.11T SUPERPONIENDO

m
\\k

o Superpongamos ambos potenciales
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SoLucION II1.1.1v

EL RESULTADO

@ El potencial eléctrico total debido a ambas esferas es

ke I(8)
= S
Ql Q?
R1 ) r

Q1+ Q2

r

, para 0 <r < Ry,

, para Ry <r < Ry,

, para Ry <.




SoLuciON I11.1.v EL CAMPO ELECTRICO

@ El campo eléctrico total debido a ambas esferas es

E--V¢

0, para0 <7 < R,

Q2

‘27?, para Ry < r < Ry,
7

Q1+ Q2 .
2

¥, para Ry <r.
.

n
‘\_Q\q(all y
s 2% a7

4 Vi= 5t 1 90% T Toma 0, ®

Cof. 18f; 1 of .




SoLUCION II1.I1.vi SOBRE LAS ESFERA

@ El potencial sobre la esfera exterior es

Q1+ Qs
N

@ El potencial sobre la esfera interior es

_ Q1 @
%—Rl-l—Rz-

@ Si las dos esferas contienen la misma cantidad de carga pero de

signos contrarios ()1 = —()2. El campo eléctrico es distinto de cerg| ,
solamente en el espacio entre ellas. // \\




PROBLEMAS DE CONTORNO
(’yoLlaws Jv- Conlrovno

vu;o H o V&l@\’ el
Q*c

Vo

@ Existen algunos métodos generales para tratar los problemas de
contorno, es decir, encontrar el potencial electroestatico dada ciertas
condiciones de contorno.

@ A continuacion, ilustraremos tres métodos, de los varios que existen,
para enfrentar este problema.




TRES METODOS A ILUSTRAR

@ Representaciéon conforme. Un método analitico en dos
dimensiones.

@ Métodos de relajacion. Un de los método numérico mas usados
para resolver este problema.

@ Método de minima energia, un método variacional.

Exfm,‘.o} te

Sevies l\m\‘*-u

b;Fevw:o ‘(\'-hi}& Wty ica




OTROS METODOS DE SOLUCION

@ Los anteriores no son los tinicos métodos de solucién, existen otros
métodos tanto analiticos como numéricos para enfrentar este proble-
ma.

@ Como ejemplo de otro método analitico tenemos la expansion en
funciones ortogonales y como ejemplo de otro método numérico tene-
mos las diferencias finitas.




PRIMER METODO

@ Es un método basado en la teoria de funciones complejas.

@ Toda funcién complejas F(z) = F(x + iy) = F(z,y), se pueden
separar en una funcién que es la parte real, u(z,y), y otra que es su

parte imaginaria, v(x,y). Tal que F(z,y) = u(z,y) + iv(x,y).

@ Se puede demostrar que si la funcién F'(z) es analitica (diferen-
ciable), cada una de las funciones u(z,y) y v(z,y) satisfacen una
ecuacion de Laplace en dos dimensiones.




EcUACION DE LAPLACE 2D

@ Como las funciones u(z,y) y v(z,y) satisfacen una ecuacién de
Laplace en dos dimensiones ellas son armonicas.

Ecuacién de Laplace en dos dimensiones}

Pu(z,y) N 0*u(z, y)
0x? 0y?

Pv(z,y) N Pv(z,y)
0x? 0y?

=0,




RESTRICCIONES

@ Lamentablemente, este método es sélo aplicable a sistemas de dos
dimensiones.

@ Sin embargo, hay muchos sistemas que pueden ser reducido a dos
dimensiones, por ejemplo: cilindros en los cuales no hay variacién sobre
el eje z o problemas rectangulares como planos infinito.

Vo ¥




REPRESENTACION CONFORME

@ Una aplicaciéon F' es conforme si mantiene los angulos orientados.
Es decir, si dos curvas ('}, Cy formaban un angulo ¢; en un punto z
entonces sus respectivas imagenes bajo F', digamos C] y C forman
el mismo angulo en el punto z/, que es la imagen de z.

@ La idea es encontrar una aplicacién conforme que nos permita trans-
formar las condiciones de borde del problema original a unas que nos
resulten mas faciles para resolver.




N =
\\\‘3\§ UN EJEMPLO DE MAPEO CONFORME

N
§
A\

@ Consideremos el siguiente problema: encontrar el potencial eléctrico
en el plano superior (y > 0) con las condiciones de contorno especifi-
cadas en la figura.
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EL MAPEO CONFORME

@ Representamos cualquier punto del plano (z,y) por un complejo de

la forma 2 = x + iy o bien en su forma polar z = re*
(o 3?\.’@.5;

@ Planteamos el jmapeo, conforme w, es decir, una funcién de los

C — C que preserva los angulos orientados,

Ecuacion de Laplace en dos dimensiones}

w(z) = u(z) + iv(z) = Log z = Logre® = Logr + 46 .




EL MAPEO CONFORME

@ Representamos cualquier punto del plano (z,y) por un complejo de
la forma 2 = x + iy o bien en su forma polar z = re*

@ Planteamos el mapeo conforme w, es decir, una funcién de los
C — C que preserva los angulos orientados,

Ecuacion de Laplace en dos dimensiones}

w(z) = u(z) + iv(z) = Log z = Logre® = Logr + 46 .

Entonces el problema se mapea en ...




s ;
\ = SOLUCION EN EL PLANO TRANSFORMADO
\\\\\\\\\ CHLEM
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LA SOLUCION EN EL PLANO w

@ La primera semirrecta # =0 — v = 0.

@ La segunda semi-recta =1 — v = 7.

@ la solucién en el plano w es




LA SOLUCION EN CARTESIANAS

@ En términos de las coordenadas cartesianas

La Solucién

v
o(z,y) = — arctan L
T T




CHEQUANDO LA SOLUCION

2, = Lery) | Pol,y)
v Ox2 oy 9
P y 0

o o y
= ——arctan = 4+ —— arctan = ,
(0477 is @/ OyRa i

i )t

[0 L \@ Tl
O | Vet Oy N y2~Hl?

2zy == 208
2 22+ 2 2)2
| (775182 e ()




= .
= GRAFICANDO LA SOLUCION

\\\\\\\\\ CHLEAN
COMPLENTY
\\\\\\\\v e
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SEGUNDO METODO

@ Existen métodos numéricos para encontrar, en forma aproximada,
el potencial electrostatico con ciertos valores de contorno dados.

@ Un método simple y casi universalmente aplicable corresponde al
Método de Relajacion, que estd basado en el hecho de que para una
funciéon armoénicas su valor en un punto es igual al valor promedio
sobre una esfera en torno al punto.




ALGORITMO DEL METODO

1 U % 1

@ En este método discretizamos el espacio ; y definimos el potencial
sobre ese conjunto discreto de puntos, p(;).

@ Todos los valores (salvo el contorno que esté fijo al valor de la
condicién dada) se ajustan tal que cumplan con el promedio de los

5 Vo 0
valores vecinos. l_—_[ ;

@ Iteramos este proceso hasta que los cambios sean despreciables (o
tan pequefios como se quiera, teniendo en cuenta la precision numéri-
ca).




= .
"= EJEMPLO DE RELAJACION

\\\\\\\\\\
&\

@ Consideremos el problema de encontrar numéricamente el potencial
para un sistema unidimensional con las condiciones de borde especifi-
cadas en la figura.

10
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LA SOLUCION ANALITICA

@ La ecuacién de Laplace en una dimensién

d*p(z) dp(z)

= 0 — —-" — (= Tr) — ax b

donde a y b son constantes a determinar imponiendo las condiciones
de contorno.

@ La condiciones de borde

(=0 ==t 0 (1A= 10. == I

@ La solucién analitica del problema es

p(z) =1




L= LA sOLUCION NUMERICA I

S
N COMPLEXTY
A\
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L= LA sOLUCION NUMERICA II

S
N COMPLEXTY
A\

Iteracién: 0
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\\\\\\\\ / /
\\ = LA SOLUCION NUMERICA III

\\\\\\\\\
COVPLENTY
|\ Y sz

Iteracién: 0
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== LA SOLUCION NUMERICA IV

S
N COMPLEXTY
A\

Iteracién: 0

Valores de contorno
se mantiene fijos.
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AN
- EL cODpIGO

w
COMPLENTY
\\\Yuurex

# Implementacidén del algoritmo de relajacidén en 1D
import numpy as np

Xi = np.array([0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10])
YO np.array
(f0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,10.0,10.0,10.0,10.0,10.01)

= [yi for yi in YO]
for i in range (100):

print (f"Iteracién {i:<3d}, {Yi:}")
y = [yi for yi in YO]

for j in range(1,len(Yi)-1) :
y[31 = (Yi[j-11+Yi[j+11)/2
for j in range(len(Yi)):
Yil[jl = y[j]
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N\ == .
\\ =~  PRIMERA ITERACION

\\\\\\\\\ umu

&\

Iteracién: 1

PA)+e(6) _ o+210 — 0+10 ¢(5)+¢(7)
2
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§\\\\\\\\§ 5
\\\ SEGUNDA ITERACION

\\\\\\\\\
%\

Iteracion: 2

50(5);%(7) — % =175

— \a('l)+¢(6)
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\\§ ITERACION 5
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%\

Iteracién: 5
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\\§ ITERACION 10

\\\\\\\\\
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Iteracién: 10

160/428 Diplomado Fundamentos de la Fisica: Electromagnetismo



\\§ ITERACION 20
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Iteracién: 20
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\\§ ITERACION 40

\\\\\\\\\
%\

Iteracién: 40
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\\§ ITERACION 60

\\\\\\\\\
%\

Iteracién: 60
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\\§ ITERACION 80

\\\\\\\\\
%\

Iteracién: 80
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\\§ ITERACION 99

\\\\\\\\\
%\

Iteracién: 99
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PROCESO DE RELAJACION

Iteraciéon: O
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§§ OTRA CONDICION INICIAL

s CHLEM
o el
A

Iteracién:
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NUEVO PROCESO DE RELAJACION

Iteracién: 0
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METODO VARIACIONAL

@ Si consideramos la energia de un sistema electrostatico, como un
funcional del potencial eléctrico: 2

E et
& (e:(/@

1 %
U:S?/\wfdv

@ Enunciado como principio variacional: el funcional de la energia sera
minimo cuando ¢, que debe satisfacer las condiciones de borde, sea
la solucién al problema fisic . 0 "/’L

1':_2:::)0
V)




METODO VARIACIONAL

@ Entre mas se aproximan la funcion de prueba a la solucién del
problema menor serd U.

@ Podemos elegir una familia paramétrica de funciones de prueba
que satisfagan las condiciones de borde y variar los parametros hasta
encontrar el minimo.

@ Si la familia de prueba elegida incluye entre sus miembros la solucién
del problema fisico, cuando minimicemos la encontraremos.




NN
.= FEL PROBLEMA
Nl CHLE
COMPLENTY
DA\ s

@ Con las siguientes condiciones de borde
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LA SOLUCION ANALITICA

@ La ecuacién de Laplace en una dimension

d? d
;;(;:) — ) — ‘ZSC) =a= ¢(x)=ar+b,

donde a y b son constantes a determinar imponiendo las condiciones
de contorno.
@ La condiciones de borde

P(0)=0=>b=0,

@ La solucién analitica del problema es

T
go(x) ;- ‘/OE




FAMILIA DE FUNCIONES

@ Consideremos la siguiente familia de funciones de prueba

SR Vi L S

Od2

donde « es un parametro. d Y””“““’°

Vo X +°«x(><‘-&)} (- l/a_ﬁ_l

L
@ Verificamos que las condiciones de borde son satisfechas 1,,(0) = 0

Y Ya(d) = V.

| / (JEN) Y= Vo %{V; ‘*&M\
//1/ 0




EL MODULO CUADRADO DEL GRADIENTE

givmu

2

Va(z) = Vo% + az® — adz |

P 0 <2v0
ox

%+2am—ad>:ﬁ,
SN Vo 2 Vo 2 12
|V¢a‘ :t4(ﬁ+o¢> x —4(ﬁ+a>adaz+ad[.




EN LA INTEGRAL

:;/‘ﬁqpaf dv |

g ‘/:7 2 2 V 2 72
:8?/0 [4<ﬁ+a) T —4(d2+a)ad:c—|—ad dx

(4 (V, 2 v,
_9 3 2 13
3<d2+a)d (d2 a)ad#—ad],
U
/2
apat Aot ORI
T 3 Sk e O‘]

(K o (').\‘X)X""
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MINIMIZACION

@ Para buscar el minimo, derivamos el funcional respecto al parametro
« e igualamos a cero,

svg Vo
s, SYE ad?’]: .
O 8#[3‘/ s " .

3

@ Al resolver para a.

vod+d3a:o:m:—E

a2/l




LA SOLUCION

@ Al reemplazar en la solucion

Detin (7)

La Solucidn




