AYUDANTIA 5 - ANALISIS 2 POSGRADO

DAVID URRUTIA VERGARA - GONZALO ROBLEDO VELOSO

Como es habitual, la sigla K- e.n.v corresponde a la de K-espacio vectorial normado.

EjErcicio 1

Sean (E, || - ||g) vy (F, || - ||r) dos R-espacios de Banach y T : E — F una transformaci6n lineal sobreyectiva
tal que T(B)..(Og, 7)) esté contenido en algin compacto de F para cada r > 0. Demuestre que F es de
dimension finita.

Demostracién. La idea de esta demostracion es probar que la bola cerrada B)|. |, [0F, 1] es un conjunto compacto
de E.

Primeramente, dado que E, F son dos R-espacios de Banach y T es sobreyectiva, el Teorema de la funciénn
abierta establece la existencia de ¢ > 0 con la propiedad

By, (Or,¢) € T(By|,(0g, 1))

ademds, la hipétesis establece que T(Bj|.|, (Og, 7)) estd dentro de un compacto para todo r > 0, en particular,

1

tenemos esto para r = ;, es decir, existe K C F compacto con la propiedad

T(BHHE(OE’l/C)) g K,

luego, se tiene que
1 1
Bi1p O, 1) = By (Or,€) € ZT(Byy15 (O, 1)) = T(B) 1 (0, 1/¢)) € K,

de este modo, se tiene que B)|,||.(0r,1) C Ky por ende, dado que la clausura de la bola abierta es la misma
bola, pero cerrada junto con que la clausura de un conjunto A es el cerrado mas pequefio que contiene a A,
se verifica

B1p10,1] = By (0,1) € K
De este modo, Bj|.|.[0,1] es un conjunto cerrado dentro del compacto K, lo cual implica que B, [0,1] es
compacto. Por ende, un corolario del Lema de Riesz establece que F tiene dimension finita.

EjERCICIO 2

Sea (E,|| - ||) un R-espacio de Banach y T € L(E, E). Considere la ecuacién
1) T(x) =y.
Demuestre que son equivalentes:
(@) Si T(¢) =0, implica & = 0y () tiene solucién para todo y € E.

(b) Para cada y € E, la ecuacion (I) posee una tnica solucién x = x(y) la cual depende continuamente
de y.

Demostracion. Supongamos que (a) es cierto. Es decir,
T() =0 = ¢=0

y T(x) = y tiene solucién para todo y € E. Entonces, tenemos que ker T = {0} y que T es sobreyectiva, es
decir, T es 1-1 y sobre, lo cual implica que T es una biyeccion.

Esto implica que T~!(y) es la tnica solucién de T(x) = y para todo y € E. Més atin, como T es continua y
sobreyectiva definida sobre el espacio de Banach E, un corolario del Teorema de la Funcién Abierta establece
que T~! también es continua, lo cual implica que y — x(y) := T~!(y) es continua.

En resumen, para cada y € E existe un tnico x := x(y) que soluciona a la ecuacién T(x) = y la cual
depende continuamente de y, lo que demuestra (b).

Conversamente, si suponemos que (b) es cierto, supongamos que ¢ € E es tal que T(¢) = 0, entonces,
como T es lineal, se tiene que T(0) = 0 lo cual implica que ¢ = 0 por la unicidad establecida en (b).
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Por otro lado, si y € E, se tiene que existe un tnico x tal que T(x) = y, o dicho de otra forma, (1) tiene una
solucién para y. Es decir, para todo y € E, la ecuaciéon T(x) = y tiene solucion. Por ende, hemos demostrado
(a) y se concluye la demostracién.

O

EjErcicio 3

Un corolario del Teorema de la Aplicacién Abierta establece que si T : E — F es una funcién continua
entre los dos R-espacios de Banach (E, || - ||g) y (F,|| - ||F), la cual es biyectiva, entonces, T~! es continua.
Use el Teorema del Gréfico para demostrar ese mismo corolario.

Demostracion. Silogramos demostrar que el conjunto
G(T™H) ={(x, T7'(x)): x € F}

es cerrado en F x E, estamos listos. Pues bien, sea {(xy, yu)}nen € G(T71) con (x4, yn) — (x,y), entonces,
se tiene que {x;}yen C F con x;, — xy T '(x;) = y,. Tenemos que probar que T~!(x) = y para concluir
que (x,y) € G(T™1).

Como Tfl(xn) = Yy, tiene que T(y,) = x, para todo n € IN, entonces, la continuidad de T implica que

x = lim T(yn) = T(y)’

n——+0oo

es decir, x = T(y) y por ende, T~!(x) = y. Esto implica que (x,y) € G(T~!) y por ende, este Gltimo es

cerrado. Luego, el Teorema del Gréfico cerrado establece que T~! € L(F, E) O
EjERrcicio 4
Sea (E, || - ||) un R-espacio de Banach y T : E — E* con x — T, y la propiedad
Tx(x) >0 paratodo x € E.
Demuestre que T € L(E, E*).
Demostracion. Recordemos que E* es un R-espacio de Banach (sin necesidad de que (E, || - ||g) lo sea). Ahora,
como (E,|| - ||g) también es de Banach, la idea de esta demostracién es recuperar las hipétesis del Teorema

del Gréfico cerrado, es decir, tenemos que demostrar que el conjunto
9(T) ={(x, T(x)): x € E}
es cerrado en E X E*, ésto equivale a que si tenemos una sucesion (x,, Ty, ) — (x, f) en E X E*, se tiene que
probar que Ty = f.
Antes de eso, un resultado importantismo que tenemos que considerar es que, dado que (x,, Ty,,) — (%, f),
se tiene que Ty, — f en (E*,|| - ||g+), pues, al igual que en la demostracion del Teorema del Gréfico Cerrado,

estamos considerando la norma ||(x, f)||gxex = ||x||g + ||f||gx. Mds atn, como {Tx, }neN €s convergente en
E*, se tiene que es acotada, es decir, existe M > 0 tal que ||Tx, ||px < M para todo n € IN. Luego, se tiene que

T, (xn) = f(X)| < [T, () = T, ()| + | T, () = ()

T, [|E= 120 = X[ + | T, () = £()]

IN

< Mlfxn = x[|g + | T, (x) = f(x)]
es decir,
Ty () = F()] < Ml [xs = 2l[ + | Ty, (x) = f(x)| paracadan € N,

entonces, como x, — x y Ty, — f, en particular, se tiene que Ty, (u) — f(u) para todo u € E y por ende, al
aplicar esto al caso u = x, se tiene que

lim [Ty, (xn) — f(x)] = 0

n—+oo

es decir, Ty, (x,) — f(x).
De este modo, se tiene que paray € Ey u, = x, —y € E, se tiene que

Tx, (xn) — Ty(xn) - Ty(xn) + Ty(]/) = Txnfy(xn —y) = Tun(“n) >0,
de este modo, al hacer paso al limite, se tiene que Ty, (y) — f(y) y Tx,(xn) — f(x) y se tiene que
(f = Ty)(x —y) = f(x) = Ty(x) = Ty(x) + Ty(y) 2 0,



luego, para el caso y = x +tz donde t € Ry z € E (arbitrarios), se tiene que

f(tz) = Ta(tz) — Tee(t2) = (f = Txssz) (—t2) 20,
luego, como T (tz) > 0, se tiene que 0 > —T(tz), y por consiguiente
f(tz) — Tx(tz) > f(tz) — Tx(tz) — Tz (tz) > 0.
Luego, si t = 1, se tiene que
()~ Tu(z) 2 0,

por consiguiente, se tiene que f(z) > Ty(2).

Por otro lado, el caso t = —1 implica que

—f(2) + Ta(2) = f(=2) = Ta(=2) 20,

es decir, Ty(z) > f(z) y se tiene que Tx(z) = f(z) para todo z € E, es decir, Ty = f, lo cual implica que
(x,f) € G(T), luego, G(T) es cerrado, por lo que se tiene T € L(E,E*). O

EjERrcIicio 5

Sean (E,|| - ||g) y (F, || - ||r) dos R-espacios de Banach. Supongamos que T € L(E,F) es tal que T(E)
es cerrado y dim(kerT) < +co. Supongamos que || - || es otra norma en E tal que existe M > 0 con
||x|]| < M]|x||g para todo x € E.

Demuestre que existe C > 0 tal que

[Ix[le < CAIT(x)|[F+[|x[])  para todo x € E.

Demostracion. Consideremos el subespacio V := F(E) y restrinjamos el codominio de T a V, es decir, T : E —
V, lo cual implica que T es subreyectiva. Sin pérdida de generalidad, supondremos tal hecho, es decir, T es
sobre.

Si demostramos lo que queremos por contradiccién, tenemos que suponer que para todo € > 0 existe
ve € E tal que

|[0el[E > €(||T(ve)[[F + |[e]])
Entonces, si n € IN, existe una sucesion {vy },eN tal que

[[onl[e > n(l[T(@n)|[£ + |[oal])-

Un_  se verifica

lonlle

Luego, al considerar x; :=

1= [[xalle > n(|[TCen)|[F + [[xu]])-

lo cual deduce la existencia de una sucesiéon {x;, },cNn con

1
1=|lxalle ¥y a>HT(xn>||F+Han~

Sin embargo, dado que T es sobreyectiva, existe ¢ > 0 con la propiedad Br(0,c) C T(Bg(0,1)). Notemos
que

1
T Cen)lle < T Cen) e + ]2l <

y ademas,
cn

1T (enxn)| |7 = enl|TCan)llF < - =,
es decir, T(cnx,) € Bp(0,c) € T(Bg(0,1)), lo cual implica la existencia de w, € Bg(0,1) con T(cnxy,) = T(wy)

lo cual implica que al escojer y, = %%, se tiene que

lwalle _ 1
cn tn

lynlle =

1 1
T =—T =—T = T(xn),
(Yn) on (wn) on (cnxy) (xn)
es decir, existe y, € E tal que

1
lylle < oy T() = Ta)
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Es decir, T(y, — x,) = 0y por ende, x, = y, + 2, donde z, € ker T. Como ||y,||g < 2., se tiene que y, — O.
Por ende,

Xn=Yn+zn = 1=|[xullg=Ilyn +zulle

Iim z,
n—+oo

= 1= lim |xn||E:’
n—+oo

im yy + 2zu = lim [[z,|],
n——+oo n—-+oo

es decir, ||zu||g — 1.
Recordemos ademads, que ||x,|| < ||T(xn)|| + ||xn]| < 1, lo cual implica que ||x,|| < 1.
Por ende, dado que como existe M > 0 con ||u|| < M||u||g para todo u € E, se tiene que

1 1 1 1
el = llta = ll < lsall + llol < 5+ lall < 5+ Mlalle < { 5+ }
y por ende, ||z,|| — 0. Ahora, como ker T es finito dimensional, se tiene que || - || y || - ||r son equivalentes

en ker T, es decir, existe Ky, Ky > 0 tales que
Killz]| < llz||lg < Kal|z|| paratodo z € ker T

1

lo cual implica que en particular, ||z, ||r < K||z,|| para todo n € IN y por la cota ||z,|| < {% + M} 5, se tiene

que ||zx||g — 0y esto contradice lo que establecimos previamente con ||z, || — 1.
De este modo, existe C > 0 con ||x||g < C(||T(x)||r + ||x||) y se concluye la demostracion. O

EjERCICIO 6

Sena (E,||-||g) y (F, || - ||r) dos R-espacios de Banach y consideremos una funciéon T € L(E, F) sobreyectiva.
Demuestre que si M es un subespacio de E, T(M) es cerrado en F si y s6lo si M + ker T es cerrado en E.

Demostracién. Para demostrar esta afirmacién, partamos probando que
T~YT(M)) = M + ker T.

En efecto, si z € T~!(T(M)) entonces, O € ker T y de este modo, z = z+ 0 € M + ker T. conversamente,
si suponemos que z € M +kerT, existen x € M ey € kerT con z = x 4y, de este modo, se tiene que
T(z) = T(x) + T(y) = T(x) € T(M), de modo que z € T~}(T(M)).

Supongamos que T(M) es cerrado. Recordemos que si T es continua, se tiene que T~!(A) es abierto en
E para todo subconjunto A abierto en F. Por otro lado, la propiedad T~1(A¢) = [T~'(A)] implica que la
pre-imagen de conjuntos cerrados en F son conjuntos cerrados en E. De este modo, si T(M) es cerrado, se
tiene que M + ker T = T~1(T(M)) es cerrado en E.

Conversamente, dado que T es continuo y M + ker T es cerrado, se tiene que T({M + ker T}°) es abierto
en virtud del Teorema de la funcién abierta. Mas atin, se puede probar que

T(M) =T(M+kerT),

en efecto, si y € T(M), existe x € M con T(x) = y, luego, x € M C M+ kerT, de modo que y = T(x) €
T(M +kerT). Ahora, si suponemos que y € T(M +kerT), existe x €« My w € ker T con T(x + w) = y, sin
embargo,
Tx)=T(x)+0=T(x)+T(w) =T(x+w) =y
lo cual demuestra que y € T(M). De este modo, se tiene que T(M) = T(M + ker T) y por ende,
{T(M+kerT)} =T{M+kerT}°) = [T(M)]°

es abierto, o equivalentemente, T(M) es cerrado y se concluye la demostracion. g

EjERCICIO 7

Sea (E, || ||) un R-e.n.v y M un subespacio de E cerrado. En élgebra lineal se puede demostrar la existencia
de un espacio vectorial cociente E/M definido por

E/M:={x+M:x € E}
siendo
x+M=[x]={x+mmeM}={yecE:x—ye M}
Recordemos que E/M es un R-espacio vectorial con las operaciones

[x] +[y]:==[x+y] y Alx]:=[Ax] paratodox,y € EytodoAeR



Demuestre que el espacio E/M es un R-espacio vectorial normado con la norma

l-lle/m:E/M — R
x+M — inf |[x —m]|
meM

Demostracion. Para demostrar esto, tenemos que demostrar los siguientes puntos,
(@) || - ||[e/m esta bien definido, es decir, si x,y € E son tales que [x] = [y], entonces, ||[x]||[r;m =

Y1/ m-
(b) Positividad, es decir, ||[x]||g/p > 0 para todo [x] € E/My

[|[x][[e/m =0 <= [x] =0

(c) Homogeneidad ||A[x]||g;pm = |A]]][x]]|E/m para todo [x] € E/My todo A € R.
(d) Desigualdad Triangular, [|[x] + y]/le/a < Il 1/ + |7l [/ para todo [+] [v] € E/M.

los cuales dividirdn la demostracion en cuatro partes:

Parte 1: || - ||g/p estd bien definido.

Sean x,y € E con [x] = [y], es decir, se tiene que x —y € M y por ende, existe my € M con x = y + my,
luego,

. . . /
belleym = inf llx—mll = in€ lly-+mo ~ml| = int lly—n'l| = [yl le/aa

es decir, || - ||g/pm estd bien definida.

Parte 2: Positividad de || - ||/ .

Consideremos x € E, entonces, como || - || es no negativa, se tiene que

||lx —m|| >0 paratodom e M

luego, 0 es cota inferior de {||x — m||: m € M}, de este modo, se tiene que
0< inf ||x —m|| = |||x
< inf | = 1[x]le/m

lo cual prueba que ||[x]||g,p > 0 para todo [x] € E/M. Por otro lado,

0=||[x]|lg/m = inf |[x—m|| <= xe M=M <= [x] =0,
meM
lo cual prueba la positividad de || - ||,/ -
Parte 3: Homogeneidad de || - ||/
Sea A € IR, si suponemos que A = 0, entonces, [Ax] = [0] y por ende,
[[[Ax]]1E/m = [I[O|e/m = 0 = [A[|][x]]|E/Mm

Sin embargo, si A # 0, se tiene m € E si y s6lo si Am € M. Por ende, para todo [x] € E/M
HAx)lle/an = inf [IAx —ml| = inf |IAGe—m)[| = in [A]|}x—ml| = A] inf [lx—m] = A]][[x]Je/u
lo cual demuestra que ||[Ax]||g/nm = |A]||[x]||g/m para todo [x] € E/My todo A € R.

Parte 4: Desigualdad Triangular.
Sean x,y € E, se tiene que para todo m € M se verifica

e+ llle/m < [lx +y —2m[| < [|lx = m|[+ |ly — m]],
de este modo, se verifica que
[x +yllle/m < |[x —m||+|ly —m||  paratodom € M.
Entonces, ||[x + ¥]||g,m €s una cota inferior del conjunto
{I[x = m[[ +[ly —ml[|: m € M}
lo cual demuestra que

I+ yllles < inf{|lx—ml] + [ly — ml|: m € M}
= inf{]Jx — m|[} +inf{|ly — ml: € MY = [|[x]llesaa + 11y llesne

es decir, || - ||g/ M satisface la desigualdad triangular, lo cual prueba que (E/M, || - ||g/m) es un R-evin. O
En el libro de Brezis (Proposicién 11.8, pagina 353 de la versién americana/Springer) establece que el

cociente E/M es un R-espacio de Banach cuando E lo es y M es cerrado. Este resultado se asumira y sera
atil en el siguiente ejercicio.



EjErcCICIO 8

Sea T : E — F un operador lineal acotado entre dos R-espacios de Banach (E,||-||g) vy (F|| - ||p).
Demuestre que T(E) es cerrado en F si y s6lo si existe C > 0 tal que

inf |jlu—ml|lg <C||T(u)||r paratodou € E.
meker T

Demostracion. Primero que todo, demostremos que ker T es cerrado, en efecto, si {x, },c €s una sucesién en
ker T con x, — x, se tiene que

T(x)= lm T(x,)= lim 0=0,

n—r—+o00 n—r+o00

lo cual implica que ker T es cerrado. Definamos asi el espacio cociente
E/N con N :=kerT.
el cual es un espacio vectorial normado con

u = inf - = inf ||lu— .
i) llen = inf [l —mlle = inf {Ju—mll;

Considere ademads, la proyeccién canénica 7t : E — E/N con 7t(x) = [x].
Por otro lado, definamos T : E/N — F con T([x]) = T(x). T esta bien definida y es lineal, en efecto, si
x,y € E con [x] = [y], existe m € N =ker T con x =y + m y por ende,

T([x]) = T(x) = T(y +m) = T(y) + T(m) = T(y) = T([y]).

La linealidad es una consecuencia directa de la definicién de T. Mds atin, se verifica que

T(x) = T([x]) = T(n(x)) paratodo x € E.
Por otro lado, se tiene que
T([x]) =T(x) = T(x—m) paratodom € kerT =N,
y como T € L(E, F), se tiene que
NT(xDIIF = [IT(x = m)[[p < [|T[|z (k) [1x —m|[e para todo m € ker T,
lo cual demuestra que ||T([x])||F es cota inferior de

Tl e pyllx = ml[g: m € N}

entonces,
IT([DIE < inf{[|T[|z (g p)llx —ml[e: m € N} = [|T|| g (g, p) inf{|[x — m||g: m € N} = [|T||zeg,p) ||[*]|]£/N-

lo cual implica que T € L(E/N, F).

Ademas, si T([x]) = 0, se verifica que T(x) = 0y por ende, x € ker T, es decir, [x] = 0, lo cual implica que
T es inyectivo.

Por otro lado, y € T(E), si y s6lo si se tiene que existe x € E con T(x) = y, y eso a su vez equivale a
T([x]) =y yporende,y € T(E)siysolosiy € T(E/N) y por ende, T(E) = T(E/N).

De este modo, se tiene que T(E/N) es cerrado en F y por ende, T(E/N) es un R-espacio de Banach y
existe una funcién S : E/N — T(E/N) que es un isomorfismo entre R-espacios de Banach, el cual estd
definido por S([x]) = T([x]), pues, es inyectiva por ser igual a T y es sobreyectiva por contruccién.

Ademas, S es continua por ser T continua. Por ende, el corolario al Teorema de la funcién abierta establece
que S —1 es continua, es decir, existe C > 0 con

1S~ (W)lle/n < Cllyll  para todo y € T(E/N)
luego, si [x] € E/N, se tiene que S([x]) = T([x]) € T(E/N) y por ende, la identidad T([x]) = T(x) implica
1 xle/n = 1181 S () lesn < CHT(xDIE = CIT ()],

es decir

inf _|[|x —m|| = [|[x][|e/n < Cl[T([x])|[r = C[|T(x)|[r paratodo x € E
meker T

lo cual prueba lo que se queria. O



EjERCICIO 9

Sean (E, || - ||g) y (F,|| - ||r) dos R-espacios de Banach y consideremos T € L(E, F). Asuma que T(E) tiene
un espacio suplementario de dimensién finita, es decir, existe G C F con dimg G < o0,

F=T(E)+G y T(E)ynG = {0}.
Demuestre que T(E) es cerrado en F.

Demostracién. Sea X := E x G. (X,|| - ||x). Como G es de dimensién finita, se tiene que G es cerrado en F, o
equivalentemente, (G, || - ||F) es un espacio de Banach, por ende, (X, || - ||x) es un espacio de Banach donde

G y)lx = [Ix[|e + [yl
Considere el operador S : X — F con
S(x,y) = T(x) +v.
El cual verifica

IS y)lle = [IT(x) +ylle <T@+ lylle < LIxlE +lylle) = LII(x,v)lIx
donde L = max{1, ||T||z,r)} > 0. Es lineal, pues, si (x,y), (a,b) € Ex Gy A € R, se tiene que
S((x,y) +A(a,b)) =S(x+Aa,y+Ab) =T(x+Aa) +y+Ab=T(x) +y+ A[T(a) + b] = S(x,y) + AS(a,b)
lo cual prueba que S € L(X, F).

Por otro lado, se tiene que S es sobreyectiva, pues, si u € F, existen x € E e y € G tales que S(x,y) =
T(x)+y=nu.

Luego, el Teorema de la funcién abierta establece que S(E x [X \ {0}]) es abierto en F, pues, E x [X \ {0}]
loesen E x X.

Ademas, se tiene que S(E x [X \ {0}]) = T(E) + [X \ {0}], pues, si u € S(E x [X \ {0}]), entonces, existe
xe€Eeye X\ {0} conu=T(x)+y,esdecir, u € T(E) + [X \ {0}]. Por otro lado, si u € T(E) + [X \ {0}],
existe v € T(E) yw € X\ {0} con u = v+ w, Sin embargo, como v € T(E), existe x € E con T(x) = v y por
ende, u = T(x) +y = S(x,y) ycomo y € X\ {0}, se tiene que u € S(E x [X \ {0}]).

Por ultimo, se tiene que {T(E) + [X \ {0}]}¢ = T(E), pues, si u € {T(E) + [X \ {0}]}¢, entonces, se tiene
queu =T(x)+ycony € Xy x € E, de este modo, si y # 0, se verifica u € {T(E) + [X \ {0}]} o cual es
contradictorio. Luego, se tiene que y = 0y por ende, u = T(x) € T(E).

Por otro lado, si u € T(E), existe x € E con u = T(x). Por otro lado, u = v+ w con w € X. De este
modo, T(x) = u = v+w y por ende, w = T(x) —v € T(E)NX = {0} y por ende, w = 0 y por ende,
u e {T(E)+[X\{0}]}¢. De este modo, se tiene que {T(E) + [X \ {0}]}* = T(E) y dado que T(E) + [X \ {0}]
es abierto en F, se tiene que, su complemento, T(E) es cerrado en E. O
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