SOLUCIONARIO CONTROL 1 - ANALISIS II POSTGRADO

PROF: GONZALO ROBLEDO VELOSO. AYT: DAVID URRUTIA VERGARA

Notacién: La nomenclatura e.v.n hard alusién a un R—espacio vectorial normado.
INSTRUCCIONES: Por favor, resuelva 2 preguntas, donde la primera es obligatoria mientras que la
pregunta restante debe ser escogida entre los ejercicios 2 y 3.

1.- Sea (E,|| -||) un R—e.v.n. Sea C un subconjunto abierto y convexo de E con 0 € C. Recordemos que
el calibre de C es el funcional p : E — R definido por

p(x) :=inf{a > 0: a 'x € C}.

Asuma que C = —(ﬂy que C es acotado. Demuestre que p es una norma, ademds, demuestre que p
es equivalente a la norma || - ||.

2.- Sea E := R[x] el R-espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales (y variable x) dotado
de la norma ||p|| = sup |p(x)|. Demuestre que la transformacion lineal T: (R[x],||-||) = (R,|-|)

x€[0,2]

definida por T(p) = p(2) es continua. ;Cudanto vale ||T||g+?.

3.- Considere n € N y un espacio vectorial E de dimensién n, suponga que B := {ej,...,e,} es una base
de E y asuma que || - ||2 es una norma en E, el cual se define como

n
[Ix[l, = (/leil”
i=1

siendo x = xje1 + xpex + - - - + xue, y cada tuplo (x1,...,x,) € R"yp > 1. Sea f: E — R un
funcional lineal continuo. Calcule explicitamente ||f||g+ en términos de f; := f(e;).

OBSERVACIONES DE LA CORRECCION

Como se anticip6 en el enunciado, sélo se corregiran dos preguntas, la pregunta 1y la pregunta que hayan
escogido entre las preguntas 2 y 3. En caso de resolver las tres preguntas, se consideraran la pregunta 1y la
mejor entre la 2 y la 3.

Cada pregunta serd corregida con nota (de 1.0 a 7.0) y la nota final del control serd el promedio de las dos
preguntas a corregir indicadas en el pérrafo anterior.

La resolucion de cada pregunta tendra una rubrica y variard acorde la naturaleza del ejercicio en cuestion.

SOLUCIONES.
Ejercicio 1. Ribrica: La correccién constard de cuatro items para este ejercicio, al responder correctamente
cada uno de estos item, tendra los puntajes detallados a continuacién
(i) p(x) > 0 paratodox € Ey p(x) =0siy solosix=0:15p

(i) p(Ax) = |A|p(x) para todo x € E y todo A € R: 1.5p

(iii) Desigualdad Triangular: 1.5p

(iv) p esequivalente a || - ||: 1.5p
Solucién: La idea de este ejercicio es usar el siguiente Lema:

Lema 1. Si p : E — R es el calibre de C, p es un funcional sublineal el cual verifica la existencia de M > 0 con
0 < p(x) < Ml|x|| para todo x € E y C verifica la igualdad

C={x€E:p(x) <1}
Entonces, por dicho resultado, tenemos que p es un funcional sublineal de E, lo cual es equivalente a
pix+y) <px)+ply) vy p(Ax) =Ap(x) paratodox,y € EycadaA >D0.
Entonces, de la desigualdad del lado izquierdo obtenemos la desigualdad triangular inmediatamente.
1si E es un espacio vectorial y C C E (0jo, no necesariamente estamos hablando de un subespacio, es sélo un subconjunto), el

conjunto —C corresponde a los inversos de C, es decir, —C := {—x: x € C}.
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Por otro lado, si A € R, se tiene que A > 0, A < 0 0 A = 0. Este tltimo caso implica que A = [A| y Ax =0
y por ende
0 < p(Ax) < M||Ax|| =0,
es decir, p(Ax) =0 = [A|p(x).
Si A > 0, se tiene inmediatamente que p(Ax) = Ap(x) = |A|p(x).
Para el caso A < 0, partamos considerando A = —1. Por un lado, se tiene que

p(—x) = inf{a > 0: a~x € C}.

Entonces, la identidad C = —C implica que sia~'x € C, se tiene que a ' (—x) = —a~'x € C. Reciprocamente,
sia > 0estal que —a 'x = a~1(—x) € C, se tiene que a~'x € C, es decir, tenemos la igualdad de conjuntos
{a>0:axeCl={a>0:a"'(—x) €C},

y por ende,
p(x) =inf{e > 0: 2" 'x € C} = inf{a > 0: a ' (—x) € C} = p(—x),

lo cual demuestra que p(—x) = | — 1|p(x) para todo x € E. Entonces, si A < 0, se tiene |A| = —A > 0, lo cual
implica que p(Ax) = p(—Ax) = —Ap(x) = |A|p(x).

Ahora, otra consecuencia del Lema anterior es que 0 < p(x) < M]||x|| para todo x € E, en particular se
tiene que p(x) > 0 para todo x € E.

Entonces, para demostrar que p es una norma, s6lo nos falta verificar que p(x) = 0 si y sélo si x = 0. Por
0 < p(x) < M||x||, tenemos que p(0) = 0 y por consiguiente, si x = 0, se verifica p(x) = 0. Para demostrar
el converso, la hipétesis de acotamiento de C equivale a la existencia de L > 0 tal que

||x|| <L paratodox €C,
entonces, recordemos que
p(x) = inf{a > 0: a 'x € C},
de modo que si « > 0 con a~1lx € C, entonces,

] =
entonces,
[[x|| < La
y esto es para todo « > 0 con a~1lx € C, entonces,
[[x|[ < Lp(x)

y por ende, si x € E es tal que p(x) = 0, la desigualdad previa establece que ||x|| = 0 y por ende, x = 0.
Luego, p es una norma.

Para demostrar la equivalencia, recordemos que p(x) < M]||x|| y gracias a lo realizado previamente,
tenemos que ||x|| < Lp(x), lo cual se traduce en

1
Z||x|| < p(x) < M||x|| paratodox € E
lo cual demuestra la equivalencia entre || - || y p. O

Ejercicio 2. Ribrica: La correccién constara de tres items para este ejercicio, al responder correctamente cada
uno de estos item, tendra los puntajes detallados a continuacién
(i) Linealidad de T: 2p
(ii) Continuidad de T: 2p
(iii) Hallar explicitamente el valor de ||T||g+: 2p

Solucién:
Notemos que T es lineal, pues, para todo p,q € R[x] y A € R se verifica

T(p+Aq) = (p+2Aq)(2) = p(2) +Aq(2) = T(p) + AT(q).

Mas aun, considerando M = 1, tenemos que si p € Rx], se verifica

IT(p)| = Ip(2)] < max{|p(x)[: x € [0,2]} = [[p[| = M[[p]|,
lo cual implica que T es un funcional lineal continuo de Rx].
Para calcular ||T||gs, notemos que del célculo anterior, se tiene que para todo p € R[x]| con ||p|| =1, se
verifica

Tl <Pl =1,



lo cual implica que

IT[|ex = inf{|T(p)|: p € Rlx] y [[pl| =1} < 1.

Por otro lado, al considerar p(x) = 1 para todo x € [0,2], se tiene que p € R[x] y verifica
TP =1p2)| =1y [lpll= sup |p(x)|= sup 1=1,
x€[0,2] x€[0,2]
es decir,
1=|T(p)| <sup{|T(p): p € Rix] y |Ip|[ =1} = [[T|[e» <1,

y por ende, ||T||gx = 1. O

n
flle = {2 1fil-
i=1
1,1 _
con 7 +q =1

Pero antes de arrancar con la demostracién, detallaré la rtbrica de correccién para esta pregunta.
Rubrica: La correccién constara de cinco items para este ejercicio, al responder correctamente cada uno de
estos item, tendra los puntajes detallados a continuacién

(i) Andlisis del caso f =0: 1.2p

(ii) Demostrar adecuadamente que ||f||p» < /31 |fi]9: 1. 2p

(ii) Demostrar que si f # 0, entonces, f(e;) # 0 para cierto i 6 {1,...,n}:12p

(iv) Dar con un posible candidato de x € E con ||x|| =1y f(x {7/ Zl” 1 1fil7: 1.2p

(v) Demostrar adecuadamente que ||f||g« > /X1, [fil7: 1. 2p

Ejercicio 3. Solucién:
Demostraremos que

Si f =0, entonces, f(e;) = 0 para todo i € IN y ademas,

Il =0 = ¢f ; £l

Sif#0yxe€Econ||x||; =1, la desigualdad de Hélder junto con f; = f(e;) establecen que

—|f (;) < ém £l < \/21 |fﬂ</é|xi|” - @ £l

flle: = sup [f(x)] < i Y Il
[|x|[=1 i=1

Por otro lado, dado que f # 0, existe x # 0 con f(x) # 0, siendo x = rieq + - - - +rue, con {r;} ; CR.
Entonces, fio # 0 para cierto iy, pues, si suponemos lo contrario, es decir, f; = 0 para todo i, se tiene que
f(x) = f(rier +roepa+---+rpen) =rifi +rofo+--+rufn =0

lo cual contradice que f(x) # 0. De este modo, tenemos que Y} ; |fi|7 # 0 y por ende, podemos escoger el
vector

y por ende,

9 q q
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o ssen [lfl] s | L
(X il )7 (X 1fil 1) (X il 1)
siendo Sgn : R — R definida por

xp = Sgn(f1)

u>0

Sgn(u 1 u <0.

Luego, dado que 5 —|— 1 =1, se verifica que g = Ll por ende,

y
; ‘ & ; ;
Ixol] = 2{'”] 1<ZW> .
(=1 | (X [fil9)7 1|fz|q>” i=1

=



Ademds, dadas las identidades |u| = (Sgn(u))u, se tiene que

’ |

f) = f|sen(h) ['f”] 1 +Sgn(f2) {'fz' e2+ - +Sgn(fy) {] e
(T L) (2 i) (0 i)

<=

<=

— Sgn(f) ['fl'] fler) + Sgn(f2) ['fz] flea) -+ +Sgn(fy) [f'] flew)
(X 1fil7) (X Ifil7) (X Ifil7)e

==

1+1 141 941 nof . -5 " 1
AP AR RPT zl_lwl_(qu) Q(qu)q
i=1

CLAF LA LA A\
Es decir, 1 |
<§ f’"q>q = £ = @I < sup 1£)] = 1fler < (Zl | fi|q>q

lo cual demuestra lo que se queria.
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