AYUDANTIA 4 - ANALISIS II POSGRADO

GONZALO ROBLEDO VELOSO - DAVID URRUTIA VERGARA

Como es habitual, la sigla e.n.v corresponde a la de Espacio Vectorial Normado.

EjERrcicio 1

Dado un espacio vectorial normado (E,|| - ||g). Demuestre que todo subespacio vectorial F # E tiene
interior vacio.

Demostracion. Sea V un subespacio de E con V # E y supongamos que tiene interior no vacio, es decir, existe
x € Vyr >0 tal que B(x,r) C V. La hipétesis nos dice que existe u € E con u ¢ V, lo cual implica que
u # 0 (si u fuese el vector nulo, u € V inmediatamente, lo cual no es cierto). Entonces, podemos considerar
el vector y = x + %ﬁ, el cual verifica

ly—xll==<r
Y =2

y por ende, y € B(x,r). Sin embargo, y ¢ V, en efecto, si suponemos que y € V, entonces, la suposicién de
que x € V combinado con que V es un subespacio vectorial de E implican que

u:M(y—x)eV

lo cual contradice que u € V. De este modo, hemos probado que y € B(x,r) C V y ademds, y ¢ V, lo
cual implica que y € V ey ¢ V, lo cual nos conlleva a otra contradiccién. Esto demuestra que no existe tal
x € IntV lo cual equivale a que IntV = @. g

EjERCICIO 2

Sea E un R—espacio vectorial. Recordemos que el Lema de Zorn ayuda a demostrar la existencia de una
base de E. Si (E, || - ||) es un R—espacio de Banach de dimensién infinita, ninguna base de Hamel puede ser
numerable. (51, el Lema y Teorema de Baire serdn de utilidad).

Proof. Supongamos lo contrario, es decir, sea {e;},c; una base de Hamel de E donde I es un conjunto
numerable, entonces, I = {i, },eN Y por ende, la base {¢;};c; se puede escribir como
{eitier = {ei, nen,

Entonces, consideremos el espacio

Fn = <€i1,€i2,. . .,ein>
Por construccién, se tiene que dimp F, = n y por ende, F; es de dimensién finita, luego, se tiene que cada F;
es cerrado y de este modo,

F,=F = Int(F,) =Int(F,) = @
donde la tltima igualdad se debe al ejercicio anterior.
Ademas, cada F, es subconjunto de E, lo cual implica que

U R CE
nelN
y por otro lado, si v € E, entonces, existen tinicos k € IN y escalares {aj};‘zl tales que

v =aje; +azxer +---+agep € F C U F,,
neN

lo cual implica la contencién

lo cual implica la igualdad

U B =E

nelN
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Luego, por hipétesis se tiene que E es un espacio de Banach, lo cual implica que es completo con la métrica
inducida por su norma || - ||. De esta forma, el Teorema de la categoria de Baire establece la existencia de
ng € N con Int(F,,) # @ lo cual contradice que Int(F,,) = @. Entonces, I nunca pudo ser numerable. O

EjERCICIO 3

Sea E un R-espacio vectorial y p : E = IR una funcién con las propiedades:

(i) p(x+y) < p(x) + p(y) para todo x,y € E.
(ii) Para todo x € E fijo, la funcién A — p(Ax) es una funcién continua en R.
(iii) Si una sucesion {y, }neN verifica p(y,) — 0, entonces, para cada A € R fijo se tiene que p(Ay,) — 0.
Asuma que {x, },eN es una sucesién de vectores en E que verifica p(x,) — 0. Si {ay, },eN es una sucesion
convergente a « en R, entonces, demuestre que p(0) =0y p(anx,) — 0.

Demostracién. Por un lado, como p(x,) — 0, se tiene que

lim p(x,)=0 y lim p(—x,) =0

n—+400 n—+400

por hipétesis por (iii)
entonces, por (i) tenemos la siguiente estimacién
p(0) = p(xn + (—xn)) < p(xn) + p(—x,) paratodon € N

entonces, si 1 — +o00, se verifica
p(0) = lim p(xn)+ lim p(—xq) =0,
es decir, p(O) < 0. Por otro lado, (i) también nos dice que se tiene que

p(0) = p(0+0) < p(0) + p(0) = 2p(0),
entonces, p(0) > 0y por ende, p(0) = 0.
Para demostrar la afirmacién
lim p(anx,) =0

n—+oo
con {a, tnen € R convergente y {x,}, C E con 111}_1 p(x,) = 0, tenemos que demostrar que
n——+oo

Ve > 0 existe N; € N tal que |p(anxy)| < € para todo n > N,.
Como {ay}, es una sucesion convergente, existe « € R con
Como p(x,) — 0, para todo A € R se tiene que
Jm p(Axg) =0.

Fijemos € > 0. Para cada k € IN, consideremos el conjunto
F.:={A € R: |p(Axy)| < ¢ para cada ¢ > k}.

Notemos primeramente que cada Fy es un conjunto cerrado, para ello, consideremos una sucesion { A }xen
con Ay € F, para todo k € N y Ay — A. Entonces, si £ > k, se tiene que

lp(Ajxg)| <e paratodoje N

entonces, por la hipétesis (ii), se tiene que t — p(tx,) es continuo para todo ¢ > k fijo, entonces, la continuidad
secuencial establece que
p(Axg) = lim [p(A;xe)| <€

]+

y dado que es para todo ¢ > k, se obtiene que A € F; y por ende, F; es cerrado.
Por otro lado, tenemos que
UEK=R
keN

pues, la contencién |J Fy € R se verifica por la definicién de cada F. Por otro lado, si A € R, recordemos
keN
que la hipétesis (iii) combinado con p(x;) — 0 implica que p(Ax;) — 0, entonces, al considerar € > 0 definido

previamente, existe K. € IN con |p(Ax/)| < € para todo £ > K¢, es decir,

A€ Fx, € U Fy
keN



y verificamos la igualdad |J Fr = R.
keN
Luego, como IR es un espacio métrico completo, el Teorema de la Categoria de Baire establece la existencia

de ko € N con Int Fi; # &. Es decir, existen Ag € Fy; y 6 > 0 tales que
B(Ag,0) C IntFy, C Fy,,
es decir, para todo t €] — 4, J], se tiene que
Ao+t € B(Ao,6) C IntF, € Fy,

lo cual implica que Ag +t € Fy, luego, la definicién de Fy, establece que cada t €] — ¢, 4| satisface
(1) —e < p({Ao+t}xy) <e paratodo £ > k.
Recordemos que a; — &, entonces, la propiedad (iii) y la propiedad p(xx) — 0 implica que existe Ky € IN tal
que
) —e < p({a—Ap}xy) <e paratodo ¢ > K.

De este modo, al escoger K, = max{KO, Kl} € IN, las estimaciones y junto con (i) nos ayudan a
obtener lo siguiente
3) plagxe) = p({Ao +ap —a)x,) + p({a — Ag)xy) < 2e
y ademas, de (i) obtenemos que

p({Ao+ap —a)xg) < p({Ao — a)xe) + plagxe),
es decir,
—plapxe) < —p({Ao +ag — a)xe) + p({Ao — a)x,) < 2¢
donde la ultima desigualdad se debe a (I) y (). Entonces, de la desigualdad anterior junto con (3) obtenemos
ue
! [(apxp)| < 2e
y por ende, para todo ¢ > 0 existe K, € IN tal que
|(apxs)| <2e paratodo ¢ > K.
Lo cual implica que
Jm plagxe) =0,

lo cual concluye la demostracion g

EjErcicio 4

Sean (E,|| - ||g) y (F,|| - ||r) dos R-e.n.v donde E es completo. Suponga que {T, },cN €s una sucesion en
L(E,F) tal que {T,;(x) },eN es una sucesion de Cauchy para cada x € E. Demuestre que la sucesion { Ty } yen
es una sucesiéon acotada en L(E, F).

Demostracién. Considere la familia de funciones {T,},en en L(E, F). Por hipétesis, se sabe que para cada
x € E, la sucesién {T,(x)},en es de Cauchy en F. Entonces, dado € > 0 existe N x € N tal que
[|Tn(x) — Tin(x)||r < & todomn,m > Ny,
en particular, para todo n > Ny
1T (x) = T () [[F <&,

luego, por la desigualdad triangular, tenemos que

T ([ = [TNe () < T () E = [T (O] T < T () = Ty ()] [F <&,
para todon 1 > Ny, lo cual implica que

T ()|[F < €+ [| TN, . ()]
En particular, si tomamos ¢ = 1 > 0, se tiene que existe Ny := Nj . € IN tal que
Tw(x)[[p <1+ |[TN,,(x)|[F paratodon > Ny,
ademds, el conjunto {T1(x), To(x),..., Tn,—1(x)} es acotado por ser un conjunto finito, lo cual implica que al
escoger
M = max{[| Ty (X)[[r, [ T2()[F - - [ T -1 ()], 1+ [ T 3

se tiene que
[|ITa(x)|| <M paracadan €N,



entonces, tenemos que

sup ||Tu(x)|| < M < +oc0 paracadax € E,
nelN

luego, dado que (E,|| - ||g) es un R-espacio de Banach, el Teorema de Acotamiento uniforme de Banach-
Steinhaus establece que

sup || Tl z(g,p) < +00,
nelN

lo cual equivale a que para todo n € IN se tiene que

Tullzery <M
siendo M > sup ||Tu||z(g,r) > 0. Entonces, con esto se demuestra que la sucesién {T,},eN es acotada en
neN
L(E,F). O
EjErcCicio 5
Sea (E, || -||) un R-espacio de Banach y B* un subconjunto de E*. Suponga que para cada x € E, el

conjunto
{f(x): f € B*} es acotado.

Demuestre que B* es acotado.

Demostracion. Sea f € B, consideremos la funcién Ty : E* — R definida por
T¢(x) = f(x) paracadax € E.
Entonces, se tiene que cada Tf es continua, pues,
T () = Lf G < T1f e[l
Mas atin, se tiene que+

I Telle- = sup [Ty(x)[ = sup [f(x)] = [[f]]e-
Ix]|=1 Ix]|=1

Entonces, como bien se sabe, para cada x € E, el conjunto
{f(x): f € B*} esacotado.
lo cual implica que existe Cx > 0 tal que
|T¢(x)| = [f(x)| < Cypara todo f € B

y por ende,

sup |Tf(x)| < Cx paratodox € X,
feB

entonces, el Principio de Acotacién Uniforme descrito en el Teorema de Banach-Steinhaus establece que

0 < sup [|Ty|[px < +o0
feB*

y por ende, para todo f € B* se tiene que

[l = [IT¢llex < sup [|Tel[e-
feB

y por tanto, para todo f € B*,
[fllex < sup || T¢[[g- < oo
feB

lo cual prueba que B* es un subconjunto acotado de E*. 0



EjERCICIO 6

Sean E y F dos espacios de Banach sobre R y {T} },en una sucesion de elementos en L(E, F). Asuma que
existe T : E — F con

lim T,(x)=T(x) paratodox € E

Demuestre que si {x, },eN es tal que x, — x(, entonces,

lim Ty, (x,) = T(xo).

n——+o0o
Demostracion. Sea & > 0, tenemos que probar la existencia de N; € IN tal que
| Tn(xn) — T(x0)||[F < € paratodon > Np.

Entonces, como para cada x € E se tiene que T,(x) — Tx, en particular, tenemos que cada sucesién
{Tu(x) }nen es una sucesion acotada, es decir, para cada x € E existe C, > 0 tal que

sup || Ty (x)[|p < Cx
nelN

de este modo, el Teorema de Acotacién uniforme de Banach—Steinhaus establece que existe C > 0 tal que

sup || Tull (g F) < C.
nelN

Ademas, como x,, — xo, existe Nj(¢) € N tal que
€
2C
por otro lado, dado que T, (xg) — T(x), existe N, (¢) € N tal que

[|xn — x0||E < para todo n > N (¢)
€
| Tn(x0) — T(x0)||g < 5 Ppara todo n > N(e)

entonces, al escoger N, := max{Nj (¢), N2(¢) }, se tiene que si n > N, se verifica lo siguiente

[ Tu(xn) = T)[lE < |[Ta(xn) = Tulx0)[[F + [|Tu(x0) — T(x0) [

IN

[T (xn = x0) | + || Tu(x0) — T(x0) |

A

< |Tullz(e,r) l1xn — x0) e + [|Tu(x0) — T(x0)][F

e €
es decir, para € > 0 cualquiera existe N, € IN tal que

| Tn(xn) — T(x)||[r <& paracadan > Ng
lo cual equivale a

lim Tn(xn) = T(Xo)

n—+co

lo que demuestra lo pedido. O

EjERrRCICIO 7

Sea (E, || -||) el espacio vectorial normado definido por

E:= {x:]N—)lR: lim xn:O} donde ||x|| = sup |x,| paratodo x € E.

n—+oo nelN
Defina G como el conjunto
G:={x:N — R: existe N € N tal que x, =0 Vn > N}.

Demuestre que G es un subespacio propio denso de E. Concluya que tal G no puede ser ralo.
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Demostracion. En efecto, consideremos xp : N — R definida por
xg(n) =0 paratodon € N,
trivialemte se tiene que
xo(n) =0 paratodon >1,

de este modo, se tiene que xy € G y por ende, G es un subconjunto no vacio.
En este contexto, E es un espacio vectorial definido con las operaciones x +y : N - Ry Ax : N — R
definidas por

(x+y)(n) = x(n) +y(n) y (Ax)(n) := Ax(n)

para todo x,y € E, todo A € Ry todo n € IN. Entonces, si A € Ry x,y € G, entonces, existen Ny, N, € N
tales que

x(n) =0 paratodon > Ny e y(n)=0 paratodon > Njy.
luego, al elegir N := max{Ny, N, } € IN, se tiene que si n > N, entonces, x(n) = y(n) = 0 y por ende,
(x +Ay)(n) = x(n) + Ay(n) = 0,
lo cual demuestra que x + Ay € G y tenemos que G < E.
Ahora, G es un subespacio propio de E, pues, la sucesién a : IN — R definida por

a(n) = 1 todon € IN
n

no pertenece a G, recordando que cada a(n) = % # 0. Pero

nLHEOO a(n) = 0.

Para demostrar que G es denso en E, sea € > 0, tenemos que probar que para cada x € E existe x, € G con
[|x — xe|| <e.
Ahora bien, si x € E, existe N; € N tal que
|x(n)| <e paracadan > N,
entonces, podrfamos pensar en la sucesion x, : N — R definida por

x(n) ne{l2,...,N,—1}
Xe(n) :=
0 n> Ng

el cual claramente esta en G.
Ahora, notemos lo siguiente para cada n € {1,2,..., N, — 1}, se tiene que

[x(n) = xe(n)| = [x(n) —x(n)| =0 <e
mientras que para n > Ng,
[x(n) —xe(n)| = [x(n)| <e,
entonces, para cada n € IN se verifica
|x(n) — xe(n)| <,
es decir,

|[x = xe|| = sup |x(n) — xe(n)| <,
nelN

lo cual se reduce a que ||x — x¢|| < ¢ y por ende, para € > 0 existe x € G con ||x — x¢|| < € y tenemos que G
es denso en E.
Para terminar, notemos que

Int(G) =Int(E) = E # &,

lo cual demuestra que G no es ralo en E. Con esto se demuestra lo que se pedia. O



COMENTARIOS INTERMEDIOS

En el curso de andlisis serd bueno revisar el siguiente espacio normado: Sea p > 1 y K puede ser, ya sea
R o C con | - | como el valor absoluto en R o el médulo complejo.
Definamos el conjunto

(P(N) := {x:N—HK: Y x(n)|P < +oo}.

neN
y definamos la norma p como la funcion || - ||, : /(IN) — R como

[Ix[lp == ( Y |x(n)|P> .

nelN
En el libro de Kreyszig hay una demostracién de que este par (£, || - [|,,) es un espacio vectorial normadoﬂ
(p13-15) y que es un espacio de Banach (p.35-36).
EjERrcicio 8

Consideremos el R-en.v (¢}(IN),|| - ||1). Defina T : /}(R) — T(él(]N))EI definido por

Demuestre que T es una funcién lineal biyectiva continua, cuya inversa no es continua.
Demostracién. Sean x,y € ¢!(IN), entonces,
x=A{x(M}len e ¥ = {y()}tnen
donde x(n),y(n) € R para todo n € N con
Y x(m) <+4oo y Y [y(n)] < Feo.
neN neN
de este modo, si A € IR, se tiene que para cada n € IN:

T+ ay) () = OFAO) 3O 30 ) () 4 AT (y) () = [T() + AT ()] 0)

Entonces, se tiene que
T(x+Ay) = T(x) +AT(y),
lo cual implica que T es lineal.
Para demostrar que T es continua, nétese que

T = 2 20 < 3 oy = 131,
nelN nelN

lo cual implica que ||T(x)||; < ||x||; para todo x € ¢}(IN) y obtenemos la continuidad de T.
Para demostrar que T es biyectiva. Noétemos que T es sobreyectiva por definicién, recordando que
forzamos a que el codominio de T sea la imagen de T. Es inyectiva, pues,

xekerT <= T(x)=0

x(n)

n

= =0 paratodon €N

<= x(n) =0paratodon € N

<~ X = 0[1 (IN)
lo cual demuestra que ker T = {01y }. Con esto tenemos que T es biyectiva.
Ahora, definamos la inversa de T como sigue: Sea S : T(¢}(IN)) — ¢!(IN), donde
S(y)(n) = ny(n) paracadan €N
ICon la suma punto a punto y el producto escalar punto a punto,

2No’ce que acé estamos haciendo un abuso de notacién. En efecto, estamos restringiendo el codominio de T a sélamente considerar
su imagen.
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donde y = {y(n)}en € T(¢1(IN)) cualquiera. Por un lado, si y € T(¢'(IN)), entonces, existe x € T(¢}(IN))

con
y(n) = x(nn) todo n € IN.

Entonces,

15l = X alyon = ¥ o= 3 )] < oo

nelN nelN neN
lo cual implica que S(y) € ¢!(IN) para todo x € ¢'(IN). Ademads, no es dificil demostrar S = T~! al hacer
S(T(x))(n) = x(n) yy T(S(y))(n) = y(n) para todo n € N, todo x € £}(IN) y todo y € T(¢/*(IN)).
Para demostrar que S no es continua, definamos y; : IN — R por

win={ o "ok

para todo n € IN. Notemos que siempre pasa que
ISl = Y nlyk(m)| = &2
neN
Por otro lado,
lyellh = ) ly(n)| =k,
nelN
de este modo, se tiene que

B0 _ odok e N,
Tyl

lo cual implica que, dada la arbitrariedad de k, no podemos hallar C > 0 tal que

[l < C paratodok € N.

vkl lx

y por ende, T~! no puede ser continua, lo cual concluye la demostracion. g

EjERCICIO 9

Con respecto al ejercicio anterior. Demuestre que T(¢!(IN)) no es un espacio de Banach. Notese que con
esto, la hipotesis de completitud sobre el codominio de T en el Teorema de la funcién abierta es necesaria.

Demostracién. Tenemos que probar la existencia de una sucesién {y; hreny € T(¢'(IN)) de Cauchy que no
converja en T(¢!(IN)) (potencialmente podria converger, pero el limite no puede caer en T(¢!(IN))).
Consideremos la sucesion {xy }ren donde x : IN — R estd definida por

% n<k
xi(n) :=
0 n>k

Esta sucesién estd en ¢1(IR), de este modo, definamos y; = T(x;) € T(¢!(R)). Notemos que {y }xen €s una
sucesién de Cauchy en T(¢!(RR)), pues, para todo m < k, se tiene que

S
e =yl = ) —
n=m

entonces, como la serie } , o % converge la sucesién {Zﬁ:l %} es de Cauchy en R, lo cual implica que

keN
para € > 0 se tiene la existencia de N; € IN tal que para todo k > m > N,

k

1
1y = ymlh =} — <e
n=m n
Este mismo argumento implica que y; converge a la sucesién y := {nl—z}neN, pues, como {Zﬁzl ”%}keN

converge a ) ,cN %, existe K. € IN tal que

+oo 1
ly—wmll =) 5 <e
n:kn



Sin embargo, tenemos que y ¢ T(¢!(IN)), pues, de existir x € £1(IN) tal que T(x) = y, tenemos que

1
— x)(n) = @ paracadan € N,
n n

es decir, x(n) = 1 para todo n € N, pero eso implica que x ¢ ¢!(¢!(IN)) lo cual es una clara contradiccién.
De este modo T(¢!(IN)) no puede ser un espacio de Banach. O
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