AYUDANTIA 3 — ANALISIS 2 POSTGRADO

DAVID IGNACIO URRUTIA VERGARA

Como es habitual, la sigla e.n.v corresponde a la de Espacio Vectorial Normado. Por otro lado, el espacio
E* corresponde al Dual topolégico de ' mientras que E* es el Dual algebraico.

EJERCICIO 1

Sea (E,||-||]) un R—e.v.n y F' un subespacio vectorial de E. Muestre que si f € E*, entonces, existe g € F*
tal que f|r = g. Concluya que

E*={f:E — R: f es lineal y existe g € F* con f|r = g}.

Demostracion. En efecto, si f € E*, entonces, f : E — R es un funcional lineal continuo en E, en particular, f
es continuo en F, lo cual implica que al definir g : F — R por g(z) := f(x), se tiene que g es continua en F y
es lineal, es decir, g € F*. Ademds, la definicién de g implica inmediatamente que f|r = g y por ende, se tiene
la existencia de g € F* con f|p = g.

Para probar que

E*={f:E —R: f eslineal y existe g € F* con f|r = g},
gracias al parrafo anterior, tenemos la contencién:
E*C{f:E—R: f eslineal y existe g € F* con f|r = g}.

Para demostrar la segunda contencién, si f : E — R es lineal con f|r = g para algin g € F™*, se tiene en
particular, que g es continua en 0 y por tanto, f es continua en cero, lo cual implica que f es continua en el
espacio completo F y por tanto, f € E*. O

EJERCICIO 2

Sea D C E* un subconjunto denso de E*. Suponga que si £ € E es tal que f(§) = 0 para todo f € D,
entonces, & = 0.

Demostracion. Supongamos que £ # 0. Por un lado, recordemos que una consecuencia del Teorema de Hanh-
Banach analitico establece la existencia de un funcional lineal continuo f : E — R tal que f(£) = |[¢||* v
[If]le« = ||€]|- Por otro lado, como D es denso en E*, existe una sucesion { f, }nen € D tal que f,, — f en E*.
Eso implica que para todo € > 0 existe N € N tal que

3

| fn = fllex < T para cualquier n > N
lo cual implica que para todo n > N se tiene que
||.fn(€) — F)] |I.fn(§) — F)] £
— " <sup ——————— = fn_f Br < 77
I S 3 I A T

es decir, para cada € > 0 existe N € N tal que

10 (&) = F(OIl <& para todon > N,

lo cual se traduce en que 1151_1 fn (&) = f(£), sin embargo, se obtiene que
n—-+0o0

0= lim f.(&) = f(&) =P

n—+4oo

lo cual implica que £ = 0, lo cual es una contradiccién con £ # 0. (]
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EJERCICIO 3

Sean p,q > 1 tales que % + % = 1. Consideremos un espacio de medida (C, X, u) y E = LP(C, u), el cual es

un espacio de Banach con la norma
%
st = ([ 1)
c

Sea g € LY(C, ) no nulo y consideremos T : E — R definido por

7(1) = [ f@ala) dute).
Demuestre que T' € E* y calcule ||T||g+.

Demostracion. La linealidad de T se obtiene por la distributividad del producto en R y por la linealidad de la
integral.
Por otro lado, para demostrar que T' € E*, notemos que la desigualdad de Hélder establece que

|T<f>=\ / fg‘ < [ 1561 < 1511l

y usando M = ||g]|4 > 0, se obtiene que T es un funcional lineal acotado, es decir, T € E*.
Si f € E es tal que ||f]|, = 1, la misma desigualdad de arriba nos ayuda a deducir que |T'(f)| < ||g]4, lo cual
implica lo siguiente

TN+ = sap{|T ()] [ f]lp = 1} < llgllg-
Ahora, consideremos f : C' — R definida por

 Tg(a)
fle) = [Ilgllq

lgle lalld
1Al = [ 1w = [ = =1
P e c gl lgllg
y por tanto, || f||, = 1.

Por otro lado, notemos que % + % = 1 implica % =g — 1y por ende

447

lgl» ™ 1 llgllg

T(f)| = = [ l91" = —2% =llgllg
cgllz gl Je Ilglla

»
} para cualquier z € C.

Notemos por un lado, que

lo cual demuestra que existe f € E con ||f||, =1y

gllg = TN < 1T~

lo cual demuestra que ||g||q = ||T||g+ lo cual obtiene lo que se querfa. O

EJERCICIO 4

Se dice que el R—e.v.n (H,|| - ||g) es ESTRICTAMENTE CONVEXO si para todo w,v € H con u # vy
[lu||g = ||v||g = 1 satisface
[ltu + (1 —t)v||g <1 para todo t €]0,1].
Suponga que el R-en.v (E,|| -||) es tal que (E*,|| - ||g+) es estrictamente convexo. Sea F subespacio de F
y g € M*. Recordemos que una consecuencia del Teorema de Hahn-Banach es la existencia de f € E* con
flar = g y lIflle= = |lg]|a+- Demuestre que tal extensién es unica.

Proof. Sean f1 y fa dos elementos de E* tales que
fitw) = fo(w) = g(w) paratodow € F' y ||filles = |lgllr- = |[fo]|E~-

Por un lado, si f; = 0, se tiene que

0= lfilles = llgllr = | f2llE+

y por ende, f1 =0 = f5.
Sin embargo, si f1 # 0y f1 # f2, usando el mismo argumento se obtiene que fy # 0, de modo que

f1 fo

U= y v
I f1ll e || fa|




safistacen ||u||g+ = ||v||g+ = 1. Ademds, como E* es estrictamente convexo, se verifica que
lltu + (1 — t)v||p> < 1,
lo cual implica que
[tfr+ (1 =t)falle <Ilgll-
Ademas, para todo t €]0,1[ y todo w € F, el elemento, tf1 + (1 —t) fo € E* satisface
tfi(w) + (1 — 1) f2(w) = tg(w) + (1 — t)g(w) = g(w),

lo cual implica que tf; + (1 —t) f2 es otra extensién de E*.
Entonces, dado que se tiene F' < E, se verifica que

g(w
lalle- =sup { ML w0 € WA (0} <l + (1= O el
es decir,
gllee < ltfr + A =t) fallx <lgllF+,
lo cual es una clara contradiccién. De este modo, se tiene que f; = fo y la extension de g es tnica. (I
EJERCICIO 5
Sea (E,||-||) un R—e.v.n. Suponga que F es un R—subespacio vectorial de E. Demuestre que la clausura F

de F' también es un R—subespacio vectorial de FE.

Demostracion. Notemos que como 0 € F' C F, tenemos que 0 € F.
Ahora, consideremos z,y € F' y A € R. Entonces, existen sucesiones {Z, }nen € {yn tnen tales que z, — z e
Yn — y. Luego, para cada n € N, se tiene que x,, + \y,, € F' y ademas,
li = 1l li = .
n gl + el = B ot A D v =4y
Entonces, si wy, 1= x,, + Aypn, se verifica la existencia de una sucesién {wy, }nen tal que w, € F y w, = =+ Ay
y por ende, z + Ay € F' y este tltimo es un R-subespacio vectorial de E. (I

EJERCICIO 6

Sea (E,||-|]) un R— e.n.v y sea F' un R—subespacio vecotial de E. Demuestre que son equiventes:

(A) F es denso en E.
(B) El tnico funcional f € E* con f(z) = 0 para todo x € F es el nulo.

Demostracion. Demostremos (A) = (B).

Sea h € E* con h(w) = 0 para todo w € F y consideremos z € E. Dado que F es denso en E, existe una
sucesion {x, }nen C F tal que z,, — = y por ende,

M) = L hlon) = Lip 0=0

y por ende, h = 0 en E* lo cual implica que el tnico funcional h € E* que se anula en F es el nulo, es decir,
suponiendo (A), hemos demostrado (B).

Ahora, demostraremos la implicancia (B) = (A). Primero, es importante senialar que el ejercicio anterior
nos dice que F' es un subespacio vectorial de E. Entonces, si F' no fuese todo F, existe © € F con = ¢ F'.

Si definimos d := inf || — w|| y suponemos que d = 0, entonces, para todo ¢ > 0 existe w. € F tal que
weF

||z — w|| < € lo cual equivale a que = € F lo cual no es cierto.
Luego, d > 0 y existe f € E* con

a) [|flle- =1,

b) f(z) =d,

c¢) f(x) =0 para todo z € F
pero (B) implicarfa inmediatamente que f tiene que ser la funcién nula, es decir, 0 = ||f||g« = 1 lo cual es
una contradiccién. Entonces, F = E y F es denso en E lo cual demuestra (A) y damos por terminada la
demostracion. (]



EJERCICIO 7

Recordemos que dado un R—e.v.n (E, || - ||), una base de Schauder de E es un conjunto numerable {&, }nen
tal que cada vector x € E se puede asociar de forma tnica a una sucesién de ntimeros reales {ay, }nen por medio

del limite
= lim angn - O‘nén
k l) ) Z Z

Demuestre que si F¥ posee una base de Schauder, E es beparable.

Demostracion. Sea x € E, como E tiene una base de Schauder, digamos, {x, },en, existe una tnica sucesién
{an tnen de ntimeros reales tal que

Es decir, para todo € > 0 existe N € N tal que

n
xr — E (697X 3

k=1

€
< 5 para todo n > N.

Ademds, como {z,}nen es una base de Schauder, la unicidad de las familias {a;, }neny para cada z € FE
establece que el conjunto {z,},eny DEBE ser linealmente independiente, lo cual implicarfa inmediatamente
que x, # 0 para todo n € N. Entonces, la densidad de Q en R, establece la existencia de ¢, € Q tal que
lan, — gn] < mz% De este modo

n n n
T — quk < |- Zakl‘k Z qkTk
k=1 k=1 k=1
9 - 9 -
< S Mon —a0denll = S+ Dl — gl Il
k=1

k=1

o

n
< —

—e
=2

De este modo, si escojemos la familia

= {quack: qr € Q para todo k € {1,...,n}},

k=1
se tiene que D es denso en F por lo realizado en la estimacién de arriba y es numerable, lo cual implica que F
es separable. 0

EJERCICIO &
Sea (E,||-||]) un R—e.v.n y F' C E. Demuestre que F' es separable si y sélo si (F') es separable.

Demostracion. Supongamos que F es separable, es decir, existe D numerable y denso en F. Al escoger el
conjunto

m
S:= {Z gizitm €N Ag}2, CQ v {zi}Z, C D},
=1
tenemos que S es numerable. Faltarfa demostrar que S es denso en (F'), para ello, consideremos v € (F).
Entonces, existe n € N, {a;}k_ | C Ry {v;}¥_, C F tales que
v =U1 + QU2 + -+ + QpU.
Como D es denso en F' y Q es denso en R, existen sucesiones {2,,(7) }nen € Dy {¢n (i) }nen € Q tales que

lim z,({)=v; y lim ¢,(i) =a; paratodoic{l,...,n},

n—-+oo n—-+o0o

de modo que, la sucesién {wy, }nen definida por

= Z gn(?)x, (i) paratodon € N



verifica w,, € S para todo n € N y ademas,

lim w, = lim E Gn (1) p, (@ E lim g, (3)x,( E Qv; =0,
n—-+4oo n——+4oo n—>+<x>

es decir, w, — v y tenemos que S es denso en (F) lo cual muestra la separablhdad de (F).
Por otro lado, si suponemos que (F') es separable, podemos hallar un denso numerable D = {z,, },en en (F).
Entonces para todo m € N y para cada z € (F) existe n € N tal que ||z — z,,|| < = (recordando que z,, € D).

Es decir, (F) C |J B (@, ). Luego, F C |J B(zn, =).
neN neN

Entonces, sea
1
Np:= | {neN: FﬂB(xn,> ;é@}
m

meN
y escojamos y, € F N B(xy,, %) para todo n € Np. Consideremos el conjunto

S={y,:ne€Ng}.

Por construccién, S es un subconjunto numerable de F. Ademds, S es denso en F, pues, sixz € F'y e > 0
entonces, existe mg € Ny n € N con

2 1
—<e y z€FC(F)C UB(xn,>
mo mo

neN
y por consiguiente, existe ng € N con z € B(zy,, m0) lo cual implica que ng € N y por ende, al considerar
Yno € S, se verifica

1 1
1z = yno || < llz = 2ol + [lzo — woll < — + — <,
mo mo

lo cual demuestra la existencia de y € S con ||z — y|| < e. Como & > 0 fue arbitrario, tenemos demostrada la
densidad de S en F'y por consiguiente, tenemos demostrada la separabilidad de F. O

Observacion: La propiedad de separabilidad que demostramos en el Ejercicio 8 también se puede extender
a espacios métricos, en efecto, si d es una métrica sobre F, sélo nos basta con cambiar la notacién ||u — v|| por
d(u,v) para todo u,v € E y la demostracién es idéntica.

EJERCICIO 9
Si E* es separable, entonces, demuestre que E lo es también.

Demostracién. Supongamos que D := {f,, }nen es el denso numerable de E*, es decir, D = E*.
Recordemos que para cada n € N, se tiene que

fnlles = sup {[fu(E)]: [I€]] =1},

lo cual implica que para cada ¢ > 0 existe £ € F con |[{|lg = 1y ||fuller < |fn(§)] + . En particular,

erHE*

considerando & = Walle* s tiene que existe &, € E con lénllE=1y

fnllge < |fun(&n)] + LL1ES ||fn||E

luego, existe &, € FE con ||§,]| =1y

nlle 156

de este modo, la familia = = {&, }nen €s un subespac10 métrico separable (pues, como subespacio métrico, él es
su propia clausura y es numerable), de este modo, el ejercicio previo establece que D := ({&, }nen) es separable
y por propiedades de los espacios métricos, se tiene que F := D también lo es.

Como ya sabemos que F' es separable, sélo tendremos que probar que F' = E y lo haremos por aplicar el
ejercicio 6. Es decir, demostraremos que la tnica funcion f € E* que se anula en F es la nula.

Sea f € E* tal que f(u) = 0 para todo u € F.

Consideremos una sucesion { fr, }nen € D convergente a f (la cual existe por ser D denso en E*). Por un
lado, se tiene que

Welle <17, (60,01 = 1£(€0) — o€ = 107 — o )(€0)] < sp{ICF — Fo )@V | = 1} = 1F — fu I
por ende7 | fe. llex <||f = fe,l|g+, lo cual implica que

0<||fllex =IIf = fe. + fells <N = felles + 1 felles <3If — fe.llErs



y por el Teorema de Sandwich, tenemos que
0 S ||f||E* = lim 3||f fén
n—-4o0o

lo cual se concluye en que f = 0. De este modo, como el tnico funcional que se anula en F' es el funcional cero,
se concluye (por el ejercicio 6) que F' es denso en E,| es decir,

g =0

E=F=D=D=F.
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