AYUDANTIA 2 - ANALISIS II POSTGRADO

DAVID IGNACIO URRUTIA VERGARA

Notacion: La nomenclatura e.v.n hard alusién a un R—espacio vectorial normado.

En las distintas ediciones del libro de Brezis, se usan distintas notaciones para referirse al dual topolégico
de E, en efecto, mientras que la edicién de Springer usa la notacién E*, la edicién francesa usa la notacién E’
para referirse a dicho dual. Para despejar dudas, ambas notaciones seran igual de validas.

PRrROBLEMA 1

Sea R[x] el R-espacio vectorial de los polinomios en la variable z con coeficientes reales dotado de la norma

[lp|| = sup |p(z)|. Demuestre que la transformacién lineal T: (R[z],|| - ||) = (R, ]| |) definida por T'(p) = p(2)
z€[0,1]
no es continua en 0 € R[z] (el polinomio idénticamente nulo).

Demostracion. Supongamos que si es continua en 0, entonces, para € = %, existe > 0 tal que

1
loll <6 = b < 5

Por otro lado, como
I
pam oo = 0,

existe Ny € N tal que 2%0 < 0, dicho esto, consideremos p(z) = (

creciente (pues, p'(z) > 0 para todo z € [0,1]), de modo que

Ny
xT
5) . Entonces, tenemos que = — p(z) es

1

ol = ma [p(x)| = p(1)] = 5 <.

Ademids, notemos lo siguiente,
2\ 1
1) - 1Ol =21 =(5) =125,

lo cual implica una contradiccién. Esto prueba que f no es un funcional lineal continuo en 0. (I

PROBLEMA 2

Para K =R o C, consideremos
E=/(°(K):={u:N—-K: existe M >0 con |u,| < M para todo n € N}.
Demuestre que la funcién f : £°(R) — R definida por
f(u) = limsup uy, := inf {sup uk}
n—-+oo neN { g>n
define un funcional sublineal de £*°(R).

Observacién: El espacio ¢>°(K) es un espacio de Banach con la norma

[lulloo = sup uy.
keN

Demostracion. Demostremos primeramente que estd bien definido. Si u € £>°(R), se tiene que para todo n € N
se verifica
ugp < |ug| < ||ul|lo para todo k > n,

entonces,

sup up < ||ul|o

k>n
de este modo,

f(u) = limsupu, = inf (sup uk> < sup ug = ||t]]oo < +00.
n—s-4oo neN \ g>n k>n

Entonces, f esta bien definido.



Por un lado, si A > 0y « € £>°(R), se verifica la igualdad
f(Az) = limsup Az,, = inf (sup )\xk> = inf A (sup xk> = Ainf (sup xk) = AMimsup z,, = Af(z).
n—+o00 neN k>n neN k>n neN k>n n—+o00
Ademads, si z,y € £°(R), tenemos que

T <Supxp € Yr < sup y,
k>n k>n

lo cual implica que xj + yr < sup xr + sup yx para todo k > n. Luego,
k>n k>n

sup(zy, + yx) < sup xy, + sup yi,
k>n k>n k>n

luego, para cada n € N se verifica
inf (sup(xk + yk)) < sup xj, + Sup y,
neN k>n k>n k>n

y dada la propiedad inf(A + B) = inf A + inf B, se verifica

flx+y) = limsup(z, + y,) = inf (sup(mk + yk))
n—-+oo neN \k>n
< inf {sup T + sup yk} = inf {sup xk} + inf {supyk}
neN k>n k>n neN (>n neN k>n
= limsupz, + limsupy, = f(z) + f(y).
n—-+oo n—-+oo
Lo cual demuestra que f es un funcional sublineal de £>°(R). O

PROBLEMA 3

Considere el R-espacio vectorial

E:{:C:N—)R: lim xHO}

n—-+o0o

con la norma || - || : E — [0, +00] definida por
||z[| = sup{|za|}.
neN

Defina f : E — R como

Un

u = {upneny — f(u) = on
neN

Compruebe que f es un funcional lineal continua (i.e f € E*) y calcule ||f||g+. (Existe u € E con ||ul| =1y

fluw) =1fle-?.

Demostracion. Demostremos primeramente que f estd bien definida. Es decir, que para cada u € E se tiene
que |f(u)] < +oc. En efecto,

+oo

(1) ()] = < Z |5

Segundo, si u,v € F y A € R, notemos que

+oo
Flut o) = ZM_Z( )_Z +AZ — f(w) + M ().

n=1

+oo| +o0 |
ZT ZT—||U||<+OO
et et

Lo cual demuestra que f es un funcional lineal de E. Por dltimo, una lectura cuidadosa de nos hace notar
que |f(uw)] < ||u|| para todo u € E. Entonces, al considerar L = 1, se tiene que |f(u)| < L||u|| para todo u € E
lo cual equivale a que f € E*.

Por otro lado, tenemos que |f(u)| < 1 para todo u € E con ||u|| = 1 lo cual implica que ||f||gx < 1. Mds
atn, al considerar u, = {uy(k)}nenn definida por

1 n=k
u"(k)_{ 0 n#k,



tenemos que uy es el vector donde es cero en todos lados salvo en la entrada k—ésima, en la cual, tiene como

entrada 1, entonces, para cada k € N se tiene que ||ug|| = 1,
li =
w3 UnlF) =0
y ademas,

“+oo
fu) = 5 u;gf) L

n=1

Entonces, para cada k € N

= [f (ui)| < sup{|f(u)]: w e Ey [[u]| = 1} = [|f]| e~

ok
entonces,
1
1= sup o = | ()] < sup{lf ()]s w € By flull = 1} = 17
€
y por ende, ||f|[p- = 1.
Con respecto a la pregunta planteada, supongamos que existe u € E con ||ul| =1y f(u) = ||f||g+, es decir,
u
J) =3 5% = Ifllr =1 = supua| = |[ull,
neN

neN
lo cual implica que
—-1<u, <1,
lo cual implica que |1 — u,| = 0 y por ende,

|1 —un| I—u, Up
Z on _Z on _1_227_0'

neN neN neN

Por otro lado, podemos asumir del curso de Anélisis 1 de posgrado que si uc : P(N) — [0, +00] es la medida
del conteo, entonces, (N, P(N), ) es un espacio de medida con

[ ) = 3 o

neN
para cualquier funcién v : N — R. De este modo, tenemos que
|1 — wy|

o = 0 para cualquier n € N.

1-— 1-—
Z%:o == %:0 e —ctpen N —
neN

Esto tdltimo implica directamente que 1 — u,, = 0 para todo n € N y por ende, u, = 1 para todo n € N. Sin
embargo, dado que u = {uy, bnen € co, se verifica que

0= lim w,= lim 1=1
n—+00 n—-+00
lo cual es una contradiccién. Luego, no existe u € ¢ con |[ul| =1y f(u) =1 = ||ul|. O

PROBLEMA 4

Demuestre que cualquier espacio vectorial no trivial E posee una base algebrdica (o més conocida como una
Base de Hamel).

Demostracion. La idea de este ejercicio es usar el Lema de Zorn. Entonces, un primer paso serd establecer una
familia de conjuntos £ # @ dotada con una relacién de orden parcial tal que cualquier cadena C' C £ tenga una
cota superior.

Consideremos el conjunto

€ :={A C E: A es linealmente independiente}.

Como F es un espacio vectorial no trivial, se tiene la existencia de z € E \ {0}, lo cual implica que {z} es un
conjunto linealmente independiente. Por ende, se verifica que {z} € € lo cual concluye que € # @.

Por otro lado, la familia £ es parcialmente ordenado con la relacién de contenciéon C.

Sea (I, <) un conjunto totalmente ordenado arbitrario de indices y consideremos una cadena C := {A;}ier
de €. Podemos definir el conjunto



Por un lado, sabemos que para todo F' € C se verifica

FcljJo=a,
cec

lo cual implica que A es una cota superior de C. Falta probar que A € £, sin embargo, si suponemos que esto no
es cierto, se verifica la existencia de ciertos vectores vy, vs,...,0; € A que no son linealmente independientes,
sin embargo, recordemos que para cada j € {1,2,...,k} existe i; € I con v; € A;;.

Entonces, como C := {A;}ies es una cadena, se verifica la existencia de jg € I con

{Ul,...,Uk}gAjlUAj2U"'UAjkZA]'O.

Entonces, dado que {v1, ..., v;} no puede ser linealmente independiente, A;, tampoco, lo cual es una contradiccin.
Entonces, A es un conjunto linealmente independiente y es una cota superior de C.

Luego, el Lema de Zorn establece la existencia de B € £ con B C B para todo B € £. Demostraremos que
tal B es una base de E por contradiccién. Es decir, B no genera todo F, lo cual implica que existe vg € E \ (B).

Entonces, tenemos que el conjunto 7 := {vp} U B es un conjunto linealmente independiente, y por ende,
B C Ty T €& locual implicaria que B no es una cota maximal de &, pero esto contradice lo establecido al
principio del parrafo anterior.

Luego, B debe generar todo E lo cual implica que (B) = F siendo B un conjunto Linealmente independiente,
por lo tanto, B es una base de E y se concluye lo pedido. O

PROBLEMA 5

Sea (E, |- ||) un espacio normado. Demuestre que existe una base B = {e; };er con ||e;|| = 1 para todo i € I.
Ademss, si E es de dimensién infinita, construya un funcional lineal f : E — R que no sea continuo.

Demostracion. Sabemos del ejercicio anterior que existe una base {v; }ic; de E. Entonces, tenemos que v; # 0
para tod ¢ € I y esto nos sirve para definir

€ : para todo ¢ € I,

-t
[Jvil|

el cual satisface ||e;|| = 1 para todo ¢ € I. Por otro lado, todo x € E verifica la existencia y unicidad de
{Meteer CR y {vi}ren C B donde H C I es finito tales que

xr = Z )\@U( = ngeg

leH leH

donde 1y = ||vg||A¢. Luego, como los Ay son tnicos, los r, también lo son, por ende, {e;} es un conjunto
linealmente independiente que genera todo E, entonces, demostramos que existe una base B = {e;};c; con
|lei|] = 1 para cada i € I.

Como FE es de dimensién infinita, sea B = {v; };er una base de E con I un conjunto de indices infinito, luego,
existe J C I numerable e infinito, es decir, existe una biyeccién ¢ : J — N. Consideremos la funcién h: B — R
definida por

0 iel\J
y su extension f : E — R con
F@) =" Aeh(er)
teH

siendo x = Y Aey cualquier vector de E y H C I un conjunto finito arbitrario. Tenemos que f es un funcional
{eH
lineal por construccion.

Sin embargo, f no es continua, en efecto, si suponemos lo contrario, existe L > 0 tal que
|f(x)] < L||z|| paratodo x € E.

En particular, escojamos n € N tal que n > L, el cual existe gracias a la propiedad arquimediana y
consideremos i := ¢~ !(n) € I, entonces,

n=¢(¢~"(n)) = 6(i) = |f(e:)| < Lllesl| = L,

es decir, n < L < n lo cual es una contradiccién. Luego, f no es continua y se concluye la demostracién. O



PROBLEMA 6

Considere n € N y un espacio vectorial F de dimensién n, suponga que B := {ej,...,e,} es una base de F
y asuma que || - ||2 es una norma en F, el cual se define como

n
|z, = Zx?
i=1
siendo x = x1e; +xaea+ - -+ xpe, v cada tuplo (z1,...,2,) € R™. Sea f: E — R un funcional lineal continuo.

Calcule explicitamente || f||g+ en términos de f; := f(e;).

Observaciéon: Este ejercicio nos da la facilidad de construir una gran familia de normas sobre un espacio
vectorial finito-dimensional E emulando lo hecho en R™, las que ademas seran equivalentes entre si por lo hecho
en la ayudantia anterior. Se invita al lector a realizar el mismo ejercicio con normas distintas a la definida en
este problema.

Solucion. Demostraremos que

flle- =

Z |fil?.

=1

En efecto, f = 0, entonces, f(e;) = 0 para todo i € N y ademas,

> Ifil?
i=1

Por otro lado, si f #0y « € E con ||z||2 = 1, la desigualdad de Young junto con f; = f(e;) establecen que
x)| = ‘f (Z xiei>
i=1

Iflle- = sup [f(2)] <

[|=|[=1

Iflle- =0=

n

n n n
<D lallfil < (| DOV D lwil? = (| D1l
i=1 i=1 i=1

y por ende,

n
DIl
i=1
Por otro lado, dado que f # 0, existe 2 # 0 con f(z) # 0, siendo = rie; + -+ rpe, con {r;}7; CR.
Entonces, f;, # 0 para cierto iy, pues, si suponemos lo contrario, es decir, fi = 0 para todo i, se tlene que
f@)=f(ries +reea+ - +rnen) =rifi+rafot - +rafn =0

lo cual contradice que f(x) # 0. De este modo, tenemos que Z?zl f? # 0y por ende, podemos escojer el vector

fl 1 fn
RV, SN E N> 1f2 o>y A Nooaurh

el cual verifica

(st et )

Ademis, se tiene que

1 f f.
= + + b ————e,
) (\/21 1 f2 “ \/2?21 fl.2 = \/me )
f1 £ I
= T ~=n = + — . L S .
Z?:1 f12 fleu) Z?:1 fiQf(eZ) \/mf(e )
i 3 I

Ny N, vyt RN, s v

LR
VI T




Es decir,

S I > Y
N ;fz f(x) If(x)l_lliﬂlillf(x)\ IIfIIE_m

lo cual demuestra lo que se queria. O

PROBLEMA 7

Sea E un R—e.v.n e I un conjunto de ndices. Fije un subconjunto {z;};c; de E y un subconjunto {«;}icr
de R. Demuestre que son equivalentes:
(A) Existe algin f € E* tal que f(z;) = «; para todo i € I.
(B) Existe una constante M > 0 tal que cualquier subconjunto finito J C I y toda coleccién finita de
nimeros reales {f3;};c verifican

Y Biag| <MY Bz

jed jed
Demostracion. Demostremos primero (A) = (B).
Supongamos que f € E* es tal que f(e;) = o; para todo i € I.
Por un lado, existe M > 0 tal que |f(x)| < M||z|| para todo z € E. En particular, si J C I es un subconjunto
finito de indices y {B;};es C R, se verifica que ZjEJ Bjx; € E y por tanto,

S Biag| = 1> Bif)| = || DB || < M| B

j€d jed jed jed
lo cual prueba (B).
Para demostrar (B) = (A), consideremos G := ({z;};cs). Recordemos que cualquier vector x € G se puede

escribir como
Tr = Z ,Bjxj
jeJ
siendo J un subconjunto finito de I mientras que 8; € R para cualquier j € J.
De este modo, la funcién g : G — R definida por

g | D Biws | =Y By

jeJ jeJ
de modo que si x € G, tenemos que x = ZjeJ/Bjxj con {f;}ijes € Ry J un subconjunto de I, luego, por
hipétesis tenemos que satisface que

l9(x)| = |>_ Bjay| < M||>_ Bia;|| = Mljal],
j€d =

lo cual implica que g € G*.

De este modo, podemos considerar el funcional sublineal p : E — R definido por p(z) = ||g]|c+||z]], el cual
verifica inmediatamente que |g(z)| < ||g]|¢+||z|| para todo z € G.

De este modo, el Teorema de Hahn-Banach analitico establece que existe f : E — R con f(u) = g(u) para
todo u € Gy |f(x)| < p(z) = ||gl|g+||x|| para todo x € E. Mds atn, se tiene f(z;) = «; para todoi € Iy
f € E* y demostramos (A). Con esto se concluye la demostracién. |
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