AYUDANTIA 1 - ANALISIS 2 POSTGRADO

DAVID URRUTIA VERGARA - GONZALO ROBLEDO VELOSO

En este contexto, (F, || ||g) v (F,||-||r) son dos R—espacios vectoriales normados (o R—e.v.n para abreviar).

PROBLEMA 1

Demuestre que si F¥ es un R—espacio vectorial de dimensién finita. Entonces, dadas dos normas cualesquiera
[l -1l v |-/, entonces, existen constantes positivas Cy y Cs tales que
Chllz|| < ||z||" < Cq||z|| para todo z € E.

Demostracion. Recordemos que en clase se vio que dada una norma ||-|| y una familia {z1,...,z,} de vectores
linealmente independientes de E, entonces, existe ¢ > 0 tal que

n n
CZ la;| < Zaizi
i=1 i=1

)

para toda familia finita de reales {a;}7;.

Entonces, supongamos que dimE = k < +0o0 y {ey,...,ex} es una base de F, entonces, existe Ko > 0 tal
que
k n
KQZ |Ai| < ZAiei )
i=1 i=1
para cualquier (A1,...,\,) € R™. Ahora, dado que E = (ey,...,ex), tenemos que todo z € E verifica la
existencia A1, Aa,..., A\x € R con

T = A1e; + Asea + -+ + Agey,

ademas,
= [l=l].

X
K2Z\)\i| < Zn:/\iei
im1 im1

De este modo, si escogemos K := max{||e;||'}7_; y C2 = [%, se verifica que

k k k n
K
2l = 1D M| < Do alllesll” < Y2 KIN| < 2= |13 Aies|| = Calla-
j=1 j=1 j=1 2 |i=1

Luego, haciendo el mismo razonamiento al intercambiar || -|| con || - ||" se obtiene la existencia de L; > 0 tal

que
|lz]| < Lallll’,
y por ende, al considerar C = L%, se verifica
Cillz|l < [zl < Callxll,

para todo x € E lo cual demuestra lo que se pedia. (I

PROBLEMA 2

Demuestre que si T € L(E, F') entonces
|TZ||r < ||T||||Z||z para todo T € F.

Demostracion. Recordemos que
[|IT|| = inf{M > 0: ||T(z)||r < M||z||g para todo x € E},
entonces, si © = 0, entonces, la desigualdad ||T(z)||r < ||T]|||z||g es, de hecho, una igualdad por T'(z) = 0.
Por otro lado, si M > 0 tal que ||T(z)||r < M||z||g para todo 2 € E, entonces, en particular, se tiene que para
x # 0 se verifica
T ()|lr

|z[|
1

<M



entonces, por la arbitrariedad de M > 0, se tiene que para todo M > 0 con||T(v)||r < M||v||g para todo v € E,

T (@)l

<M,
|z]| e

y por tanto

< inf{M > 0: ||T(z)||r < M||z||r para todo z € E} = ||T]],

lo cual implica
T (2)llr < 1T [|2l|2,

para todo x # 0, entonces,
T (z)||lr <|IT||||z]|lg para todo x € E,

y con ésto se concluye la demostracién. O

PROBLEMA 3

Sean (E,|| - |lg) y (F,]| - ||r) dos espacios vectoriales normados y T: E — F una transformacién lineal.
Demuestre que las siguientes propiedades son equivalentes:

(i) T es un homeomorfismo,
(ii) T es epiyectiva y existen dos constantes positivias « y 3 tales que para todo & € E se verifican las
desigualdades:

allZlle < IT(@)|r < BlI7|6-

Demostracion. (i) = (ii) Como T es un homeomorfismo y T es lineal, tenemos que que T € L(E, F'), es decir,
existe 8 > 0 tal que

T (@)[|r < Bllzl|z  todo x € E.

por otro lado, como T es un homeomorfismo, tenemos que T~ ! es continua, ademas, la linealidad de T implica
la linealidad de 71, lo cual implica ademés que T~ € L(F, E), es decir, existe L > 0 tal que

T (y)||g < L||y|l|r para cualquier y € F.
En particular, si x € E e y = T(z), se verifica
llz||g = ||T"Y(T(x))||g < L||T(x)||r para cualquier z € E.
lo cual implica que
%HxHE <||T(z)||r para cualquier x € E.
de modo que al escoger o = % > 0, se tiene que
allz||lg < ||T(z)||lr < Bllz||g  para todo z € E.

Ademds, como T' es un homeomorfismo, se tiene que T" es epiyectiva lo cual demuestra (ii).

(ii) = (i). Sea T una transformacién lineal sobreyectiva que verifica al|z||g < ||T(z)||r < B||z||g para
todo x € E y ciertos «, 8 > 0. Entonces, inmediatamente tenemos que T' € L(FE, F'). Por otro lado, si € ker T,
entonces,

1
0<llzlle < S T(2)llF =0,

lo cual implica que £ = 0 y por ende, T es inyectiva. Como T es sobreyectiva e inyectiva, tenemos que 7" es una
biyeccién. Més atin, se puede demostrar que su inversa 7! también es lineal. Por ltimo, si y € F, al escoger
x=TYy)y L= é, tenemos lo siguiente

_ 1
177 W)l = llzl] < ~(IT(@)llr = Lilyllr,

lo cual demuestra que T~ € L(F, E). De este modo, podemos concluir que Ty T~! son continuas y por ende,
T es un homeomorfismo de E a F' lo cual prueba (i). Con ésto damos por finalizada la demostracién g



PROBLEMA 4

Recordemos que dado un conjunto X y dos distancias d, do, estas son equivalentes si la funcién identidad
id: (X,d1) = (X, dz2) es un homeomorfismo de espacios métricos. Use el ejercicio anterior para probar que si
[l -1 v |l-]/ son dos normas en el R—espacio vectorial E, entonces, estas son equivalentes (como metricas) si y
sélo si existen C,Cs > 0 tales que

Cillz||" < ||z|] < Cal|z|| para todo x € E.
Demostracion. Recordemos que id : E — E es un automorfismo de espacios vectoriales (es decir, id es una
transformacién lineal biyectiva de E en s{ mismo). Entonces, las normas || - || y || - || son equivalentes si y s6lo
siid: (E,||-]]) = (E,||-]]') es un homeomorfismo. La linealidad de id implica que id : (E,||-|]) = (E,|| - |")
es un homeomorfismo si se verifica la existencia de C7,Cy > 0 tales que

Cillz|| < ||z|] < Cqllz]|" para todo x € E.

En resumen, las normas || - || y || - || son equivalentes si y sélo si
Cillz||" < ||z|] < Cal|z||" para todo x € E.

lo cual demuestra lo que se queria. O

PROBLEMA 5
Sea (E,|| - ||g) un R—e.v.n. Dado zy € E, la bola abierta con centro en zy y radio r > 0 se denota por
B(zg, ). mientras que la bola cerrada con centro en zg y radio r > 0 se denota por B[z, r].
a) Demuestre que B(zo,r) = B[zg,7], donde S denota la clausura de un conjunto S C E.
b) Demuestre que IntB[zg, 7] = B(xo,7), donde IntS denota el interior de un conjunto S C E.

Demostracion de a). Demostraremos esto por doble contencidn.
Primero, recordemos que B[zg, ] es un subconjunto cerrado de E con B(zg,r) C Blxg,r]. Entonces, como
la clausura de B(z,r) es el cerrado més pequetio que contiene a B(zg,r), se tiene que

B(xg,7) C Blxg, ]

Por otro lado, si tenemos que x € B(xg, 1), entonces, existe una sucesion {z, }nen de elementos en B(Zp,r) tal
que x, — x. Demostraremos que ||z — xg|| < r. En efecto, como sabemos, para todo € > 0 existe N € N tal
que ||z — z,|| < € para todo n > N, de este modo, si n > N, se tiene que
|z — 20|l < [lz — znl[ + |lzn — @0l <e+r

entonces,

||z — zo]| <7 +e paratodoe >0
De este modo, recordemos la propiedad a < b+ ¢ para todo € > 0 implica a < b, la cual nos ayuda a deducir
que

|lz = mol| <7

lo que es equivalente a & € B[z, r] con lo cual se concluye que B(xg, ) = Bz, 7] lo que termina la demostracién.
[l

Demostracion de b). Al igual que antes, demostraremos esta igualdad de conjuntos por doble contencién.
Primeramente, recordemos que B(xg,r) es un conjunto abierto de E que estd contenido en B[zg,r] por ende,
B(zg,r) C IntB[zo, ],

pues, IntBlxg,r| es el abierto mas grande que estd contenido en Blzg, r].
Por otro lado, si « € Int B[z, r|, entonces, existe ¢t > 0 tal que B(xz,t) C B[z, r]. Sin embargo, notemos que

[|z — x0|] < r por definicién, entonces, tenemos dos posibilidades: ||z — zg|| < r o ||z — z¢|| = . Si suponemos
que el segundo caso es cierto, podemos considerar u = x — xq el cual verifica

U
r=xog+Tr—7.

[full

De este modo, consideremos el vector

el cual satisface



es decir, y € B(z,t) C Blzg,r]. Sin embargo, notemos que

t
w0 —yll =5 +r>7

2
lo cual es una clara contradiccién con y € Blxg,r]. Luego, la inica opcién posible es que ||z —x¢|| < r y por ende,
x € B(xg,r). Por lo tanto, tenemos que IntBlxg, 7] C B(xg,r) lo cual implica que IntBlxg,r] = B(zo,r). O

PROBLEMA 6

Dado un espacio vectorial normado (E,|| - ||g). Demuestre que todo subespacio vectorial propio de E (es
decir, que no es todo E) tiene interior vacio.

Demostracion. Sea V un subespacio de E con V # E y supongamos que tiene interior no vacio, es decir, existe
x €V yr>0tal que B(z,r) C V. La hip6tesis establece que V # E, es decir, existe u € E con u ¢ V, lo cual
implica que u # 0 (si u fuese el vector nulo, v € V inmediatamente, lo cual no es cierto). Entonces, podemos
considerar el vector y = x + %H—ZH, el cual verifica
ly—all =5 <
—zll==<r

Y 2 )
y por ende, y € B(z,r). Sin embargo, y ¢ V, en efecto, si suponemos que y € V', entonces, la suposicién de que
z € V combinado con que V' es un subespacio vectorial de E implican que

2||u
:—HTH(y—x)EV,

lo cual contradice que u € V. De este modo, hemos probado que y € B(z,r) C V y ademds, y ¢ V, lo cual
implica que y € V e y ¢ V, lo cual nos conlleva a otra contradiccién. Esto demuestra que no existe tal 2 € IntV’
lo cual equivale a que IntV = @. O

PROBLEMA 7

Recordemos que en L(FE, F') se define la norma
||T]| :=inf {M > 0: ||T(z)||r < M||z||g para todo = € E'}.

Demuestre que ||T'|| define una norma sobre L(E, F').

Demostracion. Debemos demostrar que || - || satisface las siguientes propiedades:

(i) ||T|] = 0 para todo T € L(E, F).

(i) ||T|] =0siy sélosi T =0.
(iii) [|AT|| = |M|||T] para todo T € L(E, F) y todo A € R.
(iv) |+ S|| < ||T|| + ||S]| para todo T, S € L(E, F).

Para demostrar (i), tenemos que si M > 0 es tal que ||T'(v)||r < M||v||g para todo v € E, en particular,
satisface que M > 0, entonces, como el infimo es una cota inferior maximal, se tiene que

0 <inf{M > 0: ||T(x)||r < M||z||g para todo z € E}

supongamos que T = 0, es decir, T(v) = Op para todo v € E, entonces, nétese que para todo n € N tenemos
que % € R satisface ||T(v)||r < 1||v||g para todo v € E, entonces,

- n
1
[|IT|| < — paratodoneN
n

y como el infimo es la cota inferior minimal, se tiene que
1
0<||T|| < inf = =0.
neN N
lo cual implica que ||T|| = 0.
Por otro lado, si T € L(E, F) es tal que ||T|| = 0, entonces,
0=||T|| =inf{M > 0: ||T(z)|| < M]||z|| para todo = € E}.

Entonces, dado que T es lineal, tenemos que T'(0g) = Op. Sin embargo, si  # 0g, se tiene que para todo
M >0 con ||[T(v)||g < M||v||g para todo v € E, en particular,

1T ()~

< M,
|||l



entonces,

Sup{||||(|)|F.x7£0} <M

para todo M > 0 con ||T(v)||r < M||v||g. Entonces,

sup{|| (@ )HF #0} <inf{M > 0: ||T(x)|| < M||z|| para todo z € E} =||T|| =0,

Tellz
(T
p{ Tl ¢°}

|T@)llr {I @)llr . }
< sup r#0

=]l |z[|
de modo que ||T(x)||r = 0 para todo « € E con x # O y por lo tanto, T(z) = 0 para todo = € E. Entonces,
T = 0. De este modo, demostramos (ii).
Para demostrar (iii), consideremos A € Ry M > 0 es tal que ||T'(v)||r < M||v||g para todov € E. Si A =0,
entonces, AT'(v) = 0 para todo v € E y ademds, de (ii) se tiene que para todo M > 0, se verifica

[|IAT (v)||[g =0 < M|lv||g paratodov € FE

es decir,

y por ende,

entonces,
[|AT|| = inf{M > 0: ||\T'(v)||r < M]||v||g para todo v € E} <0

y por ende, ||AT|| = 0 = A||T|| para A = 0.
En cambio, si A # 0y M > 0 es tal que ||T(v)||r < M||v||g para todo v € E, se tiene que

IXT@)lle = AT @)lr < A M]v]|z-
lo cual implica que |A\|M € {K > 0: |[|]\T'(v)||r < M||v||g para todo v € E} y por tanto,
[IAT|| < [A|M
para todo M > 0 con ||[T(v)||r < M||v||g, de modo que
[|AT|] < |A|inf{K > 0: ||T(v)||r < M||v||g para todo v € E} = |A|||T|.
Por otro lado, si M € {K > 0: ||\T'(v)||r < M]||v||g para todo v € E}, entonces,
AT @)Ile = [IAT (0)][F < Ml[vl|e

de modo que |[|T(v)||r < %HUHE y por lo tanto, I% e {K > 0: ||T(v)||lr < M||v||g para todo v € E}, luego,
M
Rk
lo cual implica que |A|||T|| < M para todo M > 0 con ||AT(v)||g < M||v||g de modo que

(AT < inf{K > 0: ||]\T(v)||r < M||v||g para todo v € E} = [|AT]]

1T <

y por ende, ||AT|| = |A|||T|| y se prueba (iii).
Para probar (iv), supongamos que T, S € L(E, F'), entonces, si M, K > 0 son tales que ||T(v)||r < M||v||E
y [IS()||r < K||v||g para todo v € E, se verifica la cota

(T + S) () < [IT@)llr + [IS@)llr < MlJv]|e + Kllv][r = (M + K)|[v]|
y por ende, M + K € {R > 0: ||(T + S)(v)||r < R||v||g para todo v € E}. Lo cual implica que
IT+S||<M+K
para todo M, K > 0 tales que ||T(v)||r < M||v||g ¥ ||SW)||Fr < K||v||E. Luego, si definimos los conjuntos
A={M >0: ||T(z)||r < M||z||g paratodo x € E} y B={K >0:]|S(z)||r < M||z||g para todo z € E},
se tiene que

T+ S| < inf{M+ K: ||T(z)||lr < Ml[z]|z y [|S(@)||r < Kl|z]|z para todo = € E}

= inf(A+ B)=inf A+inf B = ||T|| +||S]],

lo cual concluye que || - || es una norma en L(E, F'). O



PROBLEMA 8

Sea || - || como en el ejercicio anterior. Demuestre las siguientes identidades:

||T||:sup{”“(|)”F eE\{oE}}:sup{nT(x)HF:ercon||x||E=1}

Demostracion. Partamos demostrando la identidad del medio. Recordemos que en clase se probé la identidad

Tl = sup{[|T(2)[|r: ||2]|le < 1},

_ llelle
lTellz

de modo que si x # 0, entonces, ||—5— Hw e =1 y por tanto, ﬁ € BJ[0, 1], luego,

e

x
HT (|I||E> H < sup{[|T(@)[|r: [|z||lp <1} =|[|T|| para todo z € E'\ {05},
y por ende,

(@l
p{ et eE\{oE}}s|T|.

Por otro lado, si € BJ0, 1], entonces, tenemos dos posibilidades: z = Og y # # Og. La primera igualdad
establece que
T (2 )HF

Por otro lado, si « # Og, se tiene que ||z||g < 1 implica que 1 <

0||0F||F||T(0E)||F§SUP{ €E\{0E}}

, de este modo
Nzlle Iw\ e

@l {7
e { 2lls

es decir, para todo z € BJ[0, 1] se tiene que

@) < sup{

7@l < eE\{oE}}

IT@)llr
Telle EE\{OE}}

entonces,

o)l

I71] = sup{ || (@) |- |x||Es1}gsup{|| IE

xe E\{0 E}}
lo cual prueba que

||T||sSup{”H(|)”F eE\{oE}}sm

lo cual implica que se verifica la igualdad

||T||=sup{””(|)'F eE\{oE}}

Para demostrar que
T = sup{[|T(@)||r: [|=]| = 1}
solo nos basta con probar que

@)l T ]
sp{ L eE\{oE}}— DI @) [lo]l = 13

En efecto, si ||z|| = 1, en particular, se tiene que x # 0 y por ende,

@l - (IT@)e
e = e < { e 2 e 2\ 0n1

y por tanto,
P el — 11 < s d LT@E
sup{||T(z)||r: [|z]|z = 1} < sup Tl

= = 1y por consiguiente

ve B\ oz }.

Por otro lado, si « # 0, se tiene que Hrl

e e ()

en particular, se tiene que

< sup{[|T(@)||p: [|z][z =1},
F

S“p{| |(||)”F - ww} < sup{[[T(@)l|r: Ilellz = 1},



por ende,

Tl =sup{”|T|§|”)E”F: . o} — sup{|[T(2) | |Jzl| = 1},

lo cual prueba lo que se pedia. O

PROBLEMA 9
Sean Ty € L(E,F) y Ty € L(F,G). Demuestre que To o T1 € L(E,G) y que ||[Ty o To|| < ||To|]]|T1]]-
Proof. Del ejercicio anterior, se tiene que
Tl = sup{[|Ta(@)[[7: |l2lle =1}y [[Th]] = sup{[[Ta(2)]|G : [|2]|F = 1},
entonces, del Problema 2, se tiene que si ||z||g = 1, entonces
| To(T1 ()]l < 1T Ta(@)|le < (|2l [Tl 2]le = T2l [|T1]]-
De modo que para todo « € E con ||z||g = 1 se verifica la estimacién

T2 (T (2))lle < [T ||T1]|
y por ende, ||T2|| ||T1]] es cota superior del conjunto
{(IT2(Th(z))llg: = € By |lz|lp = 1}
y por ende,
IT2 o T[] = sup{||To(T1 (2))llg: = € Ey [[z][e = 1} < [[To[|[[T1]|

que es lo que se queria probar. O

PRrROBLEMA 10
Sea (F,|| - ||g) un R-espacio de Banach y T € L(F, F) tal que ||T|| < 1.

a) Demuestre que Y. T" € L(F, F), donde T° = I (operador identidad) y
n=0
T'=ToTo...oT
—_—

n veces

b) Demuestre que I — T es invertible y que
oo
=y
n=0

Demostracion de a). En efecto, por ||T|| < 1 se tiene que

"™ =
Z ||T||

es decir, la serie ZJ“)C T™ es absolutamente convergente y teniendo que L(F, F') es un espacio de Banach, dicha
serie converge en L(F, F), esto implica que ::6 T € L(F,F). ]

Demostracion de b). Para cadan € N, si T : F' — F es una transformacion lineal, entonces, para cada v € F'

<(1 ~T)o (Z Tk>> (v) > THw) =Y T ()
k=0 k=0

k=0

= v=T""(v) = (I -T")(v)

Entonces, para cada n € N; se tiene que

(1) (I—T)ZH:T’“:I—T”“.
k=0



y ademas

((Z T’“) o(I— T)o> () = > THw)=> T ()
k=0

k=0 k=0

= v—T""(v) =T -1 ) (v)
Asi, para cada n € N

(2) (Zn:Tk> (I-T)=I-T""'=(I-T) (Zn:Tk>.
k=0 k=0

Asi, se tiene que,
(1= (T =T) (Cheo TO)|| = ([T = (Zho TF) (T = T)|| = [IT 4| < [T+
y con ésto se obtiene el siguiente limite:
+oo
I— (ZT’“) (I-T)
k=0

0< = lim

n——+oo

. k
- (S o

lim ||T]|"*" =0

n—-+oo

I-— <Xn:T’“> (I-T)
k=0

IN

donde lo dltimo se obtiene de ||T|| < 1. Entonces,
+oo

I-— (ZT’“) (I-T)
k=0

y obtenemos que [ = (I —T) z:o% Tk = ( XEB Tk) (I —T) lo cual implica que I — T es invertible cuya inversa

=0

+o0o
I—(1-1)> 1"
k=0

es Zzif) T* € L(F, F) y probamos lo que se querfa. O
PROBLEMA 14

Sea (E,|| - ||) un espacio vectorial normado y considere dos subconjuntos compactos no vacios K y L.
Demuestre que la unién de todas las rectas uniendo un vector de K con otro de L forman un conjunto compacto.

Demostracion. Es decir, tenemos que demostrar que el conjunto
R:={tz+(1—-t)y:x€ A,ye Bytel01]},
es un conjunto compacto de FE.
Sabemos que [0,1] C R es un conjunto compacto de R, luego, la compacidad de los conjuntos K y L implica
que
C:=[0,1] x A x B,
es un conjunto compacto de R x E?, donde este conjunto es un espacio vectorial dotado con la norma
N(t,z,y) = [t] +[l=[| + llyll-
Luego, podemos definir la funcién f : R x E? — E como
f(t7x7y) =tr+ (1 - t)yv
la cual corresponde a una funcién continua. Por tltimo, sabemos que
f(0,1]x AxB)=f(C)={te+(1—-t)y: t€[0,1},xr€ A eye B} =R,

y dado que C' es compacto y f es continua, se concluye que R es un conjunto compacto. (I
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