Producto punto, producto cruz y sus aplicaciones

Estos son ejercicios sacados de realizaciones anteriores del curso.

1. Producto interno

1. Siu,v,w € R*y a, B € R, jcudles de las siguientes son siempre verdaderas? Algunas
podrian no tener sentido. Justifique sus respuestas.
(u-v) - w=u- (v w)

alv-w) =v- (aw)

av=0=a=006v=0

u-v) = (au) - (aw)

e

2. Pruebe que ¥V m € N, se tiene que para todo 4;, B € R®, V «; € R,
<Z&iAin>: ZO@ <Ai,B>
i=1 i=1

3. Considere el espacio vectorial R, [z] de polinomios con coeficientes reales de grado < n
unién el polinomio cero. Defina

v p(a), q(z) € Rz, < pla), q(z) > = / p(a)q(z)dz.

Demuestre que este producto cumple todas las propiedades del producto interno usual
en R3, a saber, simetrfa, distributividad, homogeneidad y positividad. Calcule por
ejemplo < 22 + 52 — 8,22 + 3 > .



4. Considere el espacio Ry[x] con el producto V p(z),q(z) € Ro[z], < p(x),q(x) > =
1
| payate)ds
0

i) ¢Para qué valor de m, f(z) = ma® — 1 es ortogonal a g(z) = 27

ii) ; Son ortogonales los vectores p(x) =1 +zy f(x) =1+2%?

Ortogonal o Perpendicular

1. Verifique si las rectas Ly, Ly son ortogonales, en caso afirmativo vea si son también
perpendiculares.

a) Ly pasa por A = (0,1,0) y tiene vector director ¢ = (3,1,4) y Lo pasa por
B = (—1,1,0) y tiene vector director @ = (1,0, 1)

r= 243t 1 5 L4
xr — — z
b) Li=qy= —5-2 . Ly:— A

z= 1—t, teR

T 1
L2: Yy = 3—Tt
z

2. Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta Lo que pasa por A y es perpendicular
a la recta L para

r= -3+t
a) A=(2,6,1), L=<Cy= t
z= 3t, teR
b) A=(1,0,1)y Ly eslarecta por B=(0,0,—1)y C = (1,0,0).

3. Encuentre las ecuaciones simétricas de la recta perpendicular comun a las rectas Ly y
L5 que se cruzan.

r= 2+t n _9

L, = - ¢ Ly = Yy =
Y ’ z =0
2= —1+t, teR

4. Encuentre la ecuacién general del plano que pasa por P y es perpendicular a la recta
L en los siguientes casos.
r—2y+z= 0

) P=(1,1,-1), L=
20 —-3y+z= 1
ii) P=(0,0,0) y L pasapor A= (1,-1,1)y B=(-1,1,—1).
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5. Verificar si I1 y L son perpendiculares.

r= 3+t r= 14k
DL={y= 1-t , M:{y= 1+t+k
z= 44+t teR z= 1+k teR
r= 143t
i) L=qy= 1-3t , II:60—-6y+2:—1=0
z= t, teR

6. Verifique si L y II son perpendiculares para
2r—y—z= 0
HDIl:z+22=14, L= oy
204y —z= 2
r—y—z= 0

i) IT: 22 — 2y + 42 =1, L—{
rty= 0

3. Norma

1. Enuncie y demuestre la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R".
2. Sean A, B € R3. Pruebe que

a) ||A||=||Bl| <= <A+ B,A—B>=0.

b) ||A+ B> = || A2 + ||B|]? <= < A, B >= 0.
) IlA+BI? ~ ZllA~ B =< A, B>

d) <A B>= ||A||||B|| <= JteR, A=1tB.

) \||A||—||B||\ <llA- Bl

4. Angulos

2 0 3 -1
1. Determine el angulo entre los vectores dados (2> y <3> (1> y ( 2)

2. Encuentre el angulo medido en radianes entre los siguientes pares de vectores.

i) A= (\/75’%’0)7 B = (?7%7\/§)

i) A=(-1,1,1), B=(1,1,1).
i) A=(-2,1,—1), B=(2,1,-2).



2.

i) Encuentre A € R? tal que ||A]| = 3V3, A L B,A L C, donde B = (2,3,-1) y
C=(2,-4,6).

ii) Encuentre A € R® tal que < A,(1,1,1) > = -1, A L B,A 1L C, donde B =
(4,-1,5) y C = (1,-2,3).

iii) Encuentre A € R? tal que ||A|| = V2, A L (1,1,0) y la medida del éngulo entre A
y (1,—1,0) sea de % radianes.

Sean A, B € R®. Calcule ||24 + 4B||* sabiendo que ||A|| = 1, || B|| = 2 y la medida del

angulo entre ambos vectores es de 3 radianes.

Sean A, B € R3. La medida en radianes del dngulo entre A y B es de % Sabiendo
que ||A|]| = V5 y || B|| = 1, encuentre la medida en radianes del 4ngulo entre A 4+ By
A—-B.

Determinar todos los vectores de norma 2 que sean ortogonales simultdneamente a

(2,1,2) y a (=1,3 — 4).

Encuentre el dngulo entre las rectas

r = 04 (2v2+3V3)A (ed2y—1 — 0
L:{ y = 1-v2) L9 21 = 0
2 = 04 (2v2-3V3)A

Encuentre el dngulo entre los siguientes planos:

i) Pio+3y—2245=0 P:2x+2-15=0.
i) P:(2vV2+3)24+ V2 +(2vV2—-3)24+1=0,P : 2z +y+22—-5=0

Proyecciones

. Encuentre la proyeccion del primer vector en la recta generada por el segundo:

) —1 3
Y \2)Y 1
3 1
0 (1) ()
) 3 —2
“\1)7 e
Encuentre proy escgA, proy esc, B, m4(B) y mp(A) para
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a) A=(1,-1,2)y B=(3,—-1,1).
b) A=(1,3,5)y B=(—3,1,0).

6. Distancias

1. Calcule la distancia entre los puntos dados

a) (1,0,0), (0,0,1).
b) (3,2,4), (—2,7,3).

2. Calcular la distancia de P = (—2,4,3) a la recta L =

3. Calcular la distancia de P = (5,2, 3) al plano I1 : 3x + 4y — 2 — 6 = 0.

4. Sean las rectas

E.{2x+12y+z+4 =0

1
/. (o B
T+ +24+3 = 0 L (2,y,2) = (=2,-3,1) + A(3,-1,6)

Calcule la distancia entre £ y £'.

xr = 3+
5. Sean P :2x + 3y +82—24=0 y L:¢ Yy —142A
z = 2—=A

Calcule la distancia entre £y P.

6. Encuentre la distancia entre los planos

P:2x—y+2—8=0 Pidr —2y+22+24=0

7. Producto cruz

1. Sean A = (0,2,2), B = (2,0,1), C' = (3,4,0). Calcule el area del tridngulo ABC
usando el producto cruz.

2. Sea L la recta determinada por los puntos B y C y sea A un punto fuera de L.
Demuestre que la distancia de A a L estd dada por

—)
A0 — |BC x BA|
1B



10.

11.

Sean v, w,u € R®. Demuestre

ve(wxu)=w-(uxv)=u-(vxw)

Demuestre que u X v = —v X u.

Demuestre que u y v son linealmente dependientes si y solo siu X v = 0.

. Demuestre que u, v y w son linealmente dependientes si y sélo si v - (v x w) = 0.

Encuentre el drea del paralelégramo formado por los vectores A = (7,—1,2) y B =
(1,4,-2).

Sean A = (a1, az, as), B = (b1, by, b3), C = (cy, ca, c3) tres vectores en R?. Pruebe que el
producto mixto de los vectores A, B, C' es

a; ag as
[A,B,C]=| b by bs :‘ by by al_' b by a2+‘ bob |,
2 C3 C1 C3 c1 Co
i C2 C3

i) Pruebe que A, B, C son coplanares si y sélo si [A, B,C] = 0.

ii) Encuentre n € R tal que A = (2,-3,1), B = (1,m,3) y C = (4,5,—1) son
coplanares.

Encuentre el volumen del paralelepipedo formado por los siguientes vectores

A=(3,-1,1),B=(1,7,2) y C = (2,1,—-4).

Encuentre las coordenadas de un vector P tal que sea ortogonal a @ = (1,2,3) y a
R=(1,-1,1) y ademés [P, Q, R] = 0.

Todo mezclado

. {Como se puede expresar la colinealidad de 3 puntos en términos de dependencia lineal

de vectores?

.,Cémo se puede expresar la dependencia lineal de 3 vectores en términos de coplana-
ridad?

Encuentre la ecuacién del plano que pasa por @ = (1,2,—1) y es perpendicular a

I rT—y= 0
r+y—z= 0



4. Calcule los valores de a para que las rectas Ly y Ly sean ortogonales.

3+ ay—6az+1= 0 r= —1-t
i ay — oaz =
Ll:{ +y+3 3 g Le=qy= 3+t :
—x z—3=
Y z= 1l+4at, teR

- 2= 0
5. Sea L = Py et
r—y+z—2= 0

i) Encuentre la ecuacion del plano que pasa por @) = (2, —1,1) y contiene a la recta L.

ii) Determinar la ecuacién del plano que contiene a la recta L y es paralelo a la recta

r= 2+t

2= -1+t telR

) 2x+y+3 = 0 ; J 6r—y—21 = 0
6. Seanﬁ.{y_igz_13 _ 0 £.{ ytz—2 = 0

Encuentre la ecuacién de una recta L, ortogonal a £ y £, que contenga al punto
(—2,1,—4).

r = 143X r = 3+pu
7.Sean L:{ y = —5—06A L'y = —3+6p
z = —6—=2\ z = H—6u

Encuentre la ecuacién de una recta L, ortogonal a £ y £y que corte a ambas.
Encuentre los puntos de interseccién de £, con £ y £y calcule la distancia entre £ y

L.

8. En R3, determine la posicién relativa de las rectas £y £

r = 24X r = 1+A
a) L:4 y = —1+5X\ Ly = 2-5)\
z = 3—2\ z = =142\
p oo 221 =0 o br+2—11 = 0
|l 3x+y+2z+3 = 0 | Sr+3y—5z2—4 = 0

c) E:{ 2ot 12y +z+4 = L (z,y,2) =(1,8,-2) + A\(3,—1,6)

r+9y+2+3 = 0
9. Determine la posicién relativa de los planos P, P’ en R3:

a) P:3z+2y—2+5=0
Pl : (JT,y,Z) = <1a87 _3> +)\(2a_3a 0) +:u(_170a _3)
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r = —24+4\—8u
b) P:x—6y+22+1=0 P:{ y = 3+A—pu
z = —14+A+p

10. Encuentre la distancia entre los planos II; y II, para

11.

12.

13.

14.

15.

16.

) I : 2243y —2+3=0, Il : —4x — 6y + 22+ 9 = 0.

r= 2—t—k 5
ll)le Yy = k ,HQZ.CC—'—y‘i‘Z:é.
z= t, t,keR

Determine la posicién relativa de la recta £ y el plano P : (Explique primero qué es lo
que significa que una recta y un plano sean paralelos):

a>£:{ 2r+y—2—3 = 0

24341 = 0 P:3z—y+22+1=0

r = 3+A
b) L:X y = —142A P:2xr+3y+82:—24=0
z = 2—=A
r = —44+2\-5u
) 3x+2y—-72—-4 = 0 ‘ B B
C)E.{ rhy—2:-1 = 0 P:Xy = 14+7A—6p

z = 3—=3\+2u

Encuentre la ecuacién de una recta que sea paralela al plano P, contenga el punto
(4,3,18) y corte a la recta L.

r = 243\
P:3x—2y+2—-10=0, L:¢y = —1-2)\
z = 24X

Sea L : (x,y,2) = (2,1,0) + A(3,—1,2), A = (1,3,1), B = (1,5, 2). Encuentre ecuacio-
nes (vectorial e implicita) del plano P talque A,B € Py P//L.

Sea ax + by + cz+d = 0 la ecuacién de un plano P en R*. Demuestre que dos vectores
directores de P son los vectores (b, —a,0) y (c,0, —a) de R

Sean L : (z,y,2) = (1,3,2) + A\(—2,-5,0), L : (z,y,2) = (7,8,9) + u(3,0,=5) y
A = (1,—1,1). Encuentre una ecuacién del plano P tal que A€ P,L//Py L'//P.

3x+2y—T72—4 = 0 B
rty—2:-1 = 0 y P =(2,1,3). Encuentre la ecua-

cién del plano P ortogonal a £ y que pase por P.

Considere la recta L :



17.

18.

19.

20.

21.

Sea P = (2,-6,-3)y L: (z,y,2) = (—1,1,2) + A(2,1, —3). Encuentre la proyeccién
ortogonal () de P sobre L y calcule la distancia de P a L.

Calcular la distancia entre las rectas

-3 1
i)lex:y—:z—Q, LQ:x—?):&:z—Q.
2 2

-2 1 = 1
A L L
3 2 -2 —r+y+2z= 1

Considere el plano P : 6z 4+ 2y + 32z +22 =0y A = (4,3, —1). Encuentre la ecuacién
de la recta £ que pasa por A y es ortogonal a P. Calcule la distancia de A a Py
encuentre la proyeccion de A sobre P.

En general (Ax B)xC # Ax (B x(C). Tome por ejemplo, A = (2,3,1), B =(-3,1,2),
C = (1,2,3). Para todo A, B,C € R® pruebe que (A x B) x C =< A,C > B— <
B,C > A.

Considere el tridngulo de vértices A(0,0), B(3,3) y C(—3,5) encuentre:

a) Las coordenadas del ortocentro (punto de interseccién de las alturas).

b) Las coordenadas del baricentro (punto de interseccién de las transversales de
gravedad).

c) El area del tridngulo.

d) El seno del dngulo en A.



