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Todas las respuestas deben ser justificadas

Pregunta 1(6 puntos cada parte)

Sea 1 ≤ p < ∞ y w(x) = x. En el espacio Lp definimos la norma

∥f∥w = (

∫ 1

0

w(x)|f(x)|pdx)
1
p

1. Demostrar que el espacio Lp usual no es completo si usamos la norma ∥ · ∥w.

2. Definimos un nuevo espacio vectorial,

Lp(w) = {f : [0, 1] → R medible:

∫ 1

0

w(x)|f(x)|pdx < ∞}, (1)

con la relacion de equivalencia f ∼ g si f = g en casi todas partes.

Demostrar que este espacio si es completo con la norma ∥ · ∥w.

Pregunta 2(6 puntos)

Sean 1 ≤ p ≤ ∞ y t ∈ (0, 1). Determinar los valores de λ tal que para toda funcion f ∈ Lp

lim
t→0

1

tλ

∫ t

0

f(x)dx = 0

y para cuales valores de λ existen funciones f ∈ Lp tal que

lim
t→0

1

tλ

∫ t

0

f(x)dx ̸= 0

Pregunta 3(6 puntos)

Dado 1 ≤ p < ∞ sea fn una sucesión de funciones que converge en Lp a una función f . Sea gn una
sucesión de funciones medibles tal que |gn| < M para algun M > 0 y gn converge puntualmente a una
funcion g en casi todas partes. Demostrar que gnfn converge a gf en Lp.
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