Ayudantia 2 Mecanica 2
Profesor: Felipe Torres

Agustin Lorca P. /Mauricio Matinez

1. Ejercicios:
1.1. Pregunta 1:
Una barra de largo L = 2 [m] forma un angulo de 30° con respecto al eje x. Si la barra se mueve

a una velocidad de 0,995¢ a lo largo del eje x, determine la longitud y el angulo que forma la barre
en el sistema movil.

1.2. Solucion 1:

Sol. A diferencia de otros ejercicios que hemos hecho en ayudantia, esta vez nos dan los datos
de lo que percibe el observador en el sistema S y nos piden encontrar esos datos pero en S'. De esta
manera, como la barra se mueve solo en el eje x, su longitud en = es la Minica que se contrae.

Primero que todo, calculando el valor del factor ~:
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Con respecto al diagrama anterior, se tiene que por contraccion de longitud:

LJ
L=— = H=3LE = a=1a
y
Y por trigonometria, podemos encontrar relaciones con los lados del triangulo del diagrama:

cos (30°) = = a= Lcos(30°)

sin (30°) = = b= Lsin(30°)

el



Ademads, como la barra solo se mueve en x, se tiene que b = &' = Lsin (30°).

Con estos datos, podemos entonces obtener que la longitud de la barra en S' cumple con:
a' = yLcos (30°) = 2[m] x cos (30°) x 10,013 =~ 17,343 [m]

b = Lsin (30°) = 2 [m] x sin(30°) = 1[m)]

Con ello, sabiendo que L' = v/a"”? +b” (pues el diagrama en S presentado es equivalente al de
S', con sus los parametros correspondientes). Con ello, obtenemos finalmente que

L'=4/17343%2 +12 = 17,372

Por otra parte, también sabemos por el paso de coordenadas polares a coordenadas cartesia-
nas que

!
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§ = arctan | — | = arctan [ —— | =|3,3°
arctan (a’) arctan (1?,343)
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1.3. Pregunta 2:

Consideramos una fuente de ondas electromagnéticas en reposo para un marco de referencia S, que se
encuentra emitiendo ondas de frecuencia w para este marco de referencia. Encontrar la frecuencia o’ y
longitud de onda A medida por un observador en el marco de referencia &', que se estd moviendo con
velocidad » hacia S.
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Figura 1: Representacion del sistema. O corresponde a la fuente emisora de ondas electromagnéticas, mientras
que O al observador que se mueve con velocidad v

AYUDA: Asuma conocido que la velocidad de la luz se puede escribir como:

c= fada

Con c: velocidad de la luz, f: frecuencia y A: Longitud de onda. Observe que para que la velocidad sea constante deben
variar respectivamente los pardmetros internos (Pequefio adelanto de Ondas).



1.4. Solucion 2:

En general, esperamos que w' > w. porque €l observador recibird mas crestas de la onda por unidad de
tiempo a medida que se acerca.

Para desarrollar el problema, nos situaremos en 8. Dado que el observador se mueve con velocidad v, es
exactamente lo mismo trabajarlo como si el observador estuviera quieto y la fuente emisora de ondas se
moviera a velocidad v, asi que esto es lo que haremos. Asi, dibujaremos un nuevo diagrama. que exprese
este marco de referencia 8. Dada que la fuente emizora de ondas estd en movimiento, podemos analizar tres
puntos de su recorrido, que denotaremos como circulos rojos en la figura 2. El primero seri la posicién inicial
1. Deade agui, dejamos pasar un tiempo 77 hasta que la fuente vuelve a emitir un frente de ondas. Pasado
otro tiempo T, denotamos el tercer punto. Claramente, entonces T7 corresponderd al periodo de la onda
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Figura 2: Representacion del sistema. La onda se emite en 1 y 2, separados un tiempo T'

Diado que consideramos 1 v 2 como dos frentes de onda sueesivos separados por un tiempo 77, entonees la
distancia recorrida por el primer frente de onda serd T (el radio de la esfera) desde esta posicidn. Durante
este mismo tiempo, la fuente emisora se mueve una distancia vT" hacia la izquierda de la posicidn 1. hasta la

posicidn 2. Como vemos en el diagrama, la diferencia entre estas dos distancias medidas en 5" corresponde
a la longitud de onda A’. Asi, podemos escribir



N=cI— T = (c—v)T'

Ahora, consideramos para la velocidad de propagacion de la onda ¢ = A f'. Esto nos permite despejar
I =¢fX, por lo que obtendremos
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Para la transformacion del tiempo propio T en un marco relativista, sabemos que

1
—T
v1-(v/e)?

5i reemplazamos esto en la expresidn anterior, tendremos

T =+4T =

c 1—ivfc)?

== [e—wv) T

Usamos que f = 1/T. y factorizamos la expresion de la izquierda por c. Asi, tendremos

1=t VI- Wlert

Asf es como simplificando obtenemos

i ('vfr?]lzf _ /- (/) + l{tw“-‘?]']"jF

1-(v/e) 1—(v/c)

Y simplificando esto 1iltimo, obtenemos finalmente la expresidn para la frecuencia medida por el observador
segiin la frecuencia emitida en el caso relativista.

f=

V1 +l['1.l,.":?]|JF
1= (v/e)

Claramente, esto corresponde al efecto Doppler relativista. Por otra parte. para la longitud de onda tendremos
c=Af = A=c/f. Asi, podemos escribir

£ =

Asi obtenemos finalmente




1.5.

Pregunta 3:

Sobre colisiones y decaimientos:

a) Demostrar que un electrén no puede radiar un solo fotdn, tal que e = e +

b) Un neutrdn es inestable con una vida media de 7 = 900s. Encontrar cuanto puede viajar en promedio
el neutrén con una energia de € = (14 107 %)me? y € = 10°me?

¢) Un neutrén (me? = 939,6 MeV) decae en un protén (me? = 938,3 MeV), un electrén (me? = 0,5 MeV
) ¥ un antineutrino (me? = 0 MeV ). Las tres particulas emergen 120 grados aparte en un plano. ;Cual

es la energia cinética y momento de cada particula?

1.6. Solucion 3:

Podemos expresar la conservacion de energia para el decaimiento del electrén como

E. =E,+E.,

Con E, la energia del electrén previa a la colisién, E. la energia cinética del fotén y E. la energia final
de electrén. Previo al decaimiento, podemos considerar la energia final electrén como si estuviera en reposo,
teniendo asi previo al decaimiento E,., = ymc’, y E., = mc” para la energia final. Claramente, la energia del

fotdn corresponde a su energia cinética E, = hw, con el factor de Lorentz v = 1/,/1 — v/c. Reemplazando
todo esto en la conservacion de energia, tendremos

2 2
yme = me + he

Factorizando esto, tendremos

me’ (v —1) = he

Por otra parte, por conservacién de momentum, el momentum del fotdn debe zer de ignal magnitud que el
del electron después de la colisidn. Si p. = ymv y p, = hr/e, tendremos

fire
my = —
i) P

En este caso, el factor gamma estd asociado al electrdn posterior al decaimiento porgue tenemos una velocidad
v a la que se mueve el electrén, que se aproxima a . Notamos que, desde lo anterior, mc®(y — 1) = hu. Asi.
reemplazando esto, tendremos

yme =me(y — 1) = yw=c(y—1)
Al despejar v desde esto, tendremos

[

Te— = = 7=
o—u



Ahora, recuperamos la definicién de . Tendremos, para su cuadrado

b 1 - 1
L | T _'-:r_l—l'.-"*'l."'::2

Y sl elevamos al cuadrado lo deducido anteriormente, tendremos el par de expresiones para v

2
2= 1 4= i
1 - EIJI'I[.'?: I:r: - a:]I:'

Donde claramente tenemos una igualdad. Multiplicando el término de la izquierda por el uno 2 /e®, tendremos

< 1 et by P
BET ] = L‘zjn"r.'j e T 2 g2

Desarrollando la igualdad anterior desde esto,

I!!:E -I'.'i 1'.'2 !'.':"

Tl et (e-op

I!!2 — T.'E

Notamos que esto sdlo se cumple s la velocidad del electrdn es v = 0, lo que no tiene sentido en este escenario.
Asi, el decaimiento ¢ — ¢ + 5 no puede ocurrir.

b)

Sal:

Tenemos un neutrdn inestable con una vida media 7 = M00s ¥ energia € = (1 4+ 107%)me® v ¢ = 10%me? Con
esto, tendremos que podemos expresar la energia del neutrdn agrupando los casos como

E, = (1 +10¥)me? = yme?

Entonces, es evidente que podemos recuperar 4 = (1 + 10%%). Entonces, denotamos los valores posibles

- = 100001, ~4 = 100001

Para despejar la velocidad v desde el factor de Lorentz, podremos desarrollar

o 1 o 1
Lo W1 =1l S (1 - w2/c2)

Seguimos desarrollando esto para despejar v,

Y con esto debemos buscar eunanto puede viajar en cada caso. 51 la vida media v corresponde al tiempo
propio del neutrén, podemos encontrar el tiempo medido en laboratorio ¢ para la vida media del neutrdn
inestable con vida media r directamente con la expresidn ¢ = 7. Por cinemdtica, es evidente ver gue
entonees la distancia d que aleanzard a recorrer el neutrdn durante el tiempo § de laboratorio corresponde a
d = vl = vry. Asi, reemplazando v en esta expresidn, tendremos

i = (%1,.-"1-2 = l) Ty =eryy =1



Reemplazando con los valores numéricos conocidos, tendremaos

d = (3 » 10%)[m/s](900)s+/(1 + 105)2 — 1 = (2,7 = 10")4/(1 + 10%%)2 — 1[m]
Asi, para el caso positivo, tendremos

dy = (2.7 % 10" )4/ 1000012 — 1[m] = (2.7 = 10" ){10001)[m]

Finalmente, en este caso el valor numérico de la distancia que puede ser recorrida por el nentrin corresponde
a

d, =27 % 10'%]m]

Andlogamente, para d_ tendremos

d_ = (2,7 x 10')/1,000012 = 1[m] = (2,7 = 10'"){0,00447)[m]
Asf, finalmente tendremos para d_

d_ = 1,207 » 10°[m]

<)

Un neutrdn con me® = 939.6 MeV decae en un protdn e = 935 3MeV, un electron me? = 0,.5MeV ¥
un antineutrino me? = 0. Las tres particulas emergen 120 grados apaprte en un plano. [Cudl es la energia
cindtica y momento de cada particula?

Sol:
Por conservacidn del momentum, tendremos gque para este sistema, el momentum del neutrdn tiene gue ser
equivalente a a suma de los momentum de cada una de las particulas a las que da origen su decaimiento.
Esto puede ser expresado como

Pn = Pp+ pec + P
Con pn momentum del neutrdn, pp del protin, pe del electrdn y po del neutrine. Sin embargo, es conveniente

elegir un sistema de referencia donde el neutrdn se encuentre en reposo al decaer. Esto convierte la igualdad
anterior en

0=pp+ P+ P

Ahora, evaluamos esto en el eje £, Imponiendo que el momentum del protén sea paralelo al eje T para
asegurar la condicidn de los 120 grados, entonces su magnitud en este gje es solo p,. Ahora, entre g y fi.
debe existir un dngulo de 120 grados, desde enunciado. Asi, esta expresion se puede escribir como

2x 4 1 1
l'}=pp+pﬂL\U.‘s T + [ 008 ? =-F"P'§Fﬂ"§l'-'v

Por otro lado, para el eje § tendremos que conservacidn del momentum en este eje puede ser expresada como

) 2= ) 4z V3 ﬁ
0=pesin () +psn () = - T

Desde esto iiltimo, es evidente que p. = p,. Considerando esto en la conservacidn para el eje & también
implica que p, = p. = p,.. Por otro lado, haciendo el anilisis desde la equivalencia de energia, tendremos

E,=E,+E.+E,



E,, corresponde a energia en reposo, mientras que para los demds casos existe momentum, v por lo tanto
debemos utilizar la expresion correspondiente. Asi, expandiendo lo anterior, tenemos

]'n,.l!.'i =y .'mﬁ:r"' ks ]1.|-:-':-r:j -+ v-"'r.ug-r:"' o+ Jr.rf:'.'2 Ea \,.I'rmﬁtrd' -+ pﬁ:.’a

Desde enunciado, my,e® = 0, v dada la igualdad entre los momentum los podemos denotar simplemente como
. Asi, tendremos la expresion

Mgt = V"[m:r."’ e p?:::"' = “,"].“3“.-1 s pzf'j + po

Con el ohjetivo de despejar p, podemos reemplazar numéricamente reemplazando los valores conocidos de
r.rtp-r.'?: tin e ¥ mec”. Asi, tendremos

(939.6)[MeV] = V'} (938,37)[MeV]* + p2e? + \f 0,52[MeV]® + p2c? + pe

- J{sﬁmm] IMeV]® + p2e? + ‘b/'n_za[mw]'*' + p2e2 4 pe

Pasando pe a la izquierda y elevando al cuadrado, tendremos

2
((939,6)[MeV] + pe)? = (,’/ (880970)[MeV]* + p2e? + ,/nn.z.f.[mmp']1 + pﬂf.i)
BR2848[MeV]® + 939.6(2pe) + p*c® = (880970)[MeV]® + p?e?® + 0.25[MeV]* + p*e?

+ 2.‘/ (880970)[MeV]” + p2e2 bfn_zﬁimre-v]z + p2e2

Al seguir desarrollando esto algebralcamente y despreciando el término 0.25, tendremos

882848[MeV]” + 1879, 2pe + p°e® = 2p%c® + 8B0OTO[MeV]® + E\f (8R0970)[MeV]* + p2e2 1b.-’n:;t.=.i[1«lf_ﬂlf]2 + p2e?

0 = pe? — 1878[MeV]" + 2\/ (880970 [MeV]” + p2e? ‘,‘/'11.25;[1»m:]2 + pPe

Resolviendo la ecuacidn cuadrdtica, tendremos que p = 0.5537[MeV /¢], queddindonos con el caso positivo. Es-
te momento también se cumple para el neutrdn, protdn, electrdn ¥ neutrine, desde lo descrito anteriormente.
Asi, despejamos los momentum de eada particula como

P=p.=p. = FF‘ — D.EE:!T[EIL’"'I."IE]

Y con esto, |.m:lir1!|r_rti caleular las energias cinéticas para cada particula. Primero tendremos las energias de
cada particula, correspondientes a

!

Ep = fmlc? + p2e?
E, = v/m2c + p2e?

B = mg.r.'E + pPe? = pe

:

Y sabemos que para cada caso, se cumple E = K + Ey, con E; la energia de la masa en reposo. Despejando
i = E = Ey, tendremos en cada particula las energia cindticas

Kp= anii::’" o+ pzﬂ? = m:P.f:2 = 1,64 x 104 [MeV]

K. = rufr."’ + pj::i' —Tree® = 0,247[MeV)
K, = pe = 0,5537[MeV)



