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1. Sean «, 5 € R, considere el conjunto
C= {(x,y,z) ER3: 50+ By+3z2=a, x+52y+ fz=3a , 3x+23y—|—2z:2a}
Demuestre que C es un conjunto cerrado.

Solucién:
Partiremos notando que nuestro conjunto C se puede escribir como C = C; N Cy N C5 con

Ci={(z,y,2) € R : 50+ By + 3z = a}
Cy = {(x,y,2) € R®: 2 + 52y + Bz = 3a}
Cs = {(z,y,2) €R?: 3z + 23y + 22 = 20/}

Por ende, si demostramos que todos estos subconjuntos son cerrados demostraremos que el conjunto C, al ser
interseccién finita de conjuntos cerrados, es también un conjunto cerrado.

Para demostrar que los subconjuntos son cerrados demostraremos que su complemento es abierto, es decir para
todo & € C;° existe r > 0 tal que B(&,r) C C;°

Es preciso notar ahora que todos los subconjuntos presentados se tratan de planos en R? ! por ende, podemos
usar la Formula para la distancia entre un punto y un plano la cual es de la forma

~ B |Azg + Byo + Czo + D|
Y Sy s Ew o2

Donde 7 es el plano dado por la ecuacién Az + By + Cz+ D = 0y P es el punto dado por P = (0, Y0, 20)
Asi, tomaremos un punto arbitrario 516{1’273} = (zi,yi, ) el cual cumple Z; € C;° y calcularemos su distancia

ConjuntoC; cona =100y B =18
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Figura 1: Ejemplo de conjunto Cy

1Recordar que un plano en R3 viene dado por una ecuacién del tipo Az + By +Cz+ D =0



al plano C}

|5z1 + By + 321 — «f

N
|22 + 52y2 + Bz0 — 3a
i
|3x3 + 23ys3 + 223 — 2a/]
VIR 2

Ahora, tomando las bolas B; = By, (xl, S ) By = B, (xg, 5 ) y B3 = By ” (ch, 5 ) podemos notar que,
como elegimos un radio menor a la dlbtanma hacia el plano, se cumple By € C1¢, By € Cy°y B3 € C3° y por
ende los conjuntos C, Cy y C5 son cerrados, demostrando asi que el conjunto C' es cerrado 0.

dg d(xg, Cg)

dz = d(3,C3) =

2. Determine si cada una de las siguientes sucesiones es convergente. De ser convergentes calcule su limite.

(n(S8) () (%)

, 13+23
Yk = ( Zm)

(a)

()

. n+3 a" =" 2" 4+ (—-1)"
=1b b>0
( + ’I’L3 + 4 ’ a™ + pn ’ 2n+1 + (_1>n+1> a>0=

Solucion:

a) Para esta sucesion nos centraremos en el termino cos (f) Intuitivamente podemos notar que este ter-
mino oscilara entre —1 y 1, por lo que no convergera.
Llevando esta idea intuitiva a un argumento mas formal, tomaremos dos subsucesiones de @, estas dos subsu-

cesiones son
Skm
08 — ) =1
{gp }k ( 4 )

{Sneq}, = cos (<8’H4-4>77) .

Ahora, como {Sp0s} Y {Sneg}  convergen a puntos distintos, entonces la sucesion cos (%’T) no converge y por

ende T}, tampoco converge
b) Partiremos notando

1?4284 i [ kﬂ)}



Sucesion xy
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Figura 2: Sucesion Zj

Asi, desarrollando se obtiene

B4+25 4k k2(k+1)2

k4 4k4
k4241

4k2
b1t

Y cuando k — oo se obtiene
i B2’ 4.k 1
m ——— — —
k—o00 k‘4 4

Para el termino ZZ:O % podemos notar que se trata de % Dado que el factorial crece mucho mas que la

identidad, obtenemos
i k+1 0
im =
k—oo k!

Asi, la sucesion g converge al punto (1/4,0)

Sucesion yk
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Figura 3: Sucesion



C) Partiremos con el termino b + %7

para demostrar que esto converge utilizaremos descomposicién en
fracciones parciales, para esto debemos descomponer el polinomio k2 4 3k — 4 en dos monomios, estos monomios

se obtienen encontrando la solucién de la ecuacién cuadrética. Asi
Tk +3 7k + 3

TRy S e .
Teasi—1 T ek

Y entonces, esto puede ser escrito como

k+3 n A n B
k24+3k—4 k+4 k-1
Podemos notar entonces que cuando k — oo se cumple
i Tk +3 -
S {H k? +3k:—4] -
Z—: por ende.

Para el termino % multiplicaremos por un uno conveniente dado por

b 1= ()
(s

Y cuando k — oo, debido a que a > b se tiene

a™ — b"

lim =1
k—oo a™ + bn

. . . . . ’ k 7
Para el ultimo termino nuevamente multiplicaremos por un uno conveniente, el cual estard dado por 37 Asi en-

tonces N
- _ 1)k
2k+1 (_1)k+1 24 ( 12)k +1

Podemos notar entonces que los términos con numerador acotado y denominador creciente tienden a 0 se tiene

2k 4+ (—1)k 1

lfm o T\
Koo 2EFL 4 (Z1)RHL 2

Por ende, la sucesién 2, tiende al punto (b, 1, %)

Sucesion z

z 33

Figura 4: Sucesion 2



3. Sean a, n € R con alpha > 0y 1 > 0. Encuentre la adherencia, frontera e interior del conjunto
L:={(z,y,2) eR¥: (® +2° <1, |z| <n) V ((z,y,2) € By, ((7,0,0), @) )}
Hint: Le sera ttil demostrar primero que para dos conjuntos M y N se cumple
IUN) = MUN
Solucion:

Partiremos demostrando el Hint, para ello debemos demostrar que se cumple M UN C M U N y también
se debe cumplir M U N C M U N. Asi, se procede a demostrar ambas contenciones.

Para la contencién M UN C M UN tenemos que si £ € M VZ € N entonces trivialmente 2 € M UN, por lo
que centraremos nuestra atencién a los puntos que no pertenecen ni a M ni a N. Para uno de estos puntos de
M U N debe existir una sucesién {yj} de puntos en M U N convergente a Z, si esta sucesién posee inicamente
elementos en M o tnicamente elementos en N entonces esta sucesién puede ser utilizada para demostrar que
Z € M o & € N respectivamente. Si esta sucesién posee tanto elementos en M como elementos en N entonces
podemos tomar una subsucesion, digamos {Z }, que sea la sucesion {gj } pero sin los puntos que pertenezcan a M
o sin los puntos que pertenezcan a N, con lo cual esta subsucesion puede ser utilizada para demostrar 2 € MUN

Para la contencién MUN C M U N asumiremos sin perdida de generalidad que € M. Entonces, existird una
sucesion {g} convergente a ¥ donde y, € M Vk € N. Dado que y; € M se concluye entonces que y, € M UN
y por ende esta sucesion sirve para demostrar z € M U N. Por ende queda demostrado M UN = M U N

Habiendo demostrado esta propiedad y notando L = L; U Ly con

Ly :={(z,y,2) € R3:y2+22 <1, |z|< n}
Ly := By, ((n,0,0), )
Para encontrar L; notaremos que se trata de un conjunto abierto (dado que es la interseccién de dos conjuntos

trivialmente abiertos). Recordamos entonces que la adherencia de un conjunto abierto es el cerrado minimal
que lo contiene, el cual vendra dado por

Li={(z,y,2) eR*: ¢y + 22 <1, [z] <}

Para el conjunto Lo, recordaremos que la adherencia de una bola abierta es una bola cerrada de mismo centro
y radio, asi -
L2 - BHH2 ((T/’ 0) 0)7 CY)

Y por ende usando M UN = M U N se obtiene

L= {(x,y,z) ER?: (y2+z2 <1, |z Sn) vV ((Jc,y,z) Em((n,0,0),a) )}

Como notamos anteriormente, L1 y Lo son conjuntos abiertos, por lo cual se concluye que L es un conjunto
abierto al ser unién de conjuntos abiertos. Recordamos entonces que el interior de un conjunto abierto es si
mismo. Asi

o

L={(z,y,2) eR’: (y*+2° <1, |z| <n)V ((z,y,2) € By.y,((n,0,0), ) )}

Y finalmente, como la frontera viene dado por la adherencia sin los puntos que son parte del interior

OL={(z,y,2) eER*: (y*+2° =1, |[z|=n)V((z,9,2) : [[(z = 0,0,0)|, =a , z>n)}




