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1. Use sucesiones para demostrar las siguientes afirmaciones:

a)

Si f: X — Y es continua, y A C X, entonces f(A4) C f(A).

Solucién: Sea y € f(A). Por definicién de imagen, existe x € A tal que f(x) = y. Pero por la

caracterizacién de la clausura por sucesiones, existe {an fnen C A tal que

lim a, = z.
n—o0

Pero como f es continua,

y = f(x)
= f( lim ay)

n—oo

= lim f(an)

n—oo

Es decir, la sucesién {f(ay)}nen C f(A) converge a y. Por la caracterizacién mencionada
anteriormente, y € f(A).

Si f,g : R — R son continuas y tales que f(z) = g(x), para todo z € Q. Demuestre que
f(z) = g(x), para todo x € R.

Solucién: Sea = € R. Por densidad de @ en R, existe una sucesién {g,}neny C Q tal que
limy, 00 ¢, = x. Luego,

f(x) = f(lim gp

Hemos utilizado que f(g,) = g(gn), para todo n € N, y que f y g son funciones continuas.
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c¢) Sean f,g: X — Y continuas. Demuestre que A = {z € X : f(x) = g(z)} es cerrado en X.
Solucién: Sea {a,}neny C A, una sucesién convergente a x de elementos de A. Demostremos
que x € A.

Para ello, vemos que

f(z) = f(1m ay)

n—oo

= lim f(an)

n—o0

— lim g(a,)
)

n—oo
=g(lim ¢,
n—oo
= g()

Hemos utlizado que a,, € A, y por ende, f(a,) = g(a,), para todo n € N.

d) Sea f:R — X epiyectiva y continua. Demuestre que f(Q) es denso en X.
Solucién: Debemos demostrar que w = X. Ya sabemos que f(Q) C X, asi que nos bastaria
demostrar que X C f(Q).

Sea x € X. Por la epiyectividad, existe r € R tal que x = f(r), y por densidad de los racionales

en los reales, existe {gn }neny C Q tal que r = limy, 00 g Asi,

v =f(r) = f(lim g,) = lim f(qn)

Como la sucesion {f(qn)}nen C f(Q), concluimos que z € f(Q).

2. Considere el espacio métrico (R, |- |) y la funcién f: R — R definida por

z si zeQ
f(z) =
0 si z2¢Q

Demuestre que f es continua en zg = 0, pero discontinua en xg # 0.
Solucién: Supongamos que f es continua en x. Por demostrar que z = 0.
Por densidad de Q y de Q€ en R, existen {gn tnen C Q y {in}tnen C Q° tales que
r= lim g,
n—oo
z = lim i,

n—o0

Pero como f es continua en =z,

f(z) = lm f(q) = r}g&‘]n =z

f(@) = 1m f(in) =0

n—oo

Por lo tanto, z = 0.

3. Sea f: X — X una isometria. Dado = € X, considere la sucesién z¢ := = y =, = f(z,—1), para
n > 1. Pruebe que si {z,, }nen es convergente, entonces x,, = z, para todo n > 0.
Solucién: Notemos que

d(xn-i-l, xn) = d(f(mn)v f(xn—1)>
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Pero como f es isometria,

d(Tpi1, Tn) = d(Tn, Tn-1).

En particular, d(zy+1,x,) = d(z1,x0), para todo n € N.
Por otro lado, sabemos que la sucesién {z,},cn converge, y por tanto, es de Cauchy. Luego, para
todo € > 0, existe N € N tal que

d(xp, xm) < €, Yn,m > N
Fijandon = N 4+ 1y m = N, lo anterior es equivalente a que, para todo € > 0, existe n € N tal que
d(xnt1,dN) < € (1)
Pero como d(z1,z9) = d(xn+1,2N), vemos que d(z1,29) < €. Esto se puede hacer siempre, inde-

pendiente de N, por lo que, d(x1, ) = 0.
d(z1,%0)
2

d(z1,z0)
2

Otra forma de justificar esto, es asumir que d(x1,x¢) > 0, y tomar € := en la ecuacién (1).
Esto nos lleva a una contradiccion, pues d(z1,x0) = d(zny41,dn) < € = . Una contradiccion.
Por lo tanto, d(x1,x¢) = 0. Pero como d(xy41,x,) = d(x1,x0), para todo n € N, concluimos que

d(Xp41,2n) =0y Tpy1 = Ty = Tp—1 = ... = x, para todo n € N.
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