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INSTRUCCIÓN: Debe responder las Preguntas 1 y 3, y otra a elección suya entre la 2 y la 4.

1. (2 pts.) Si la función f : (X, d) −→ (Y, λ) es continua en X. Demuestre que si A ∈ Fσ en Y , entonces
f−1(Ac) ∈ Gδ en X.

Solución: Sea A ∈ Fσ. Luego por definición,

A =
⋃
n∈N

Fn

donde Fn ⊂ Y son conjuntos cerrados en Y , para todo n ∈ N. Si tomamos commplemento en A,
obtenemos que,

Ac =
⋂
n∈N

F c
n.

Note que cada F c
n es un subconjunto abierto de Y , y por continuidad, cada f−1(F c

n) es un abierto
en X. Aśı, tomando preimagen en Ac, se tiene que:

f−1(Ac) = f−1(
⋂
n∈N

F c
n)

=
⋂
n∈N

f−1(F c
n) ∈ Gδ.

2. a) (1.5 pts.) Sean (X, d1), (Y, d2) y (Z, d3) espacios métricos. Considere el espacio métrico producto
(X × Y × Z, p), con p((x1, y1, z1), (x2, y2, z2)) = d1(x1, x2) + d2(y1, y2) + d3(z1, z2). Demuestre
que,

(A×B × C) = A×B × C,

para A ⊂ X,B ⊂ Y y C ⊂ Z.

Solución: Sea (x, y, r) ∈ (A×B × C) y ϵ > 0. Por definición, existe (z, w, v) ∈ A × B × C y
(z, w, v) ∈ B((x, y, r), ϵ). Es decir,

z ∈ A ∧ w ∈ B ∧ v ∈ C ∧ p((x, y, r), (z, w, v)) < ϵ

Lo cual es equivalente a que,

z ∈ A ∧ w ∈ B ∧ v ∈ C ∧ d1(x, z) < ϵ ∧ d2(y, w) < ϵ ∧ d3(r, v) < ϵ
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Lo anterior nos entrega tres afirmaciones:

z ∈ A ∩BX(x, ϵ)

w ∈ B ∩BY (y, ϵ)

v ∈ C ∩BZ(r, ϵ)

Es decir, x ∈ A, y ∈ B y r ∈ C. Por lo tanto, (x, y, r) ∈ A × B × C. Como todos los pasos
fueron equivalentes, y ϵ > 0 es arbitrario, concluimos que (A×B × C) = A×B × C.

b) (0.5 pts.) Considerando el literal a), considere D1 ⊂ X,D2 ⊂ Y y D3 ⊂ Z, los cuales son
densos en X,Y y Z, respectivamente. Demuestre que D1 ×D2 ×D3 es denso en X × Y × Z.

Solución: Basta utilizar la parte anterior y que D1 = X,D2 = Y y D3 = Z:

D! ×D2 ×D3 = D1 ×D2 ×D3 = X × Y × Z.

3. Sea (X, d) un espacio métrico y A ⊂ X.

a) (1 pto.) Si
◦
A= ∅ y

◦
(Ac)= ∅, entonces ∂A = X.

Solución: Por definición:

(∂A)c = (A ∩Ac)c

Por la ley de Morgan:

(∂A)c = (A)c ∪ (Ac)c = (Ac)◦ ∪ ((Ac)c)◦ = (Ac)◦ ∪ (A)◦ = ϕ ∪ ϕ = ϕ

Aśı, (∂A)c = ϕ. Por lo tanto, ∂A = X.

b) (1 pto.) Si A es abierto en X, demuestre que
◦

(∂A)= ∅.

Solución: Sabemos que

∂A = A ∩Ac

Tomando interior y utulizando la propiedad (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦,

(∂A)◦ = (A)◦ ∩ (Ac)◦

= (A)◦ ∩ ((A◦)c)◦

Pero como A es abierto, sabemos que A = A◦, entonces

(∂A)◦ = (A)◦ ∩ (Ac)◦ = (A)◦ ∩ (A)c ⊂ A ∩ (A)c = ϕ

Es decir, (∂A)◦ = ϕ.

4. a) (1 pto) Sean f : (X, d) −→ (Y, r) una función continua y A ⊂ Y . Demuestre que

f−1
( ◦
A
)
⊆

◦(
f−1(A)

)
.

Indicación: Recuerde que la continuidad en x ∈ X implica que, para todo ε > 0, existe δ > 0
tal que f(B(x, δ)) ⊂ B(f(x), ε).
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Solución: Sea x ∈ f−1(A◦). Por definición de preimagen, existe y ∈ A◦, tal que y = f(x).
Por definición de interior, existe ϵ > 0 tal que

B(y, ϵ) = B(f(x), ϵ) ⊂ A

Por continuidad, existe δ > 0 tal que

f(B(x, δ)) ⊂ B(f(x), ϵ).

Afirmamos que B(x, δ) ⊂ f−1(A). En efecto, sea z ∈ B(x, δ). Por continuidad, f(z) ∈
B(f(x), ϵ) ⊂ A, y por ende, x ∈ f−1(A).
Por lo tanto, x ∈

(
f−1(A)

)◦
.

b) (1 pto.) Sean f : (X, d01) −→ (Y, d01) una función y A ⊂ X. ¿Es cierto que

f(
◦
A) ⊆

◦
(f(A))?

Indicación: Piense como son los abiertos de un espacio métrico discreto.

Solución: De hecho se tiene la igualdad de ambos conjuntos, independiente de A. Sabemos que
todos los subconjuntos de X e Y son abiertos, por estar ambos espacios dotados de la métrica
discreta. Aśı, (f(A))◦ = f(A) y A = A◦. Por lo tanto,

f(A◦) = f(A) = (f(A))◦.
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