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1. Sea (X, d) un espacio métricoy A C X.
a) Si A es abierto en X, muestre que 9A = AN A°.

Respuesta: La frontera de A es AN A¢. Pero, A¢ = (A°)¢, y como A es abierto, A¢ = (A°)¢ =
A Asi, 0A = AN A°.

b) Sea f: (X,d) — (R,]|-|) continua. Considere el conjunto abierto
A={zeX: f(x) > 0}.
Demuestre que para todo = € A se verifica f(x) = 0.

Respuesta: Aunque el problema no lo pide, veamos porqué A es abierto en X.
Sabemos que (0, +00) es abierto en R, y que f es continua, luego f~!((0,+oc)) también debe ser
abierto en X. De hecho,

FH(0,+00)) :={z € X : f(z) € (0,400)} = {z € X : f(z) > 0} = A.

Sea x € DA. Por la parte anterior, z € Ay x € A° = {x € X : f(x) < 0}. Esta tltima afirmacién,
nos dice que f(z) <0, y asi, solo nos restaria probar que f(x) > 0, para concluir que f(z) = 0.
Por contradiccién, supongamos que f(z) < 0. Por continuidad, existe § > 0 tal que f(z) < 0, para
todo z € B(x,6). Pero ademés, x € A, e implica que, B(z,5) N A # ¢. Es decir, existe z € B(z,d)
y z € A. Luego, f(z) >0y f(z) < 0. Contradiccién.

Por lo tanto, f(x) = 0.

2. Sea (X, d) espacio métrico y A C X denso en X. Muestre que:
a) (A9)° = ¢.

Respuesta: Sabemos que A = X. Tomando complemente, esto es equivalente a A° = ¢. Pero
la formula de dualidad entre clausura e interior nos dice que (A°)° = A°. Junto lo anterior,

(A9)° = ¢.
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b) d(r,A) =0, para todo r € X.
Respuesta: En clases se demostré que d(r, A) = d(r, A). Pero como A = X, se tiene que
d(r,A) =d(r,X) =0.

c) Si(X,d)= (R,|-]),la densidad de A se puede caracterizar de la siguiente forma: dados z,y € R,
con x < y, siempre existe a € A tal que z < a < y. (OPCIONAL)

Respuesta: Supongamos que A es denso en R. Sean z,y € R tales que = < y. Por la parte
anterior, d(*5, A) = 0. Para e := L5% > 0, existe a € A tal que

r+y
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r+y
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esto ultimo, usando la caracterizacién del infimo E| Es decir,
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Reciprocamente, asumamos que se tiene caracterizacién, y mostremos que A es denso. Sean
€e>0yreR. Tomando = :=r — € e y := r + € en la caracterizacién, debe existe a € A tal
que r — e < a < r + €, donde esta ultima desigualdad es equivalente a que |r —a| < € =€+ 0.
Luego, por la caracterizacion del infimo, se tiene que inf{|r —a| : a« € A} = 0, para todo r € R.
Por lo tanto, d(r, A) = 0, para todo r € R, y por ende, A es denso en R.

d) Demuestre que A = {37 : m € Z,n € N} es denso en R. (OPCIONAL)

Respuesta: Utilizaremos la caracterizaciéon dada para conjuntos densos en R. Sean z,y € R
tales que x < y. Como la sucesion {%}neN converge a 0, existe N € N tal que

1
2W < y—x
Es decir,
1< 2Ny — 2Ny
Luego, como la diferencia entre 2Vz y 2Vy es mayor a 1, debe existir un entero m € Zﬂ tal que

2Nx<m<2Ny.

Es decir,
m
Como 7% € Ay x,y € R eran arbitrarios, concluimos que A es denso en R.

3. Sea f: (X,d) — (Y, ) una funcién continua, y A C R no vacio.

a) Demuestre que f(A) C f(A).

Respuesta: Sea y € f(A). Por definicién, existe z € A tal que f(2) = y.
Sea € > 0 arbitrario. Queremos demostrar que B(y,€) N f(A) # ¢. Es decir, buscamos a € A

'Recuerdo: Sea A C R no vacio y acotado inferiormente. Entonces A tiene infimo, digamos « € R, y es tal que, para todo
€>0,hayuna € Atalque a+e€e>a
2En concreto, m = [2V2] + 1, donde [] es la funcién parte entera.
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tal que f(a) € B(y,e€).
Primero, utilizaremos la continuidad de f sobre z. Para el ¢ > 0 dado, sabemos que existe
0 > 0 tal que, para todo z:

dz,z) <0 = A f(x), f(2)) <e.

Como z € A, existe a € A tal que a € B(z,6). Es decir, existe a € A tal que d(a, z) < 6.
En la continuidad, podemos tomar z := a, y tendremos que A(f(a), f(2)) < ¢, lo cual es
equivalente a que, f(a) € B(y,¢€).

b) Muestre con un ejemplo que la contencién anterior no es en general una igualdad.

Respuesta: Sea f: R — R dada por f(x) = Arctan(z). Tomando A = (0, +00), vemos que
f((0,+00)) = f([0,00)) = [0, 5), y f((0,00)) = (0,F) = [0, 5].

c) Si ademds f es epiyectiva, demuestre que f mapea densos en densos.

Respuesta: Sea A C X denso. Por demostrar, que f(A) es denso en Y. Usando el ejercicio
anterior, tenemos que:

F(X) = f(A) C f(A),

~

pero f es epiyectiva, por lo que

= C
Y C f(A) Y,

y se concluye que f(A) =Y.

4. Sean (X, d) e (Y, \) espacios métricos y (X XY, p) el espacio métrico producto, donde p((x1,y1), (x2,y2)) :=
d(z1,22) + AM(y1, y2). Demuestre que

ClXXy(A X B) = Clx(A) X Cly(B)
si AC X y BCY, ambos no vacios. Aqui, CI(A) := A.

Respuesta: Sea (x,y) € Clxxy (A x B) y € > 0. Por definicién, existe (z,w) € A x By (z,w) €
B((z,y),€). Es decir,

z€ANwEBAp((x,y), (z,w)) <€
Lo cual es equivalente a que,
z€ANwEBAMN(Z,2)<eANdy,w)<e

En la dltima desigualdad, hemos utilizado el siguiente resultado: Sia+0b < ¢, y a, b, c > 0, entonces
a<cyb<e
Lo anterior nos entrega dos afirmaciones:

2 € AN Bx(x,€) £ ¢
w € BN By (y,€) # ¢

Es decir, » € Ay y € B. Por lo tanto, (z,y) € A x B. Como todos los pasos fueron equivalentes, y
€ > 0 es arbitrario, concluimos que Clxxy (A x B) = Clx(A) x Cly(B).

5. Sea el R espacio vectorial
S = {{an}nen C R : {ay }nenes convergente a 0},
yco:={{an}tnen € S:IN €N, a, =0, Yn > N} C S. Dote a S de la norma

[{an tnenl| := sup |ax|
neN

(spor qué es una norma?). Si a S lo dotamos de la métrica inducida por || - ||, muestre que:
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a) cg = ¢.

Respuesta: Como (S, || -||) es un espacio vectorial normado, basta con demostrar que cg es
un subespacio de él. Sean {ay }nen, {bn}nen € co y @, 5 € R. Por definicién, existen N1, Ny € N
tales que a, = 0, para todo n > Ny y b, = 0, para todo n > N,. En particular, para
N = max{N1, N2}, se tiene que a,, = b, = 0, para todo n > N. Luego,

aan + Bb, =0,Yn > N.

Por lo tanto, la sucesién {aa, + by tnen € co.

b) ¢ = S. Concluya que los subespacios vectoriales no siempre son cerrados.

Respuesta: Por la pregunta 1, basta demostrar que d(a, cg) = 0, para todo a := {ap }reny € S.
Sea a = {ap}neny € Sy € > 0. Buscamos b = {b, }nen € ¢o tal que ||a —b|]| <0+ € =¢, y por
definicién de infimo, tendremos que d(a,cp) = 0.

Como a € S, por definicién, existe N € N tal que |a, — 0| = |a,| < §, para todo n > N.
Construimos el siguiente candidado para b = {by, }nen :

ap, st n<N
by ==
0 st n>N

Claramente, b € ¢y y ademas,

€
||CL— b|| = Sup|an - bn| = sup |an| <5 <e
neN n>N 2
Por lo tanto, d(a,cp) = 0, y como a fue arbitrario, concluimos que ¢y es denso en S.
Si ¢g fuese cerrado, se tendria que ¢y = ¢y, pero por lo anterior, S = ¢g, lo cual es absurdo.

6. Sea C([0,1],[0,1]) el espacio de funciones continuas de [0, 1] en [0, 1] con la métrica del supremo. De-
muestre que el subconjunto de homeomorfismos de [0, 1] en [0, 1] tiene interior vacio en C([0, 1], [0, 1]).
(PENDIENTE)
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