ANALISIS REAL

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS —~ UNIVERSIDAD DE CHILE

1. DISTANCIAS Y EJEMPLOS DE ESPACIOS METRICOS

1.- Demuestre que si (X, d) es un espacio métrico y el conjunto X tiene al menos
n elementos, entonces
d(zy,x,) < d(xy,22) + d(z,23) + ... + d(Tp_1, Tp),

donde z; € X para todoi=1,...,n.
2.- Si (X, d) es un espacio métrico. Demuestre que

‘d($> y) - d(’z?w>| < d(.ﬁC, Z) + d(y,?ﬂ)
3.- Si (X, d) es un espacio métrico. Demuestre que
4.- Determine si (R, d) con d(z,y) = (z — y)? es un espacio métrico o no.
5-Si (E,dy),(E,dy),...,(F,d,) son espacios métricos. Determine si (F,d*) con
d*(x,y) = dy(z,y) + ...+ dn(z,9)

es un espacio métrico o no.
6.- Sea f: [0,00) — [0, 00) una funcion creciente tal que f(0) = 0 y ademas verifica
la propiedad:

f(t+s) < f(t)+ f(s) paratodot,s>0.

a) Demuestre que si existe s > 0 tal que f(s) = 0, entonces f es nula en
[0, 00), es decir f(u) =0 para todo u > 0.
b) Demuestre que si f no es nulay (F,d) es un espacio métrico. Entonces

d1($5y> = f(d(.’ll‘,y))

tambien define una distancia sobre E.
7.- Demuestre que

|z =yl
di(z,y) = T+l —y|

define una distancia sobre R. Ayuda: utilice el ejercicio anterior.
8.- Sea (F,d) un espacio métrico y a € E. Definamos dy: E x E — [0,00) como
di(x,y) =0 siy solo si z =y y ademas
dl('r7y) :d(x,a)—i—d(a,y) Slﬂj%y

Demuestre que d; define una distancia sobre F.
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d(f,g): /!f )| dz

define una distancia sobre C([0,
10.- Considere el conjunto

BR,R) :={f: R —R| f es acotada en R}
y demuestre que

d(f,9) = If —gll = sup |f(t) —g(t)],

te(—o0,+00)

9.- Demuestre que

define una distancia sobre B(R,R). Ayuda: Aqui se puede adaptar creativa-
mente un importante ejemplo visto en clases.

11.- Demuestre que
1 1/2
= ([ 1@ = gt ar)

define una distancia sobre C([0, 1], R).

12.- Sea E un conjunto y considere la funcién d: Ex E — [0,400) con las siguientes
propiedades para todo z,y,z € E:

i) d(xz,y) =0 siy solosiz =0,

i) d(z,y) = d(y,z),
iii) d(z,y) < mix{d(z, 2),d(y, 2))}.

a) Demuestre que d es una distancia. Con esta distancia particular se dice que
(E,d) es un espacio ultrameétrico y estudiaremos sus propiedades mas
adelante.

b) Demuestre que si z,y, z € E entonces al menos dos de los ntumeros d(z, y),d(y, 2)
y d(z,z) son iguales. Esto significa que en un espacio ultramétrico todos
los triangulos son is6celes.

13.- Sabemos que P(N) denota el conjunto de partes de N (el conjunto de todos
los subconjuntos de N). Consideremos la funcion d: P(N) x P(N) — [0, +o0)
definida como

d(AB):{ 0 siysolosi A=8B
’ (n+1)"'  donde n es el elemento minimal de A A B.

Recordemos que la diferencia simetrica entre dos conjuntes es
AAB:=(AUB)\ (AN B).

Demuestre que (P(N),d) es un espacio ultramétrico.
14.- Dado un conjunto no vacio X se dice que la funcion e: X x X — [0, +00] define
una brecha sobre X si’:
i) Si x =y entonces e(x,y) =0,

ii) e(x,y) = e(y, r) para todo x,y € X,
i) e(x,y) <e(x,z)+ e(z,y) para todo z,y,z € X.

Mencione cuales son las diferencias entre una distancia y una brecha. Pro-
porcione ejemplos de brechas.

1En 1a literatura francesa, a esta funcién se la llama écart
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Si (X, e) e (Y, f) son dos espacios metricos, demuestre que
d((z1,91), (%2, y2)) = max{e(z1, y1), f(22,y2) }
y

d((x1, 1), (22,92)) = Vw1, 11)? + f(2, 42)?
definen una distancia sobre el conjunto X x Y.

2. DISTANCIAS, DISTANCIA DE PUNTO A CONJUNTO.

Sea Z un conjunto y (E,d) un espacio métrico. Si f: Z — FE es una funcion
inyectiva, demuestre que

d(z,y) = d(f(x), [(y))
es una distancia sobre Z.
Demuestre que d(m,n) = }% — %} define una distancia sobre N.
Definamos el conjunto N := N U {400} y definamos la funcién e: N x N —
[0, 400) U {oo} como sigue:
1 1

e(n,m) = pa

, e(n,00) =e(oo,n) = % y e(o0o,00) =0.

;Es e una distancia sobre N?.
Sea (FE,d) un espacio métricoy f: E — R, determine si e: E x E — [0, 4+00)
definida por

e(r,y) =d(z,y) + |f(x) — f(y)|
es una distancia sobre £.
Considere los espacios métricos (R™, || - |]2) y (R™, || - ]|2). Si L: R" — R™ es
una funcion lineal ;Podemos decir que L es una inmersion isométrica?
Considere el espacio métrico (R, |-|). Como Q C R, ;jcuél es la distancia d(x, Q)
para cualquier x € R?.
Sea (E,d) un espacio métrico tal que a € E'y S C E (con S # &). Demuestre
que
d(a,S) <d(a,b) +d(b,S) VbeE

Sea (E,d) un espacio métrico tal que a € E,a’ € Ey S C E (con S # ).

El diametro del conjunto S se define como

Diam(S) = sup {d(u,v): u € S,v € S}.
Demuestre que
|d(a,S) —d(d,S)| <d(a,S)+ Diam(S) + d(d', S).

Sea (E,d) un espacio métrico donde d es la distancia discreta. Sia € E'y
S C E (con S # @). ;Cual es el valor de d(a, 5)?.
Sea (E,d) un espacio métrico donde F = €([0, 1], R) y la distancia es d(f, g) =

max |f(z) — g(x)|.

z€[0,1]
Sea B C €(]0, 1], R) descrito por

B={heC(0,1],R)]|e < h(z) < e}
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Si p(x) = cos(x) jcudl es la distancia d(p, B)?
De un ejemplo de espacio métrico (E,d) tal que A C E'y B C E (ambos no
vacios) tales que AN By d(A,B)=0.
Sea (R, |- ]) un espacio métrico y considere el subconjunto

1

B_{—:neN} C R.

n
Calcule d(0, B).

Si (E,d) un espacio métrico tal que S C E (con S # @) y (como en el Ejericio

8) el diAmetro del conjunto S se define como

Diam(S) = sup{d(u,v): u € S,v € S}.

i Podemos decir que siempre Diam(S) < co? (Ayuda: pensar en el Axioma
del Supremo).
Si (F,d) un espacio métrico tal que S C E (con S # @) y a € E. Demuestre
que para todo £ > 0 existe x € S tal que d(a,z) — d(a, S) < e.

3. FUNCIONES CONTINUAS

Sif:(X,d) = (X,d)yg: (X,d) = (X,d) son Lipschitzianas, demuestre que
fog: (X,d) = (X,d)ygof:(X,d)— (X,d) son Lipschitzianas.

Sea (X,d) un espacio métrico y M C X un subconjunto no vacio. Considere
la funcion f: (X, d) — (R, |- |) definida por

f(x) = d(x, M)

. Es f Lipschitziana?
Sif:(X,d)— (Y,N) yg: (Y,\) — (Z,n) son homeomorfismos. ;Es la funcion
(go f): (X,d) — (Z,n) un homeomorfismo?
. Como son las isometrias f: (R, |-]) = (R,]-])?
Sea (V|| -]|) un espacio vectorial normado sobre R y sea A € R\ {0}. Consi-
deremos la funcion H) : V': V definida por H)(Z) = A\Z.
i) (Es H) un homeomorfismo?
ii) ;Es H) Lipschiztiana?
iii) ;Para que valores de A se tiene que H) es una isometria?
Considere los espacios métricos (R, |-|) y (R, d) donde

d(z,y) = min{1, [z — yl}.

Recordemos que la funcién identidad 7;: R — R esta definida por I4(x) = x
para todo z € R.
a) {Es continua I;: (R,|-|) = (R,d)?
b) (Es continua I;: (R,d) — (R,|-])?
Sean dy,ds y ds tres distancias sobre X. Si d; es mas fina que dy y ds es mas
fina que d3 demuestre que d; es mas fina que ds.
Sean d; y do dos distancias sobre X. Si estas distancias son equivalentes, de-
muestre que si f: (X,dy) — (Y, \) es continua, entonces f: (X,ds) — (Y, )
también es continua.
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9.- Sea (E,d) un espacio métrico donde F = C([0,1],R) y la distancia d esta
definida por d(f, g) = max |f(z) = g(2)].
Considere la funcion T': (E,d) — (R, | -|) definida por T'(f) = f(1).
i) (Es T continua?

ii) (Es T lipschitziana?
iii) jEs T lineal?

10.- Sea (F,d) un espacio métrico donde E = C([0,1],R) y la distancia d esta
definida por d(f, g) = méx |f(x) — g(z)].

z€[0,1]

Sea F' = [P](]0,1],R) el subconjunto de E conformado por las funciones
polinomiales.

Considere la funcion D: (F,d) — (F,d) definida por

F(f) =1,

donde [’ es la derivada de la funcién.

i) {Es D lineal?
ii) jEs D continua?

4. INTERIOR, CONJUNTOS ABIERTOS Y FRONTERA

1.- Considere el espacio métrico (£, d) con

E=¢(0,1LR) donde d(f.g) = ||f — gll = mibx | f(x) — g(x)].

z€(0,1]

a) (La funcion T: (C([0,1],R), || - ||) = (R, |- |) con la regla de asignacion

Tf:/olf(x)da:

es continua en C([0,1],R)?
b) Demuestre que el conjunto

et = {feC(0,1,R) | f(x) >0 VYael0,1]}

es abierto en C([0, 1], R).
¢) Sin < m, demuestre que el conjunto

Com :={f €C([0,1,R) | n < f(x) <m Vzxel0,1]}

es abierto en C([0, 1], R).
2.- De un ejemplo de funcion continua f: (F1,d;) — (Es, dy) tal que A es abierto
en E; pero f(A) no es abierto en Fs.
3.- Si f: (E1,d1) — (Es,ds) es unaisometria, ; Podemos afirmar que si A es abierto
en E; entonces f(A) es abierto en Fy?.
4.- Si (X, d) es un espacio métrico y M C X es no vacio. Demuestre que todo A

abierto en X que verifique A C M tambien verifica A C ]\04 .
5.- Si (X, d) es un espacio métrico, M C X y N C X son no vacios, demuestre
que

J\?U&C(MUN).



6.-

10.-

11.-

12.-

13.-

14.-

15.-

16.-

17.-

18.-

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS —~ UNIVERSIDAD DE CHILE

Si (X, d) es un espacio métrico y M C X es no vacio. Determine si
d(a, M) =d(a, M) =0

implica que a € OM.
Dado un espacio métrico (E, d) demuestre que

o=2 y O0E=w.

Dados un espacio métrico (F,d) y un subconjunto A C E demuestre que
J0(0A) C JA.

Dados un espacio métrico (E,d) y los subconjunto A, B C E, demuestre que
J(AUB) C 0AU0B.

Dados un espacio métrico (E,d) y un subconjunto A C E, determine si la
afirmacion

(A)= A\ 0A
es verdadera.

Sea (X.d) un espacio métrico y A C X. Demuestre que

O(A) C A

Dada una funcién continua f: (X,d) — (Y, A). Si O C Y verifica O € G5
entonces f~1(0) C X verifica f~1(O) € Gs.

Decimos que un conjunto X es numerable si existe una funcién ¢ : X — N
inyectiva. Demuestre que cada subconjunto numerable de R tiene interior vacio
en R.

T Sea (E,||||) un R—espacio vectorial normado. Demuestre que todo subespacio
V' no trivial verifica

V=2.
T En el espacio F de funciones de [0, 1] en [0, 1] (no necesariamente continuas)

con la métrica (f, g) — sup{|f(x) —g(z) : € [0, 1]}, denote por € la coleccion
de funciones constantes en F. Muestre que 0C = C.

Demuestre que f: (X,d) — (Y, d) es continua si y solo si f_l(/ol) Cf7Y(A) para
todo ACY.

Con respecto al ejercicio 5, jsigue siendo cierto si esta union es arbitraria?, es
decir, ;se satisface la contencion

UAOC(UA)O

para C una coleccién arbitraria de subconjuntos en el espacio métrico?.
En la linea del ejercicio anterior, muestre que

(N4 <A,
AeC A€l

sea cual sea, la coleccion €. Muestre que hay igualdad solo si € es finito.
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Si f: (X,d) — (Y,\) es continua y A, B son subconjuntos de Y, demuestre
que

fHA)Nf(B)
es abierto en X.
Demuestre que f: (X,d) — (R,]|-|) es continua si y sblo si para todo a € R
los conjuntos

X, ={r e X: f(z) <a}

Y, ={zreX: f(zx) > a}

son abiertos en X.

5. ADHERENCIA

Dado un par de funciones continuas f,g: (X,d) — (Y,\) y un subconjunto
A CY tal que f(z) = g(z) para todo x € A, demuestre que f(z) = g(z) para
todo x € A.
Sean (X, d) un espacio métrico. Sean A y G un par de subconjuntos de X tales
que G es abierto, Demuestre que ANG = @ si y solosi ANG = @.
Sea (X, d) un espacio métrico tal que A es denso en X. Demuestre que si O es
abierto en X y verifica A N O entonces O = .

De igual forma, demuestre que para todo O es abierto en X y no vacio, se
verifica que AN O # @.
Sea (X, d) un espacio métrico. Demuestre que si A es abierto en X entonces

DA=ANA =7\ A.

Sea (X, d) un espacio métrico. Demuestre que si A es cerrado en X entonces

OA = AN (A)° = A\ (4)
Sea (X, d) un espacio métrico. Demuestre que si A es denso en X entonces
(A%) =
Dada una funcion continua f: (X d) ( Y,\). Si A C Y verifica A € F,
entonces f~H(F) C X verifica f~!(F) €

Dado un espacio métrico (X, d). Se dlce que A C X es un conjunto ralo o denso
en ninguna parte si

(A) =2

Demuestre que si A es abierto en X entonces A es un conjunto ralo. Muestre
que N es ralo en R.
T Sea (E,]|-||) un R-espacio vectorial normado de dimension finita. Demuestre
que todo subespacio V es ralo.
Muestre que no existen espacios métricos que tengan subconjuntos densos que
también sean ralos.
Sea (X, d) un espacio métrico, z € X y A C X. Demuestre que:
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1. Diam(A) = Diam(A)*

2. d(z,A) < d(z,0A).

3. Muestre con un ejemplo que Diam((jl)) # Diam(A) y que dist(z, (/01)) #
dist(x, A).

12- 1 En (R,|-[), muestre que el conjunto A := {F : m € Z, n € N} es denso.
;Podria dar un resultado un poco mas general?

13.- ¥ Sea (X,d) un espacio métrico, denote por € a la coleccion de todos los
subconjuntos densos de X y por iso(X) al conjunto de puntos aislados de X.
Demuestre que

ﬂ A =iso(X).
Aee
14.- Sea f: (X,d) — (R, |- |) continua. Considere el conjunto abierto

A={zre X: f(z)>0}.

Demuestre que para todo x € JA se verifica f(z) = 0.
15.- Sea (X,d) un espacio métrico y A C X. Demuestre que A C G5 si y s6lo si
A¢ e F,.

NUEVO!!

16.- Demuestre que todo nimero irracional es un punto de acumulaciéon de Q

17.- Sea (X,d) un espacio métrico y A C X. Demuestre que si A es denso en X
entonces todo elemento de X \ A es un punto de acumulacion de A.

18.- Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Demuestre que

(A) = A° A (A

19.- Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Demuestre que si A es cerrado en X
entonces contiene a todos sus puntos de acumulacion

20.- Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Demuestre que si A es un conjunto
ralo, entonces

(AnA)=2

21.- Describa los conjuntos densos en un espacio que esta dotado con la métrica
discreta.

22.- Muestre que no todas las funciones continuas mapean densos en densos. ; Cuales
sf lo hacen?

23.- Muestre que Q™ es denso en R”, si dotamos a R™ de cualquier métrica inducida
por una norma.

24.- Sean (X, d) y (X, d') espacios métricos. Muestre con un ejemplo que la frontera
de una subconjunto A C X depende de la métrica usada.

25.- Muestre que A C X es denso en X, si y s6lo si, para cada z € X y cada € > 0,
existe a € A tal que a € B(z,€).

26.- Suponga que D es denso en X. Muestre que cualquier subconjunto de X que
contenga a D también es denso en X.

2Para la definicion de didmetro de un conjunto S en un espacio métrico, revise el ejercicio 8 de
la guia 2.
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27.- Sea (X, d) un espacio métrico. Suponga que existe una coleccion {B, },cr de
abiertos en X disjuntos dos a dos. Demuestre que todo subconjunto denso en
X debe ser no numerable.

28.- Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Demuestre que si 0ANA =D siy
s6lo si A es abierto en X.



