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P1.- Consideremos el siguiente funcional

J(u) = ;/Q(Vu)lDVu+ / T)u —/fu

donde D es simétrica, continua, definida positiva, uniformemente acotada superior e infe-
riormente, y «(z) es positiva y uniformemente acotada superior e inferiormente. Demuestre
que si u € H} () es punto critico de J(u), entonces resuelve el siguiente problema de EDP

—V - (D(z)Vu) + a(z)u = f, en
u =0, en 02

Demostracion:

Veamos que es un funcional clase C'. Veamos que su propuesto de diferencial cumple con las
condiciones necesarias

T(u+ h) —%/ﬂ(V(wh))iDV(uM)+%/ﬂa(ag>(u+h>2—/Qf(um)

= % /Q (Vu)*DVu+ /Q (Vh)iDvw% /Q (Vh)ipvmé /Q olz)u?+ /Q a(x)uh% /Q a(x)h?

[ ue [an= s [ @ pvus [ o [ el [omtoond [aepe

Dado que D es simétrica y definida positiva. Proponemos el siguiente operador lineal en h
como diferencial de J(u)

L(u)[h] = /Q (Vh)*DVu + / x)uh — / fh

nos falta probar que

%/Q(Vh)iDVh+%/Qa(x)h2

es orden U(||h]|g1(q))- Ahora, Como D y « son uniformemente acotadas por arriba, se tiene
que

NL(w)[h] =
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1 C
5 /Q(Vh)lpwb < S IVAIa)

1 2 R 2
3 | a@h? < FllhlE

para ciertos C' y R positivos, se tiene que

NL(w)[h] < mis{5 5 HIb 2 o)
por lo tanto

NL(u)[h]

p—_—A
- ||h||H3(Q)

Luego podemos identificar el diferencial de J(u) con el operador L(u) propuesto. De esto se
tiene que J(u) es de clase C'.

Ahora, si u € Hj(f2) es punto critico de J(u), entonces DJ(u)[h] = 0,Vh € H}(Q). Tomemos
la definicion del diferencial propuesto

llmWHH&(Q) =0

L(u)[h] = /Q (Vh)*DVu + /Q a(r)uh — /Q fh

Ahora ntegremos por partes
:/ —(V~DVu)h+/a(x)uh—/fh—|— Do, uh
Q Q Q 09
pero, al estar h € H}(Q), la dltima integral se nula. Luego podemos factorizar h

:/Q[—(V-DVu)vL/Qoz(:c)u—/Qf]hzo

Luego, por el teorema de representacion de Riez y Hanh-Banach, esto ocurre si y solo si

—(V-DVU)%—/Qa(x)u—/Qf:O

Luego, si u es punto critico, entonces resuelve el sistema propuesto.

P2.- Considere el siguiente problema de evolucién

O = f(u,z,t), en Q
u = 0,en 0N
w(0) = ug € (H*(Q) N Ho (), | Mmpe))
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donde f(u,z,t) es el siguiente operador

flu,z,t) = Dut+u—u?

y 2 es acotado.

a) Demuestre que el siguiente funcional de energia es tal que f(u,x,t) = —DE(u).

1 1 1
E) = [ z|Vu]*+ -u' — Zu?
(u) /92| ul” + 7u" = u

Demostracion:

Para lo anterior, veamos que E(u) es de clase C? y calculemos su diferencial

1 1 1
E(u+h) :/—|Vu|2—|——u4——u2+/ Vu-Vh+u3h—uh+/ —|Vh]*+= 2h2+ h2+ R34= Ly
Q2 4 2 Q 4
Definamos los siguientes operadores

L(u)[h]:/QVu-Vh—kugh—uh

1 3 1 1
NL(u)[h :/—Vh2+—u2h2——h2+uh3+—h4
(Wl = | FIVAF+3 : 1

Por lo que podemos reescribir la igualdad anterior como

E(u+h) = E(u) + L(w)[h] + NL(w)[h]

Veamos que NL(u)[h] =(h)

|NL(u)[h]|</—|Vh|2 /qu%? /h2 /|uy|h|3 /h4
sllhlEge + [ o+ [ g+ [ nt
||V L(u)[h]

0 < bl + [ St [ty [
Al O & e R ALl Pl T

< Sl + [ vt [l [
P R [ Pl S i S e

luego como (2 es acotado, al tomar el limite [[h|[51 ) — 0, se tiene que los integrandos del
lado derecho convergerén a 0, dado que u € L*(Q) C L'(Q2) y que [[h|[20) < [[hl|m(0)

luego se tiene que
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Luego F(u) es de clase C' y

DE(u)[h] = L(u)[h] = /Qw -Vh+u?h —uh = L(u)[h] = /Q[—Au +u® —ulh

Luego se tiene que

DE(u) = —Au+u® —u = —f(u,,t)

b) Demuestre que si u € H2(2) N H} () es minimo del funcional de energia, entonces es un
cero del operador de f.

Demostracion:
Siu € H?(Q)N H () es un punto critico, quiere defir que Vh € H2(2) N HL(Q) se tiene que

DE(u)[] = /Q[—Au o —ulh =0

Luego por el teorema de representacion de Riez-Frechet, y el teorema de Hanh-Banach, se
tiene que

—Au+u®—u=0,Vr €N

Luego corresponde a un cero del operador f(u,z,t)
c¢) Demuestre que E(u(t)) es decreciente como funcion de ¢.
Demostracién:

Dados los resultados de a) y b), el sistema puede ser descrito como un flujo gradiente de la
forma

tomemos el sistema entonces

ou=Au+u—u’

y multipliquemos todo por d,u e integremos sobre el dominio €2, obtenemos lo siguiente

2 4
H&qu%g(Q) :/&guﬁu—l—u@tu—u?’@tu:/8tuAu+/8tu——/@u—
Q Q o 2 o 4

/VU V(0u) +at/———= /Vu 0 (Vu) —l—at/——uz
Q

- [aT) var [ £ - = -a [ (Bh) -4 1

Luego, se tiene de manera genérica que
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Vul>,  w? ot 5
ol [ (F5) = 5 + 1 = W) = ~l1dwulfage

Luego integrando en un intervalos [0, to] se tiene que
to to
/ O E(u)dt = E(u(ty)) — E(u(0)) = —/ ||8tu||%2(g)dt <0
0 0

Luego sigue que

E(u(to)) < E(u(0))

siendo F(u) decreciente como funcion de ¢
d) Demuestre que el sistema converge a un cero del operador de Nemitski.
Demostracion:

De la igualdad anterior obtuvimos que
to
Blu(to)) + [ N0yt = E0)
0
Ahora, sabemos que Yu € H?(2) N H () se tiene que

(u* —1)*>0

por lo tanto

luego obtenemos la siguiente cota
to ) 1 , 1
[ oaugit + [ 3vutr - {iol
0 Q

fo 1 1 1
< [ 10l + [ 5ITuto) + Jutte)! = Ju(to?
0 Q

< [ SV + Ju(0)" - Ju(0y

Luego, como Vt, € R+, se tiene que

1
/—Nmmﬁzo
02
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la desigualdad anterior se puede reescribir como

fo 1 1 1 1
/0 [100ullZ2 0yt < 190+ /Q 5| VuO)F + Ju(0)" = Su(0)?
Ahora, como el lado derecho no depende de ty podemos tomar el limite de tg — oo

o 1 1 1 1
| loalftaaye < 3100+ [ ST + Ju0)! = Su(0)?

Ahora, como ||dyul |72 @ = 0, y el lado derecho es una cota uniforme, por convergencia de la
integral impropia se tiene que

Ly —so0||0u(t0) || £2(0) = 0

siendo esta una solucién estacionaria del sistema, y por tanto un cero del operador f(u,x,t).



