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[Teorema de Goldstein: | Sea E espacio de Banach. J(Bg) es o(E*™, E*)-densa en Bp««.

P1.- Sea X espacio de banach y sea Y C X* subespacio vectorial cerrado tal que se cumple que
i) Y separa puntos en X ii) Bx = Bx(0,1) es compacta con la topologia inducida por Y

a) Definamos 7 : X** — Y™* tal que 7(2**) = 2|y Muestre que 7 esta bien definida y que
W(BX**) = BY*

Demostracion:

Sea 2** € X**. Como 7(z**) es solo la restriccion de un funcional lineal continuo, es claro
que 7(2**) : Y — R es lineal. Ademaés, sea y € Y

(™), 9)| = [y, 9)| = [, y)| < 2™ Lxw]lylly
por lo que **|y es continuo, luego la aplicacion 7 esté bien definida.

Ahora, como 7(-) es una restriccién a un subespacio lineal cerrado, se tiene que

[l (@) lye <[]
se tiene que si x** € By, entonces 7(z**) € m(By+), teniéndose que 7(Bx+«) C By-+.

Por otro lado, sea y* € By, por teorema de prolongaciéon de Hanh-Banach podemos extender

y* a ¥ € X** tal que |y = y* v que ||[x*||x= = ||y*||y+. Luego, si y* € By, entonces
por la preservacion de la norma de Hanh-Banach 7(2**) = y* € n(B¥), teniéndose la otra
inclusion.

b) Sea y** € Y*. Pruebe que existe x € X tal que 7(J(x)) = y**
Demostracion:

Como J es isometria, se tiene que J(Bx) C Bx«, luego por la parte a), se tiene que
n(J(Bx)) C m(Bx+) = Bys. Ahora, por el Teorema de Goldstein, J(By) es o(E*™*, E*)-
denso en By« (la toplogia inducida por los funcionales de evaluacion).

Ahora, sea ** € By« tal que m(z**) = y*. Luego por el teorema de Goldststein 3{z, }aca C
By red, tal que Vf € X* (f,zo) — (x*, f) ya que es la topologia de los funcionales de
evaluacion.

Ahora por la propiedad ii), se tiene que Yy € Y, (74,,y) — (z,y) ya que Bx es compacta
para la topologfa inducida por Y para alguna subred {4, }acp ¥y * € Bx.

*k

Por unicidad del limite, se tiene que Vy € Y, (n(Jx),y) = (Jz,y) = (y,z) = (x*,y) =

(m(x*),y) = (y*,y), por lo tanto, por la propiedad i), se tiene que 7(Jz) = y*
¢) Demuestre que Y* es isomorfo e isométrico a X.

Demostracion:
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Definamos la siguiente funcion ¢ : X — Y™*, tal que ¢(x) = m(Jx). De la parte b), como
Vy* € By«,3x € Bx tal que w(Jz) = y*, se tiene que ¢ es sobreyectiva.

Veamos que es inyectiva, sean z, z € X tal que ¢(z) = ¢(z). Luego se tiene que YyinY, (y, z) =
(Jz,y) = (Jz,y) = (y, 2), pero por la propiedad i), la topologia inducida por Y separa puntos,
por lo cual x = z, siendo esta inyectiva, por tanto ¢ es isomorfismo

Al ser J y 7 funciones lineales, se tiene que ¢ es también lineal. Veamos que es isometria

ol cx,v+) = |T(I)]]ex,y*) = SUPzex ||z x=15UPyey,|lylly =11(J2,¥)} <1

luego ||¢||z(x,y+) < 1. Supongamos que Vz € By, con ||z||x = 1, se tiene que |p(x)| <
1. Por ser ¢isomorfismo, se tiene que ¢(By) = By«, podemos construir z € By tal que

o(z) = ﬂ Luego por inyectividad y linealidad de ¢, se tiene x = z||¢(x)||y+, pero

(@) |y
lo(2)l[y+ =1y z € Bx

d) Diremos que un espacio de Banach X posee predual, si existe Y tal que Y* = X. Demuestre
que X admite un predual ssi se cumplen las condiciones i) y ii).

Demostracion:
<= De las partes a), b) y c) se tiene esta implicancia.
—

Si Y* = X, sabemos por Banach-Alaoglu que By« es o(Y*,Y)-compacta. Como Bx = By,
luego se cumple de manera imnediata ii). Para ver que separa puntos, basta ver que la
topologia inducida por J(Y) C X** es separada.

Suponga que E es un espacio de Banach separable. Demuestre que (Bg«,o(E*, E)) es me-
trizable.

Demostracion:

Consideremos {x, },en denso numerable en E. Cosideremos la siguiente distancia
oo

Sea fy € Bg« y V una vecindad o(E*, E')-abierta. Debemos encontrar r > 0 tal que B(fy,r) C
V.

Consideremos sin pérdida de generalidad que V es una vecindad de la base, por tanto
I{y, }E_, en Bg conjunto finito tal que

V=A{felb :|(f— fou)l <eie[K]}
como {z, fnen es denso, en particular es denso en Bg, luego existiran {z,,, } X, tales que

€

|20, — wille < 1

Ahora, tomemos
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r< MmZG[K]{Qn +1}

Por lo tanto, sea ahora g € B« (fo,7), esto implica que

%)
f07 Z | gaxn <r
n=1

Ahora veamos que g € V

€ €
<<+

+ |(f0 -9, zm)
donde la primera desigualdad se tiene por continuidad y la segunda por el r escogido, esto
Vi e [K].

Ahora veamos que podemos encontrar una vecindad U dentro de una bola de radio » > 0
arbitrario.

Consideremos los primeros K términos de la sumatoria que componen la distancia propuesta

K 00
|(f_gaxn)| |(f_g)x’n>| r
i) =3 U mgml g Wl
tomando € = g podemos construir

U={fe L :|(f = fo,xi)| <eie[K]}

que es una vecindad o(E*, E)-abierta y se tiene que U C Bg«(fo,7).

Consideremos el siguiente funcional

J(u) = 1/\Vu\2 /au —/fu

con « una funcién continua, positiva y uniformemente acotada, y f € L?*(2). Estudie la
existencia de soluciones a este problema y si se alcanza el minimo en H'(2).

Demsotracion:
Por la forma que tiene esta funciéon, dado que « es una funcion continua positiva y unifor-

memente acotada, J(u) es un funcional convexo. Separemos J(u) = = fQ |Vul? + = fQ au?

Vemos que ademas J(u) € C%2(Q) ya que

_ 1 1
T ()] = / IVl + / o < ||Vl By + Supscala(@)HlullZo

< Min{1, Supzeo{a()} Hlull7n q
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Lo que la hace semicontinua inferior en particular. Luego, como J(u) es débil semicontinua
inferior, y al ser f € L*(§)), entonces J(u) es semicontinua inferior.

Ahora como J(u) > 0, el infimo existe y es finito, luego consideremos {u, },en sucecion
infimizante. Al ser convergente, esta es acotada, luego por teorema de Kakutani, esta posee
una sucecion débil convergente {u,, }jen. Como J(u) es semicontinua inferior, se tiene que

J(@) < limInf; oo J (un,)

Ahora, por convergencia débil @ € H'(Q2) y el minimo se alcanza, por tanto el problema
posee una solucién en H'(Q)



