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a) Considere (E,|| ||) un espacio de Banach y K C F un conjunto || ||-compacto.
Sea {x, }neny C K tal que x,, — z. Demuestre que z,, — x
Demostracion:

Como {z, }neny C K en la topologia fuerte, siginifica que este posee un punto de acumulacion
en K al cual converge en norma, el cual pertenece a K.

Supongamos por contradiccion que Jy € K tal que x # y punto de acumulacion de {z;, },en.
Como = # y y E es espacio de Banach, por Hanh-Banach existe una funcion f € E* que
separa z e y i.e. en la topologia o(FE, E*) existen vecindades convexas abiertas disjuntas de
x e y, dado que la topologia es Haussdorf.

Ahora como x,, — x, pero como supusimos que 3{z,, }jen € K tal que z,, — y, se tiene
que f(zn;) — f(y), pero f(z) # f(y), lo cual contradice que x,, — z. Luego el punto de
acumulacion de {z, },en €s Unico, por tanto z, — x

b)Considere (E,|| ||) un espacio de Banach. Suponga que x,, — 0y {2, }nen es de Cauchy.
Demuestre que x,, — 0

Demostracion:

Como E es Banach y {x, },en es de Cauchy, significa que posee un limite tnico. Supongamos
por contradiccion que z,, — x con x # 0. Ahora o(F, E*) es separada, por tanto 3f € E*
tal que f(x) # 0. Pero x,, — 0, por lo que f(x,) — 0. Pero por otro lado por continuidad
de la f(z,) — f(z), lo cual contradice la unididad del limite. Por lo tanto x, — 0.

Considere (E,|| ||) un espacio de Banach y (x,) una sucecion en E. Sea

K, = conv{z, :n > 1}
a) Pruebe que si z,, — x, entonces
(K = {«}
leN

Demostracion:
Vemos que la convergencia débil es shifteable i.e.

Si x, — x entonces x,,; — x,Vl € N. Ahora como K son convexos cerrados fuertes, implica
que son cerrados débiles. Ademas por la misma definicion de K, se tiene que

{xn—&-l}nEN g Kl

Luego, como z,, — z, entonces x € K;,Vl € N, lo que da una de las inclusiones.
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Ahora por contradicciéon supongamos que Jy # x tal que y € (7)o K. Luego como o(E, E*)
es Haussdorf, entonces existe una vecindad V' de x que no contiene a y.

Como x, — x y K con vecindades convexas cerradas (si tuvieran interior vacio x,, es una
sucecion constante) de z. Luego como z,, — x, entonces Jky € N tal que Vn > ko, k, € Kg,.
Como V es vecindad o(FE, E*)-abierta de x, 3k; € N tal que z,, € V,¥n > k. Luego tomando
k = Max{ko,k,}, se tiene que K; C V.

Por lo tanto [,y /1 € Kj €V, lo que contradice que y € (),o K. Luego se tiene la otra
inclusion.

b) Suponga que E es reflexivo. Pruebe que si (z,) es acotada y (),cy Ki = {z} entonces
Ty, — T.

Demostracion:

Sea V vecindad o(E, E*)-abierta de z. Esto implica que Gy = Kj; N V¢ es vecindad cerrada
de z. Como {z, }nen es acotada, entonces K; son acotados convexos o(F, E*)-cerrada.

Como F es reflexivo, entonces J(E) = E. Luego por Banach-Alaoglu, se sabe que todos los
convexos cerrados acotados de E** son o(E**, E*)-compactos. Luego J(Gy) son o(E**, E*)-
compactos, por lo tanto Gy son o(E, E*)-compactos por continuidad de J.

Ahora, como (o K = {z}, entonces (o Gi = (Nien (K N VE) = (MNien K1) NVE = {2z} N
Ve=0

Sea E espacio de Banach y sea A C FE o(E, E*)-compacto.

a) Sea f € E*. Demuestre que f(A) es acotado.

Demostracion:

Procedamos por contradiccion. Supongamos que F'(A) no es acotado.

Luego en particular 3{y, }nen tal que |y,| —> oo. Luego por definicion de f(A), Yy, Iz, € A
tal que f(z,) = y,.
Pero la hipotesis anterior contradice que A sea o(E, £*)-compacto, ya que 3{z,, }jen tal que

Tp; — T.

Por lo tanto f(x,,) — f(x) contradiciendo el hecho que |y,,| — oo. Por tanto f(A) es
acotado.

b) Demnuestre que A es acotado.
Demostracion:

Consideremos la inyeccion canoénica J : E — E**. Veamos que la familia F = {J, : x € A}
es puntualmente acotada

| () = |f(2)] < o0, Vf € E

dado que f(A) es acotado. Luego F es una familia putualmente acotada y E es Banach. Por
Banach-Steinhaus se tiene que

SupxeAHJxHE** < 0. @]
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Luego como J es isometria, se tiene que A es acotado.

c) Sea {x, }nen tal que x,, — x. Definamos

n
1
op = — E T,
n
k=1

Demuestre que o, — =
Demostraion:

Como x, — x, entonces {x, }n,en es acotada, por lo cual

||znllp < C

para C' > 0. Luego sea f € E*, se tiene que
. 1 ¢
[F(sigman) — f(x)| == D flen) = f(0)] <
k=1

Ahora como z,, — x se tiene que Ve > 0,IN € N : Vn > Ny, |f(z,) — f(2)] < % Ahora
Max{Ny, N1} P

tomemos N; tal que ek Luego
_ 1 & 1 & NC (n—N) N(2C —¢)
F(sigman)—f (@) < = 3 1) —f @)+ S [fm)-fla)] < = =+ = 25
k=1 k=N+1

Luego se tiene que o, — .

d) Sea M subespacio vectorial de E y fy € E*. Pruebe que 3gy € M+ tal que

I”fgeMLHfo - 9||E* = ||f0 - gOHE*

Demostracion:

Sabemos que

Infoenc|fo—glle < |[fo — golle

Ahora consideremos { g, }nen sucecion minimizante. Recordemos la definicion del ortogonal

M*+={fecE*: f(z)=0,Vz € M}

Como {gn }nen €s una sucecion que converge fuerte, entonces es acotada. Luego por Banach-
Alaoglu se tiene que posee una subsucecion {gn, }jen que converge débil. Por lo tanto

| fo = gn; (@) < |2[|Ellfo — gn; | £+
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Ahora como {gy }nen €ra sucecion minimizante, entonces {gy,,}jen es tambié¢ minimizante.
Ahora ambos lados de la desigualdad convergen. Luego M+ es convexo cerrado fuerte, por
lo tanto es cerrado débil, y como la topologia débil y débil-* son Haussdorff entonces se tiene
que

|fo = gollex < Infenms]||fo — glles

teniéndose la otra desigualdad.

P4.- Sean E, F' espacios de Banach

a) Sea T : E —» F operador lineal continuo. Muestre que existe un tnico operador lineal
tal que Vo € E,Vy* € F* se tiene que

Ty, ) = (y", Tx)
T™ se denomina adjunto de T'

Demostracion:

Veamos que esta bien definido. Como Tz € F, entonces (y*,Tz) € R. Queremos ver que
dz* € X* tal que (y*,Tx) = (2%, x). Definamos f(z) = (T*y*, ). Como

[f (@) = (" To)| < ly™ [l /1T o |2l

es lineal y continua, luego f € E*, por lo tanto dz* € E* tal que (y*,Tz) = (a*,x). Luego
podemos definir T*y* = x*. Veamos que esta bien definida como funcion.

Supongamos que existen x} y z% tales que (a2}, z) = (T*y*, x) = (x3,z). Por lo tanto (z] —
x5,x) = 0,Vx € E, pero por Hanh-Banach 27 — x5 = 0. Luego la aplicacion definida es
funcion.

b) Muestre que T* es continuo y que ||T*||z(p+ g+) = ||T'||z(£,7)- Muestre que T* es o (F™*, F)
- o(E*, E) continua.

Demostracion:

Calculemos las normas de cada operador

1Ty 5+ = supjje)jp=1|(T7Y", 2)| = supj =1l (v, T2)| < supajjp=rl[y”|| 7| T2l 7 = [y | 1T )
por lo tanto, tomando supremo sobre ||y*|| = |

||T*||£(F*,E*) < ||T||£(E7F)
Luego se tiene que T* € L(F™*, E*)

Por otra parte

| Tx||p+ = supyys| =1y T2)| = supys|| =1 (T*Y" 2)| < supjpye =1 [Ty || &+ ||2]| &2

4
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dado que T*y* € E*,Vy* € F* por la desigualdad anterior. Luego

< T[] z(p |7 2

Luego se tiene que

T cpee%) = ||| 2(E,F)

Ahora veamos que T* es o(F™*, F') - o(E*, ) continua. Eso es equivalente a que si y* — y*

entonces T*¥» — T*y*. Por definiciéon, como
YLyt =
(yr,Tx) — (y;, Tx),Vo € B, <=
(Tyr,x) — (T*yr,z),Vo € B, <=

T*y; N T*y*
Luego T* es o(F*, F) - o(E*, E) continua.

c) Sea S: F* — E* lineal y o(F*, F) - o(E*, E) continua. Muestr que 37" : E — F lineal
continuo tal que T* = S.

Demostracion:

Como S es o(F*, F) - o(E*, E) continua entonces

9(y*) = (Sy*, r)

es una funcion lineal o(F™*, F')-continua a valores reales, por lo tanto g € (F*,o(F*, F))*,
pero por defincion de la topologia o(F™*, F), se tiene que (F*,o(F*, F))* = J(F), con J la
inyeccion canénica. Luego dy € F tal que

9(y*) = (Sy*,x) = (y*,y)

Definimos entonces Tz = y. Como la topologia o(F*, F') es Haussdorf se tiene que es una
funcion bien definida dado que si existieran y; # ys tal que Tx = y; = yo, entonces

(Sy*,x) = (y" 51) = (¥, p2)

pero al ser o(F*, F') Haussdorf, debe existir y* € F* tal que (y*,v1) # (y*, y2) contradiciendo
la hipotesis inicial. Luego T': E — F' es una funciéon bien definida. Veamos que es continua
respecto a la topologia original

| T|[p = supjiysip [(y7, T2) | = supyye) e [(SY"s )| < supyye) e 1597 o[22 = 1S |2 o) |2 | 2

teniéndose la continuidad. Luego S = T*



