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P1.- Consideremos el siguiente sistema

—V - (D(z)Vu) + Mz)u = f,en Q
u =20, en 0f)

con € C R? compacto conexo, D(x) una matriz continua.
a) Muestre que es suficiente que
Du(l’) + D21 ([L‘)

Min{Dy1(x), Dag(x)} — 5 >a>0

para que el problema sea eliptico, y que si A(z) > [ > 0 entonces el problema se reduce a
uno de minimizacion.

Demostracion:

Debemos reescribir primero el problema de manera variacional. por lo cual multiplicamos
por una funioén test e integramos por partes usando las condiciones de borde

[ (v D)Vt Aaus = | £

donde si se cumple que A(z) > 5 > 0 entonces sélo falta ver que es eliptico para que este sea
un problema de minimizacién.

Identificamos que el operador que actiia sobre u es el siguiente
L=-V. (D(I)V) + A= —am@i,j + bzaz +c
Estos operadores de orden 2 son elipticos si y sélo si dc > 0,V € R” se tiene que

a; j Vi > c|o)?

Tomemos el siguiente vector en R? J = (Y1, —19)

Se tiene que

a;j 1Py = D11(x)¢% — D1o(2)Yn11Pg — Doy (x)1hothy + D22(33)¢§

Pero se sabe que
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i+

5 < =11

por lo tanto

2 2
i1ty > Diy (2)¢F 4 Das(2)h; — (Dra(x) + D21($))(%—;—%)

(D12(x) + Do ())

> [Min{Dy(x), Das(x)} — 2

J(WF +¥3) > a¥i +¢3)

Teniéndose la elipticidad del operador. Por tanto es posible plantear, dada la simetria del
problema, el problema anterior como uno de minimizacién.

b) Demuestre que si D(z) es simétrica que cumple la condicién anterior, entonces L =
=V - (D(z)V) + A(x) es autoadjunto

Demostracion:

Desde la formulacion débil en u € Hg(£2), vemos que el problema se puede escribir como

(Lu,v) = (f,v)

donde (-, -) corresponde al producto escalar de L?(2). Queremos encontrar un operador L*
tal que

(Lu,v) = (u, L*v)

por lo cual queremos darle todo lo correspondiente del operador a v

(Lu,v) = — /Q V - (D(z)Vu)v + /Q Az)uv = /Q (Vo) D(z)Vu + /Q Az)uw

Ahora, D(x) es simétrica por hipotesis, por lo que D(z) = (D(z))"

= /Q (Vo) (D(x))'Vu + /

Q

)\(x)uv:/Q(D(x)Vv)tVu—i-/Q)\(:v)uv

_ _/QV.(D(;B)W)WL/QA(@")W: (u, L*v) = (u, Lv)

donde la tdltima igualdad la obtenemos al identificar que las dltimas integrales corresponden
a identificar el operador L actuando sobre v y generar el producto escalar designado.

c¢) Muestre que para Q = [0,1)%, si D(x) = Id, A(x) = —(27m)? — (27n)?, con m,n € Z y
f(z) = sin(2mnx)sin(2nmy), el problema homogeneo tiene solucion.

Demostracion:

La idea de esta pregunta es brindar un poco mas de intuiciéon de cémo usar la alternativa de
Helmholtz.



Analisis 11

Reescribamos el problema con los datos especificos de esta parte del problema

—Au — ((2rm)? + (2mn)*)u = sin(2mmz)sin(2n7y), en
u =0, en 0f)

Tenemos que el teorema de la alternativa de Helmholtz es tal que s6lo una de las siguientes
es cierta, Consideremo el operador

L=—A—((27m)* + (2mn)?)

Se tiene que o bien Vf € L?*() el siguiente problema posee solucién tnica

Lu= f, en
u =0, en 02

donde este problema tiene solucién ssi (f,v) =0, Vv € N*.

o bien Ju € H(Q) no idénticamente nula, tal que

Lu =0, en €
u =0, en 02

donde denotemos N = ker L y N* = ker L*, que poseeran dimension finita e igual.

Por lo tanto si es posible resolver el problema adjunto homogeneo, encontrar la base de N*
y corroborar que (f,v) = 0 para toda la base, entonces el problema original no homogeneo
tiene soluciéon tnica. Si esto no ocurre, entonces el probema homogeneo tiene soluciéon y el
no homogeneo no tendré solucion.

Vemos que el operador L es autoadjunto, luego el problema adjunto homogeneo corresponde
a

—Av — ((2rm)? + (2mn)?)v = 0, en Q
v =0, en 0N

Luego se tiene que N* = span{sin(2mmnz)sin(2nry), sin(2nrz)sin(2mmy)}, que posee di-
mension 2 si m # n y dimension 1 si son iguales. Veamos que ocurre con el producto escalar
de esta base con la funcién f € L? definida anteriormente. Supongaos que m # n

1)

11
/ / sin(2mmx)sin(2nmy)sin(2nrx)sin(2mry)dxdy = 0
0 Jo

11
/ / sin(2mmx)sin(2nmy)sin(2nrx)sin(2mny)dzdy
0 Jo
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P2.-

1 1
1
:/ sm(2m7rx)2dx/ sin(2nmy)*dy = B #0
0 0

Luego, la primera alternativa de Helmholtz no puede ser cierta, por tanto el problema ho-
mogeneo posee solucion no trivial.

d) ;Qué ocurre si A(z) = —(107)? — (67)% y f = cos(6mz)sin(Trx)?

En este caso, vemos que la base del problema adjunto homogeneo es

N* = {sin(107x)sin(67y), sin(6mx)sin(10my)}

Con esto, se tiene que f € L*(Q) vy (f,v) = 0,Vv € N*. Luego el problema no homogeneo
posee solucioén tnica.

Consideremos 1 < p < 0o y una sucecion uniformemente acotada {\, }nen € R. Definamos
el siguiente operador definido por coordenadas

a) Demuestre que T" es compacto ssi A, — 0

Demostracion:

—_—

Supongamos que T es compacto y tomemos {e, }n,en € B(0, 1) la base candnica.

Como T es compacto, sabemos por la definicion de T que

T(en) = M\

deberd tener una subsucecion convergente. Luego {e,, }jen es tal que A, — o € R.

Ahora supongamos que 3{ey, }jen que podemos suponer acotada inferiormente por a # 0.
Luego T'(en;) = (0, .., An;, 0, ...) la cual no converge en [” dado que no es de Cauchy.

Necesariamente toda subsiceciéon debe converger a 0.

—

Supongamos que A — 0. Sea {z,, }neny C B(0, 1).

Como A — 0, entonces, Ve > 0,3IN € N : |\,| < % Luego sabemos que para una cantidad

finita de cordenadas podemos encontrar una subsicecién convergente, por lo que elejimos una
tal que las primeras N cordenadas converjan a las N coordenadas de ¥ € [?. Luego como A,
Y Zn,; son acotados

N N
HT(xnj) = T(@)|P < Z ‘)‘nj‘p|xnj — T, P+ Z ’)‘nj ’plxnj — T, P <e

j=1 j=1

luego {T'(z,,) }nen posee una subsucecion convergente. Luego T' es compacto
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b) Definamos la siguiente familia de operadores en [

Tz = (13n+1 Ln+2 )

on+1’ on+t27 """
Demuestre que 7T}, son compactos.
Demostracion:
o 1
Todo T se puede escribir como en a) donde A = SN+ los cuales convergen a 0 VN € N.

Luego por lo probado en a), son compactos
c) (Es la familia {T}, },en convergente en L£(1%1?)?
Demostracion:

La definicién de los operadores T,, nos hace pensar que todos los elementos son puntualmente
cada vez mas pequenos, por lo que parece natral proponer como candidato el operador nulo
como el limite

Ty 2 1
HTNHL(12,12) = SUPzesB(0,1) Z |2N—+|n < oN
neN

Luego, los Ty convergen al operador nulo en £(I?,1%)

d) Ahora consideremos la siguiente familia

Spx = (21,29, ..., Tp, 0,0, ...)
., Como es esta familia? ;Son operadores compactos? ;Son convergentes en algin sentido?
Demostracion:

Dado que el rango de cada operador Sy es de dimension finita, la imagen de cualquier
sucecion acotada sera isomorfa a una sucecién acotada en R”, por lo tanto Sy(z,) tendra
una subsucecion convergente, por tanto cada uno es un operador compacto.

Vemos que puntualmente Sy converge a la identidad de manera puntual, pero no en la norma
de los operadores lineales, ya que

||TN — ]d|| = SUPzeaB(0,1) Z |l’j|2 Z 1>0
J=N+1
. 111
Ya que VN € N es posible tomar z,, = (0,0, ..., CirL ...) € 0B(0,1). Luego Tx no pueden

converger en el espacio de fuciones lineals continuas

[Nota: | Si hubiese sido efectiva la convergencia en el espacio de las funciones lineales
continuas, al ser Id el limite uniforme de operadores compactos, entonces la imagen de la
bola unitaria seria precompacta, lo cual contradice el hecho que {? tenga domensién infinita.
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P3.- Sea A = a;; matriz infinita simétrica de valores positivos tal que

1
Z jai * < 9i+1

1€N

1
D lais < oy

JEN

D aigl’ < %

i,jEN

Definamos el operador Tu = Au sobre [
a) Demuestre que es un operador bien definido
Demostracion:

Calculemos la normal en [? de T'(z) y veamos que esta es finita

o oo oo o oo 1

IT@)E =D 1Yzl <Y O lagl)Q_ o) < 5|l
=1 j=1 i=1 j=1 j=1

Por tanto T € L(I?,1?)

b) Demuestre que T'u = u posee una cantidad finita de soluciones

Demostracion:

Usaremos un argumento similar al de la P2.a. Consideremos las primeras N componentes y
sea {zy }neny € B(0,1). Luego como los a;; convergen a 0, en cada una de las coordenadas
es posible encontrar una subsucecién convergente.

Por lo tanto, como

> 1
(T (xn)il* =D gyl < §||$||122
j=1

Luego I{x,, }ren € B(0, 1) subsucecion convergente para las primeras N coordenadas. Luego
si llamamos z € B(0,1) al limite al cual las primeras N coordenadas convergen, se tiene que

N o] o] [e%s} c 1
1T () = 2l < DO analt =2 P+ Y 1) aial = 2,,[” < 5T ongr S€
=1 j=1 i=N4+1 j=1

Luego el operador T' es compacto. De acuerdo a lo anterior, se tiene que el kernel N(T —
Id) posee dimension finita, por lo tanto la ecuacion Tu = wu posee una cantidad finita de
soluciones.

c¢) Encuentre T*

Demostracion:
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Calculemos como es el adjunto

(T'(z),y) = Z(Z i jTi)Yi = Z Z Qi jT5Y;
i=1 j=1 i=1 j=1

dado que a; ; es simétrica, uniformemente acotada y z,y € [?, es posible conmutar los limites

= Z Zai,jxjyi = Z Z%‘ai,jyz‘ = Z Zl‘jaj,iyi = Z%‘(Z ajqy;) = (z, T"(x))
j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 Jj=1 1=1

luego T es un operador autoadjunto y 7T* =T



