Analisis 11

Fabian Sepilveda Soto

Pauta Ayudantia 2: Teorema de Baire, Aplicaciéon

P1.-

P2.-

abierta y grafo cerrado
29 de Agosto de 2022

Sea X espacio de Banac que admite una base de Schauder. Demuestre que X es separable.
Demostracion:

Sea {,}nen base de Schauder del espacio X que tomaremos normalizada por simplicidad,
por lo cual Vo € X, Hay, bnen : lim,_ool|z — D00 asz4]| = 0.

Ahora, para la construccion del conjunto denso numerable consideremos D = Q x {z, }nen,
el cual por ser producto finito de conjuntos numerables posee cardinalidad numerable, y
definamos la siguiente inyeccion:

L:D—X
L(Qiaxj) = (qi%;

donde L(D) es un conjunto numerable en X. Ahora sea x € X y € > 0. Dado que {z, }nen

es base de Schauder. Ahora, como x = > .° a;x;, entonces por la densidad de Q en R, por
. . . €
axioma de eleccion, Vi € N, |a; — ¢;| < oy luego

N

Z|ai—%|§6

i=1

luego timando el limite de N tendiendo a oo

o0
Z l; —qi| <€
i=0

por lo tanto

oo oo oo o0
||z — ZQz‘xz’H =| Z%’l’i - ZQJ%’H < Z i — qi| <€
i=1 i=0 =0 i=0

Luego L(D) es un conjunto denso numerable en X, por lo tanto X es separable.

Demuestre que toda base de Hamel un espacio de Banach de dimensién infinita es no nume-
rable.

Demostracion:

Supongamos por contradiccion que para X espacio de Banach existe una base de Hamel
numerable.
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P3.-

Definamos los siguientes subespacios vectoriales

Xy = ULyspan({z }nen)

corresponden a subespacios cerrados de dimension finita. Al ser {z, },en base de Hamel de
X, entonces es claro que

X = UnenXn

Una inclusion es directa, la otra se explica por Hanh-Banach, dado que al ser base de Hamel,
si la inclusion no trivial se tiene que es posible separar estrictamente la uniéon infinita de un
punto que no se encuentre en esta, pero esto contradice que posea base de Hamel.

Ahora, por el teorema de Baire, al poder escribir X como unién numerable de cerrados,
INp € N tal que int(Xy,) # ¢. Luego Xy, es un subespacio vectorial de dimension finita,
pero dim(z) es infinita, luego no puede tener interior no vacio, por lo tanto X no puede tener
base de Hamel numerable.

Otra linea de pensamiento puede ser, dado que Xy son subespacios vectoriales cerrados de
dimensién finita en un espacio de dimension infinita, entonces todos poseen interior vacio.
Lueo por ser {z,},en base de Hamel de X, entonces

X = UnenXn

Pero X no puede ser uniéon numerable de conjuntos con interior vacio. Luego X no puede
tener base de Hamel numerable.

a) Definimos [? como el espacio de suceciones tales que

x € I?, entonces Z |z, |* < 400
neN

y definimos la funciéon shift como

S —

(S(@))n = (@)nta

Demuestre que S es una aplicaciéon abierta
Demostracion:
a) Veamos primero que S es continua.

Sean z,y € [2. Se tiene que

15(z) = SO =D |20 — yal* <D lwn — wul* = [|z =y
n=2 n=1
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Luego al ser Lipschitz es continua.

Sea y € [2. Veamos que S es sobreyectiva (epiyectiva). Construyamos el siguiente elemento

x=(0,y)
donde z1 = 0y x;11 = v;, Vi > 1. Luego por la construcciéon x € [? y S(z) = y, por lo tanto
S es sobreyectiva.

Ademas, como [? es Hilbert, y por lo tanto Banach, es posible utilizar el teorema de la
aplicacion abierta.

Luego S es aplicacion abierta.
b) Demuestre que [ es separable.
Demostracion:

Tomemos el siguiente conjunto {Z,},ey tal que T, = {8, }m de (2. Por la manera en que
estan contruidos, son L.i. Veamos que es base de Schaudner.

Dada la definicién del espacio [?, si z € [? se tiene que Ve > 0,3N € Ntal que > 7  |z,]* < e
Luego, es posible construir una sucesion «,, tal que z — 27]1\[:1 anZn = (ON, TN11, .-.).

Luego, dado que = € [, se tiene que Ve > 0,dN € N tal que

N
o =) o, < e
n=1

por lo que {Z,}.en es base de Schauder. luego por lo probado en P1, se tiene que [* es
separable.

c¢) Demuesrte que [? admite un subespacio denso con base de Hamel.
Demostracion:

Por lo probado en b), vemos que Z, = {0umn}m de [ es un conjunto Li., y que dada la
definicién del espacio [? y su norma, se tiene que siempre se puede encontrar un elemento
Yy = ij:l a, T, que aproxime lo suficiente a x.

Con lo anterior, el espacio generado por las combinaciones lineales de {Z,},en es denso en
I2. Por lo tanto [? posee una base de Hamel

d) Qué ocurre con %7
Demostracion:

Dado lo demostrado en a), la aplicacion shift seguira siendo continua, lipschitz, sobreyectiva
y abierta.

Dado que si z € [*°, entonces
l|z]| = supjen|r;| < 00

no se puede asegurar la construccion de las bases de Hamel y Schauder. De hecho siempre se
puede construir un elemento que esté lo suficientemente lejos de los generados por las bases.
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P4.- Sea (92, F, u) espacio de probabilidad. Sea el espacio (LP(£2) x L%(£2)) dotado con la siguiente
topologia:

1(f. Dl ze@xraw) = [1£1ILe + 1lgll7a-

1,1 _
talque;—l—a—l.

Definamos el siguiente operador

Kk:LP(Q) x L1(Q) — R

nmm:[ymmwwm>

a) Demuestre que k esté bien defindo, es continuo y abierto.
Demostracion:

Dada la definicion de las normas en LP(f), se tiene que

\n(f,g>r=:\/gjxa»g<x>du<xﬂ < /Q!f(w)HgCthu(w)

Ahora, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, dado que f € LP(Q2) y g € L%(Q),
siendo p y ¢ conjugados de Holder, se tiene que

<[ fllze 19l za(e

luego usando la relaciéon entre la media aritmética y media geométrica obtenemos que

1
< §<||f||%p(§z) +19l12ey) < (1f 112 + 19llZa@)

Luego k esta bien definido y es continuo para la norma del espacio producto. Veamos que es
sobreyectivo.

Sea a que tomaremos positivo s.p.g. Luego tomemos f € L'(Q) tal que

Ajummwza

Se tiene que f/7 € LP(Q) y f1/% € LI(Q) ya que

<Luuwwmmmwznmmm<m

Luego 3(fY/P, f1/9) € (LP(Q) x LY(Q)) tal que x(f¥/?, f/9) =

Si @ < 0, entonces podemos construir (— /7, f1/9) € (LP(Q) x L(2)). Por lo tanto & es
sobreyectivo.



Analisis 11

Veamos que el espacio producto dotado con esa norma es Banach.

Sea {(fi,9:) }ien sucecion de Cauchy. Por lo tanto {f;};,en es de Cauchy en LP(Q) v {g; }ien
es de Cauchy en L?(€2), por tanto poseen limites en sus espacios correspondientes f y g.
Ahora sea € > 0 tal que tomamos N = maz{N¢, N,} para las subsuceciones convergentes
fi. ¥ gj, tales que

el/2

[ fir = fllze) <

S

/2
195, — 9llza@) < NG

luego se tiene que

1(fir: 93) = (£ Dl e@xzay = 1o, = FllTo) + 195 — 9llZa) <€

Luego la sucecion de Cauchy original converge en el espacio producto a un limite dentro de
este por unicidad del limite. Luego el espacio definido con su norma es Banach.

Luego por el teorema de la aplicacion abierta, s es abierta.
b) Ahora sea (f,g) € Brr(0,1) x Bra(0,1).

K f,g): L —R

K@) = / () f(2)g(x)dp(z)

Demuestre que {K(f,g)}(f,g)eBLp (0,1)x Bpq(0,1) €S uniformemente acotado.
Demostracion:

Probemos primero que Ky, son operadores lineales. Sean o, f € L>®(Q) y c € R

(a(x)+cB(x) f(2)g(x)dp(x) = /

Q

Kyala+ed) = | a()f@gla)dule)+e [ Barf@gle)dntz)

Q

= K(f,g)<a) + Kz (B)

Sea av € L™(£2), luego
(K79 (@)| S/Q|Oé($)||f($)||g($)|dﬂ($) < ||Oé||L°°(Q)/Q|f(1?)||9(50)|d/~b($)

< ||| @ f e @9l ey < [lal|re@)

luego la cota del lado derecho no depende de (f, g)

5
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P5.-

SUP(f,9)€Byp (0.1)x Ba(0.1) [ K (.90 < 00,Va € L*(2)

Luego { K ( f}g)}( £,9)€BLp(0,1)x BLq(0,1) €5 una familia de operadores lineales continuos tal que su
supremo es finito Va € L>(Q).

Ahora, como L®® es Banach, por el teorema de Banach-Steinhaus

SUP(f.9)eBLo (0,1)x Bra (0.1) | K (f.9)|| £ (1 (0) k) < 00

haciendo a la familia uniformemente acotada.

c) Demuestre mediante el Teorema del Grafo cerrado que K(;4 es continua V(f,g) €
BLp(O, 1) X BLq(O, 1)

Demostracion:

Consideremos el grafo de K(;.q). Sea (K(fq)0m, ay,) sucesion tal que (o, K(fgan) — (o, a)
en la topologia producto.

Por lo tanto, Ve > 0,3N € N : |[(a,, K(5,900) — (o, a)|| < €

Por lo tanto

|Kfg(a) —a| < [Kfg(a) — Ky glan)| + |Kjpg(a), — al

Ahora, como (f,g) € Br»(0,1) x Bra(0,1), se tiene que

[Kg(@) = Kpglom)| < [lan — af|r=

Por lo tanto dada la convergencia de la sucecion tomada

[Kyg(a) —al < 2e

Luego K4 () = a, por tanto el Grafo es cerrado bajo la topologia producto, y como R y
L>(Q2) son Banach, la familia K g es continuo.

Sea FE espacio de Banach.
Demuestre que E es reflexivo ssi la bola unitaria es compacta en la topologia débil o(E, E*).
Demostracion:

—

Supopngamos que E es reflexivo. Luego la inyeccion canénica J : E — E** es biyectiva. Por el
teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, aplicado sobre E*, se tiene que la bola unitaria de E** es
compacta con o(E**, E*).

Ahora J es biyectiva, por lo tanto por los teoremas de la aplicacién abierta e inversa, J y J~! son
abiertas y continuas. Luego J~!(Bg«(0,1)) = Bg(0,1) es compacta en o(E, E*).

P—
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Ahora supongamos que la bola unitaria es débil-compacta. La inyecciéon canénica es siempre con-
tinua con las topologias o(E, E*) y o(E**, E*) ya que Yf € E* se tiene que la aplicacion

es continua respecto a o(E, E*). Ahora, dado que J es isometria continua para la toplogia o (E**, E*),
entonces J(Bg(0,1)) es compacta en o( E**, E*), y por el teorema de Goldstein J(Bg(0, 1)) es densa
en B (0,1). Luego J(Bg(0,1)) = Bg«(0,1), y por tanto J(FE) = E**, haciéndolo reflexivo.



