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P1.- Sea (X,d) un espacio métrico y definamos

Co(X)={f:X = R: f es continua y acotada}

Demostrar que (Cy(X), || ||) es espacio de Banach.
Demostracion:

Veamos que Cy(X) corresponde a un espacio vectorial sobre R bien definido. Sean f,g €
Cb(X ) y aeR.

af (2) + g(2)] < |al[f(@)] + [g(2)] < e[| fllo + llgllec < +00

Luego Cy(X) es un espacio vectorial bien definido.

Sea { fi }ien sucecion de Cauchy. Por definicion, Ve > 0,dN € N : Vi, j >> N se tiene que

1fi = filloo <€

Sea x € X. Vemos que |fi(x) — fj(x)] < ||fi — filloo < € es sucecion de Cauchy en R, luego
posee limite puntual que designaremos por f(z). Solo falta ver que es continua y acotada.

Sea {x, }nen sucecion tal que x, — z. Tomando para la sucecion de Cauchy y la continuidad
de las funciones f; como tolerancia uniforme €/3, podemos hacer el siguiente Nikita-Nipone

[f(xn) = f(2)] < [f(n) = filza)| + | fi(zn) = filo)] + [ filz) = f(2)] < €

Luego la funciéon f(z) construida es continua. Para ver que es acotada, utilizaremos la con-
tinuidad de la norma del espacio. Dado que f; es de Cauchy, es posible encontrar N tal
que

con ||fxllee < C

Luego, dado que la norma es una aplicaicon continua sobre C,(X), se tiene uqe

||f_ fNHoo = limn—wo”fN - fn”oo < 1/2

luego

flloe = [1f = fnlloe + | fnlle < 1/2+C
Luego f € Cy(X), siendo espacio de Banach.
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P2.- Definamos (€2, F, ;1) un espacio de medida finita y sea

k:QxQ— R, F x Fmedible

tal que

/ k(z,y)|du(y) < e
Q

/ k(. )ldu(a) < e
Q

y definimos el siguiente operador

R (LR ) = (L7211 [lp)

kf(z) = /ﬂ k(z,y) f(y)du(y)

1 1
Demostrar que & es lipschitz, que x € L(L?, L?) y que ||5||z(r.1r) < ¢1/%cy/?, donde =+~ = 1.

q P
Demostracion:

Calculemos la norma L? del operador aplicado sobre un elemento del dominio.

51 < [ 1 [ ke fodutolauta) < [ [ Gl £t dut)
Dado que é —1—% = 1, se tiene que |k(z,y)| = |k(z,y)|"|k(x, y)|'/?, teniéndose

=/Q(/Q|k(1’,y)ll/q|k(w7y)ll/plf(y)ldu(y))pdu(af)

donde podemos utilizar la desigualdad de Schwarz

< / ( / k(. o) [2)rdp(y) P/ / (ks )21 () Pdp(y)P ()

< &l / / k(e )| )Pyl du(z)

Luego utilizando Fubbini es posible reordenar los términos, ya que f € LP()

<& [ 171 [ I )ldu@)dut) < &l 1,

Luego reordenando las desigualdades se tiene que

1 F 1By < &/ eall 1100
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P3.-

Luego tomando raiz p-ésima se tiene que

1 1
16 £l o) < /e || fllae)

demostrando que el operador k es Lipschitz y por tanto continuo sobre LP(S2).

Ademas se tiene que, para @ € R

w(af +g)(x) = / ke, ) (@ f (9) + 9(9))duy)

Q

— / ke, ) () dp(y) + / k(. 9)g(y)duly) = arf(z) + rg()
Q Q

llegando a que k € L(LP, LP). Ahora, con la ultima desigualdad, tomando supremo sobre
| fllzr < 1, se llega a la norma del operador &

16|,y < 1%cy’”

llegando a la desigualdad pedida.

Sea E espacio de Banach y E* su dual correspondiente. Demuestre que si E* es separable,
entonces F es separable.

Demostracion:
Sea {l,, }nen un conjunto denso numerable en E* que tomaremos normalizado s.p.g.

Notemos que Vn € N, 3z,, € F tal que < [,,,z,, >> 1/2 que lo tomaremos normalizado, sino
reescalaremos [,, para que esto ocurra.

Definamos M = span{x, }. Supongamo por contraducciéon que M # E. Luego existe 1y € F
que no esta en M. Por Hanh-Banach, existe [ € E* tal que ||l|| = 1 tal que separa M y x
tal que [ se anula en M.

Ahora, dada la construccion de [, se tiene que
12<|<lp,xn>|=]<lp,xn>—<lx,>|

ya que [ se anula en M. Luego

< lbw =1 ]l = [|1n — 1]

Luego, encontramos un elemento en E* que se encuentra suficientemente lejos del conjunto
numerable denso, lo que contradice nuestra hipotesis base.

Luego solo puede ser correcto que {z, }nen sea denso en E.
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P4.- Sea Y subespacio vectorial propio cerrado de X espacio de Banach. Sea u € X \ Y tal que
dist(u,Y) = p. Demuestre que existe [ € X* tal que Y C ker(l), l(u) = 1y que ||l|]| = p~*.

Demostracion:

Definamos la siguiente funciéon

K :span{u} — R

R(Au) = A
Por se una funcioén lieal en dimension finita es continua y bien definida. Definamos nuestro

candidato a cuasi-seminorma como

p: X —R

p(z) = ptdist(z,Y)

La primera propiedad de las cuasi-seminormas se cumple por la propiedad triangular de la
distancia

plr+y) = p_ldist(az +9,Y) < p ldist(x,Y) + p_ldz'st(y, Y) = p(z) + ply)

La segunda propiedad, dado que Y es espacio vectorial, para A > 0 se puede hacer el siguiente
cambio de variable

pO) = pMdistOr,Y) = p~ Infey {IAa = yl[} = o~ In frer {l[Ae = Agl}

=M Infyey{llz — gll} = Ap(z)

Ahora, vemos que span{u} = {z € X : x = lu, A € R}. Luego se tiene la siguiente
desigualdad natural sobre este subespacio generado

p(u) = p~Hdist(hu,Y) > [Mp~'dist(u,Y) = [A|p~'p = |A| = [(Au)]

Luego, k es una funcion lineal definida en un subespacio de X acotada por una cuasi-
seminorma, por tanto al usar el teorema de Hanh-Banach de extension, 3l € X™* que extiende
K.

Vemos que por ser extension, dado que k(u) = 1, entonces I(u) = 1.

Ahora, sea y € Y. Luego por la definicién de la cuasi-seminorma

l(y)| < ply) = p~'dist(y,Y) =0

Por lo tanto Y C ker(l). Ahora, dado que Y es subespacio vectorial, entonces 0 € Y, luego
Ve e X
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P5.-

[[(2)] < p(z) = p~ dist(2,Y) = p~ Infyeyllz —yll < p~*[]2]]

Luego tomando supremo sobre ||z|| < 1 se tiene que
) <o~
Para la otra desigualdad consideremos una sucecién minimizante {y, }neny C Y tal que

1
lu=ynll <p+—
n

Luego, se tiene lo siguiente

1
=1 =0 = [i(w) = Uya)| < W] [l = yul[ < (p + )1
obteniéndose que

1

T < i
pt—
n

luego tomando el limite se concluye lo pedido.

Sea E espacio de Banach y E* su dual correspondiente. Definamos los siguiente ortogonales
Si M CFE,
M*+={fecFE :< fx>=0Vrc M}

Si N C E*,

Nt ={zc E:< fx>=0,Yf € N}
Demuestre que (M4)* = M y que N C (N+)*.
Demostracion:

Primero notemos que al tomar ortogonal de un conjunto, por continuidad de las funciones
del dual y predual se estos son cerrados. Veamos la priera igualdad.

Sea x € M. Por definiciéon del ortogonal Vf € E*, < f,z >= 0. Ahora como M+ C E*, se
tiene que

(MY ={z e E:< fx>=0fe M}

esto implica que z € (M*)+. Por tanto M C (M*)*, y tomando adherencia se tiene una de
las inclusiones.

Ahora, supongamos por contradiccion que la otra inclusion no se tiene. Luego Jzg € (M+)+
tal que xy ¢ M. Luego por Hanh-Banach, 3f € E* y o € R tal que

f(x) < a< f(xg)
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Ahora, (M1)+ es un espacio vectorial, luego es posible tomar z = Az; con A > 0 para tener
que f|r1y2 = 0, pero porla definciéon del ortogonal f € M+, 1o que hace que < f,z9 >=0
contradiciendo Hanh-Banach.

Por tanto se debe tener la otra inclusion.

Ahora, sea f € N. Por definicién se tiene que

(N ={zeR:< fx >=0,Vf € N*}

Luego se tiene que f € (N1)*, luego N C (N1)+. Al tomar adherencia se obtiene lo pedido.

Vemos que el procedimiento para la otra inclusién serfa anélogo que el de (M*+)t C M si E
fuese reflexivo.



