AYUDANTIA 2 - ANALISIS REAL

JUAN CARLOS POZO — DAVID URRUTIA

PRrROBLEMA 1

Pruebe que si m*(A) = 0, entonces, m*(A U B) = m*(B).
Antes de la Demostracion
Recordemos que dada una familia numerable de conjuntos {E, },en se verifica

“+oo
m* (U En> < Zm*(En)
neN n=1
En particular, si E; = A, F; = By E, = () para todo n > 2, se tiene que
m*(AU B) <m*(A) + m*(B).

Esto ser4 de gran utilidad.

Demostracion. Notemos que en general, se verifica que mx(AUB) < m*(A)+m*(B)
y como m*(A) = 0, se tiene que

m* (AU B) <m*(A) + m*(B) = m*(B).
por otro lado, dado que B C AU B, se tiene que
m*(B) <m=x* (AU B) <m"(B)
y obtenemos la igualdad. ([

1. PROBLEMA 2
Si E C R verifica m*(FE) = 0, entonces, E es Lebesgue Medible.

Proof. Recordemos que un conjunto E es medible si para todo A C R se tiene
m*(A) =m"(ANE)+m* (AN E°).

Entonces, si F tiene medida exterior nula, la monotonia probada en la ayudantia
anterior nos dice que

ENACE = m*(ENA) <m*(E)=0

y dado que m*(E N A) > 0, se tiene que m*(E N A) = 0.
Entonces, debemos demostrar que

m*(A) =m* (AN E)+m* (AN E) =m* (AN E°).
De este modo,

m*(A) <m*(ENA)+m*(E°NA) =m"(E°NA).
Por otro lado, como AN E° C A, se verifica que

m* (AN E°) < m*(A).
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Por lo tanto,
m*(A) =m*(ANE)=m"(ANE)+m*(AN E°)

y demostramos lo que se queria. O

PROBLEMA 3

Pruebe que las o—algebra es cerrada bajo intersecciones numerables. Es decir, si
A es una o—algebra de conjuntos y {A, }nen con A4, € A, entonces, (), .y An € A.

Recordemos que dado un conjunto no vacio X, una o—4élgebra de conjuntos en
X es una familia A de subconjuntos de X que verifican lo siguiente:

(1) X € A.
(2) E € Aimplica E°€ Ay
(3) Si {An}nen es una familia de conjuntos en A, entonces, |, oy 4n € A.

Demostracion. Sea A una o—algebra de conjuntos y { A, } nen una familia numerable
de conjuntos en A, entonces, para cada n € N se tiene que A,, € Ay como A es
una o—algebra, se tiene que

A; € A para todon € N.
Por la propiedad (3), se tiene que
U 45 eA
neN
Luego, las leyes de D’Morgan mezclada con la propiedad (2) nos dice que

ﬂAneA<ﬂ A;)CGA,

neN neN

lo que nos dice que A es cerrado bajo intersecciones numerables. (Il

PROBLEMA 4

Pruebe que si un o—algebra de subconjuntos de R contiene los intervalos de la
forma ]a, +00[, entonces, contiene todos los intervalos.

Demostracion. La demostracién sera dividida en varios pasos:
Paso 1: | — 00,a] € A Notemos que

| — o0, a] =]a, +o0[€,

y como A es una o—4lgebra, se tiene que | — 0o, a] € A.
Paso 2: ]a,+oo[€ A Para ello, denmostraremos que

[a, +00,a]= ﬂ }a — ;,4—00}

neN

Sea x € [a,4o00[. Entonces, a < x, ademds, para todo n € N se tiene

a——<a<uw,
n
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lo cual implica que a — % < x para todo n € N, es decir, z € ]a — %, +oo[ y por
ende, z € (,en Ja — L, +0o[. Luego,

la,4+o00[C ﬂ ]a—i,—&—oo[.

neN

neN

Para la contencién conversa, sea © € [,y Ja — +,+00[. Entonces, se tiene que

z € Ja— L, +o00[ para todo n € N lo que implica que

1
a—— <z paratodon e N.
n
Esto implica que
1
a<zx+ — paratodon € N.
n

Entonces, se tiene que a > x y por ende, x € [a, +0oo[ y por ende,

ﬂ}a—;,—}—oo{C[a,Jroo[.

neN
Por ende, se verifica la igualdad

ﬂ}a—;,—koo{:[aﬂroo[.

neN

Ahora, ;(De qué nos sirve ésto? Fécil, notemos que [a,+0o] es la intersecciion
numerable de intervalos de la forma } a— %, 400 [ y como éstos intervalos pertenecen
a A, se tiene, por el ejercicio anterior que la interseccién de éstos conjuntos también
esta en A, es decir,

1
a, +oo[= a——,+oo| € A
o.o0k= ) a2 4o0]
Paso 3: Comentarios intermedios.
Ya hemos demostrado que los intervalos de la forma | — 00, al, [a, +00[ y Ja, +o0|
son elementos de A. Entonces, falta ver los intervalos de la forma,

la,b[, [a,b], Ja,b] 'y [a,b].

es decir, falta ver cuando los intervalos son acotados.
Paso 4: Los intervalos acotados también son elementos de A.
Para los intervalos de la forma |a, b], nétese que

la,b|=] — o0, b[N]a, +o00|

y como | — 00, b, ]a, +oo[€ A, se tiene que Ja, b€ A.
Para los intervalos de la forma [a, b], nétese que

la,b[=] — o0, b[N[a, +00]

y como | — 00,b[, [a,+00[€ A, se tiene que [a, b[€ A.
Para los intervalos de la forma |a, b], nétese que

Ja, b[=] — 00, b] N]a, 09

y como | — 00,b], Ja,+0o[€ A, se tiene que ]a,b] € A.
Y por ultimo, ara los intervalos de la forma [a, b], nétese que

la,b[=] — 00, b] N [a, +o0[
y como | — 00,b], [a,+00[€ A, se tiene que [a,b] € A.



Lo cual concluye la demostracion. O

EJERCICIO 5

Pruebe que
(1) La traslacién de un conjunto F, sigue siendo Fy,.
(2) La traslacién de un conjunto G5 sigue siendo Gj.
(3) La traslacién de un conjunto de medida nula tiene medida nula.
Previo a la demostracion.
Recordemos que una funcién f : (R,|-]) — (R, |-|) es continua si y sélo si f~1(0)
es abierto para todo O C R abierto en (R, |- |).
Ademas, recordemos algunas propiedades ttiles de la preimagen de una funcién
f: R — R y para ello, consideremos una familia {O; },cr de subconjuntos de R.
Entonces,

o 7 (UTET OT) = UreT f1(0r)

L4 f_l (ﬂreT OT) = nreT f_l(O‘r)

o 710 =[f~1(O)]¢ para todo O C R

Por 1ltimo, la demostracién sera dividida en los pasos siguientes:
Paso 1: Dado ¢ € R, funcién f. : R — R con f.(x) = z — ¢ es continua en todo su
dominio.

Paso 2: Para todo A C R se tiene que f;1(A) = A +c.
Paso 3: La traslacién de un conjunto F, sigue siendo F,.
Paso 4: La traslacién de un conjunto G5 sigue siendo Gj.
Paso 5: La traslacién de un conjunto de medida nula tiene medida nula.

Demostracion. Paso 1: La funcién f. es continua.
En efecto, si zg € Ry € > 0, consideremos § = ¢. Si |x — x¢| < § = ¢, entonces

[fe(x) = fe(@o)| =[x —c—(zo — )| =[x —mo| <O =¢
y por ende, f. es continua en R.
Paso 2: Para todo A C R se tiene que f;!(4) = A +c.

Consideremos x € f!(A), entonces, f.(x) € A, es decir, x — ¢ € A, pero eso
implica que z = (x — ¢) + ¢ € A + ¢, luego, se verifica la contencién
foMA) CA+c

c

Por otro lado, si y € A + ¢, se tiene que existe z € A con y = x + ¢, entonces,
fely)=y—c=z+c—c=z €A,

de modo que f.(y) € Ay por ende, y € f.*(A). Luego, se verifica que A + ¢ C
I71(A) y por lo tanto, f71(A) = A+ec.
Paso 3: La traslacién de un conjunto F, sigue siendo Fj.
Sea F' un conjunto F, y r € R. Entonces, existen {F,},eny una familia de
conjuntos cerrados tales que
F=|]JF,.

neN
Recordemos que dado que z + f,.(z) es continua, se tiene que f,~1(F<) es abierto,
pero eso implica que el conjunto

Fn"‘T:fr_l(Fn) = [fr_l(Fﬁ)}C

es un conjunto cerrado.



Luego,

Fie=fH(F)=f" (U F) = U rmE) = JE+r)
neN neN neN
y por ende, F'+ r € F, para todo r € Ry todo F' € F.
Paso 4: La traslacién de un conjunto G; sigue siendo Gj.
Sea G € G5y r € R. Se verifica la existencia de una familia de conjuntos abiertos

{Gn}nEN tal que
G=()Gn

neN
Luego, se tiene que
Gnt+r= fr_l(Gn)
es un conjunto abierto por la continuidad en R de z — f,.(z).
Entonces,

Gtr=f" (ﬂ Gn> = () £71(Gn) = [ (Gn+7)

neN neN neN

lo que implica que G +r € G5 para todo r € R y todo G € Gj.

Paso 5: La traslacion de un conjunto de medida nula tiene medida
nula.

Recordemos que si F tiene medida exterior nula, £ es medible y

m(E) =m*(E) = 0.
Sir € R, se tiene que
m*(E+r)=m"(E) =0,
entonces, F¥ + r es medible por ser de medida nula. Ademas,
m(E+r)=m*(E+r)=0,

por ende, la traslacién de un conjunto de medida nula, sigue teniendo medida nula.
Con ésto se concluye la demostracion. (Il
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