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1. EJERCICIO 1

Sean A y B dos subconjuntos de R con A C B. Demuestre que m*(A) < m*(B),
siendo m* la medida exterior de Lebesgue.

Antes de la Demostracién:

Recordemos que dado A C R, la medida exterior de Lebesgue m*(A) se define
como

+oo
m*(A) := inf {Z 0I,): AC U 1,, siendo I,, un intervalo abierto acotado}
n=1 neN

donde £(I) es el largo del intervalo I.
También, recordemos que si C, D C R son conjuntos acotados inferiormente, se
tiene que si C' C D, entonces, inf D < inf C.

Demostracion. En efecto, consideremos un cubrimiento {Ij } xcn de B por intervalos
abiertos, es decir, cada Ij es un intervalo abierto y

BC UIk.

keN

Entonces, la contencion A C B implica que

ACBC U]k
keN

lo que implica que

Ac |

keN

y por ende, {Ij}ren es un cubrimiento de A por intervalos abiertos. Luego, si
definimos los conjuntos

c = { Z:i €(I1): {Ix}xen intervalos abiertos acotados y B C Uy Ik}

D = { 20 0(Ik): {I}ken intervalos abiertos acotados y A C Uken Ik} ,
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se tiene que C' C D y por ende

+oo
m*(A) = inf {Zf([k): {I; }ren intervalos abiertos acotados y A C U I;C}
k=1 keN
= infD
= infC
< inf{ 20 U(Ik): {I)}ken intervalos abiertos acotados y B C Uken Ik}
= m*(B)
y por ende, m*(A) < m*(B). O

EJERCICIO 2

Demuestre que

+oo
m*(A) = inf {Z 0I,): AC U I, siendo I, un intervalo cerrado y acotado}
n=1

neN

Antes de la Demostracién.

Recordemos que la medida se define por infimos de sumas numerable de largos
de intervalos abiertos y acotados cuyos intervalos cubren A.

Ahora podemos hacer la analogia con los intervalos cerrados acotados.

La clave de la demostracién se basara en el ejercicio anterior y nuevamente la
propiedad de inf A < inf B cuando A, B son conjuntos acotados inferiormente con
B C A jugard un rol importante en la demostracion.

Demostracion. Sea {Ij}ren un cubrimiento de A por intervalos cerrados y acotados,
entonces, nétese que

Ac | L,

neN

y por el ejercicio anterior, se verifica

m*(A)
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entonces, el conjunto

{Z £(Ix): cada Iy es un intervalo cerrado acotado con A C U Ik}
kEN kEN



es acotado inferiormente por m*(A). Como el infimo es la cota intefior maximal, se
tiene que

m*(A) <inf {Z £(Ix): cada Ij es un intervalo cerrado acotado con A C U Ik}
keN keN

Para demostrar la cota invertida, notemos que si {Ix}ren €s un cubrimiento de
A por intervalos abiertos acotados, se tiene que {I;}ren es un cubrimiento de A
por intervalos cerrados acotados. Entonces, el conjunto

+oo
{Z L(I,): AC U I, siendo I,, un intervalo abierto acotado}
n=1

neN

estd contenido en

+oo
{Z UI,): AC U I, siendo I,, un intervalo cerrado acotado} .
n=1

neN

de modo que los infimos de ambos conjuntos se invierten en monotonia, es decir,

—+oo
inf {Z L(I,): AC U I,, siendo I,, un intervalo cerrado acotado}
n=1 neN

IN

+oo
inf {Z L(I,): AC U I, siendo I,, un intervalo abierto acotado}
n=1 neN

— m(4)

implicando asi que

inf {Z £(I1): cada I, es un intervalo cerrado acotado con A C U Ik} <m*(A4).
keN kEN

Luego, se tiene que

inf {Z £(I): cada Ij es un intervalo cerrado acotado con A C U Ik} =m*(A)
kEN keN

lo que concluye la demostracién. (I

EJERCICIO 3

Usando propiedades de medida exterior, demuestre que el intervalo [0, 1] es no
numerable.

Demostracion. La demostracion la haremos por contradiccién. Si [0, 1] fuese numerable,
se tendria que m*([0,1]) = 0, sin embargo, se tiene que

me(0.1]) = (0. 1) =1 -0 =1,

lo cual es una contradiccion. O



PROBLEMA 4

Un conjunto de los nimeros reales G es un conjunto Gs si es la interseccién
de una coleccién numerable de conjuntos abiertos. Muestre que para cualquier
conjunto acotado F existe un conjunto G el cual es Gy que verifica

ECG y m*(E)=m"(G).

Antes de la Demostracion
Recordemos que un conjunto G € Gy si existe {Oy, }nen una familia de conjuntos
tales que O,, es abierto para cadan € Ny

G= () On
neN

y también recordemos que

—+oo
m*(A) = inf {Z £(I): Ij, es un intervalo abierto abierto y A C U Ik}
n=1 keN
Por otro lado, recordemos que dado un conjunto acotado inferiormente H C R,
L = inf H si y s6lo si L es cota inferior de H y dado € > 0 existe h € H tal que
h<L+e.
Por tdltimo, recordemos que la union arbitraria de conjuntos abiertos es abierto.

Demostracion. Como

+oo
m*(E) = inf {Z 0(Ig): I es un intervalo abierto abierto y E C U Ik}
n=1 keN

se tiene que dado ¢ > 0 existe una familia numerable de intervalos abiertos
{Ix(e) }ren tal que E C Upen In(e) v

ZE(Ik(E)) <m*(E)+e

keN

en particular, para cada n € N existe una familia numerable de intervalos abiertos
{Ik(n)}ren tal que E C Upen Ik(n) ¥

> U(Ix(n)) < m*(E) + %
kEN
Sea Op, = ey Ir(n). Se tiene que O, es un conjunto abierto, pues, cada Iy (n)
es un intervalo abierto y en particular, un conjunto abierto de R y O,, es la unién
de estos Ij(n).
Por otro lado, se tiene que

400 +o0
(1) m*(Op) = m” (U fze(n)) <Y m (Ik(n) =Y LIk(n))
k=1 k=1

keN

y ésto ultimo se debe a que la medida exterior de un intervalo es su propio largo.

Por tltimo, definamos G = [,,cj On. Como O,, es abierto, se tiene que G es la
interseccién numerable de conjuntos abiertos, es decir, G € Gs5. Ademds, para todo
n € N se tiene que

neN



y por ende, m*(G) < m*(0,,), ademés, por (L), se verifica

—+oo
m*(G) <m*(0n) < Y L(Ix(n)) < m*(E) + -
k=1 "

Por otro lado, nétese que para cada n € N se tiene que E C (J, o Ix(n) = On,
entonces, se tiene que si x € F, se tiene que z € O,, para cadan € Ny por ende, z €
Nnen On = G, es decir, E C G. Luego, se tiene que m*(E) € m*(G) < m*(E) + 1,
entonces, haciendo tender n — 400, se tiene que m*(E) = m*(G).

En conclusién, hemos probado que existe un conjunto G € Gy tal que E C Gy
m*(G) = m*(E) y hemos probado lo pedido. O
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