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1. Ejercicio 1

Sean A y B dos subconjuntos de R con A ⊆ B. Demuestre que m∗(A) ≤ m∗(B),
siendo m∗ la medida exterior de Lebesgue.

Antes de la Demostración:
Recordemos que dado A ⊆ R, la medida exterior de Lebesgue m∗(A) se define

como

m∗(A) := inf

{
+∞∑
n=1

ℓ(In) : A ⊆
⋃
n∈N

In siendo In un intervalo abierto acotado

}

donde ℓ(I) es el largo del intervalo I.
También, recordemos que si C,D ⊆ R son conjuntos acotados inferiormente, se

tiene que si C ⊆ D, entonces, infD ≤ inf C.

Demostración. En efecto, consideremos un cubrimiento {Ik}k∈N de B por intervalos
abiertos, es decir, cada Ik es un intervalo abierto y

B ⊆
⋃
k∈N

Ik.

Entonces, la contención A ⊆ B implica que

A ⊆ B ⊆
⋃
k∈N

Ik

lo que implica que

A ⊆
⋃
k∈N

Ik

y por ende, {Ik}k∈N es un cubrimiento de A por intervalos abiertos. Luego, si
definimos los conjuntos

C :=
{∑+∞

k=1 ℓ(Ik) : {Ik}k∈N intervalos abiertos acotados y B ⊆
⋃

k∈N Ik

}
D :=

{∑+∞
k=1 ℓ(Ik) : {Ik}k∈N intervalos abiertos acotados y A ⊆

⋃
k∈N Ik

}
,
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se tiene que C ⊆ D y por ende

m∗(A) = inf

{
+∞∑
k=1

ℓ(Ik) : {Ik}k∈N intervalos abiertos acotados y A ⊆
⋃
k∈N

Ik

}

= infD

= inf C

≤ inf
{∑+∞

k=1 ℓ(Ik) : {Ik}k∈N intervalos abiertos acotados y B ⊆
⋃

k∈N Ik

}
= m∗(B)

y por ende, m∗(A) ≤ m∗(B). □

Ejercicio 2

Demuestre que

m∗(A) = inf

{
+∞∑
n=1

ℓ(In) : A ⊆
⋃
n∈N

In siendo In un intervalo cerrado y acotado

}
Antes de la Demostración.
Recordemos que la medida se define por ı́nfimos de sumas numerable de largos

de intervalos abiertos y acotados cuyos intervalos cubren A.
Ahora podemos hacer la analoǵıa con los intervalos cerrados acotados.
La clave de la demostración se basará en el ejercicio anterior y nuevamente la

propiedad de inf A ≤ inf B cuando A,B son conjuntos acotados inferiormente con
B ⊆ A jugará un rol importante en la demostración.

Demostración. Sea {Ik}k∈N un cubrimiento de A por intervalos cerrados y acotados,
entonces, nótese que

A ⊆
⋃
n∈N

In,

y por el ejercicio anterior, se verifica

m∗(A) ≤ m∗

(⋃
n∈N

In

)

≤
∑
n∈N

m∗ (In)

≤
∑
n∈N

ℓ (In)

entonces, el conjunto{∑
k∈N

ℓ(Ik) : cada Ik es un intervalo cerrado acotado con A ⊆
⋃
k∈N

Ik

}
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es acotado inferiormente por m∗(A). Como el ı́nfimo es la cota intefior maximal, se
tiene que

m∗(A) ≤ inf

{∑
k∈N

ℓ(Ik) : cada Ik es un intervalo cerrado acotado con A ⊆
⋃
k∈N

Ik

}
Para demostrar la cota invertida, notemos que si {Ik}k∈N es un cubrimiento de

A por intervalos abiertos acotados, se tiene que {Ik}k∈N es un cubrimiento de A
por intervalos cerrados acotados. Entonces, el conjunto{

+∞∑
n=1

ℓ(In) : A ⊆
⋃
n∈N

In siendo In un intervalo abierto acotado

}
está contenido en{

+∞∑
n=1

ℓ(In) : A ⊆
⋃
n∈N

In siendo In un intervalo cerrado acotado

}
.

de modo que los infimos de ambos conjuntos se invierten en monotońıa, es decir,

inf

{
+∞∑
n=1

ℓ(In) : A ⊆
⋃
n∈N

In siendo In un intervalo cerrado acotado

}

≤ inf

{
+∞∑
n=1

ℓ(In) : A ⊆
⋃
n∈N

In siendo In un intervalo abierto acotado

}

= m∗(A)

implicando aśı que

inf

{∑
k∈N

ℓ(Ik) : cada Ik es un intervalo cerrado acotado con A ⊆
⋃
k∈N

Ik

}
≤ m∗(A).

Luego, se tiene que

inf

{∑
k∈N

ℓ(Ik) : cada Ik es un intervalo cerrado acotado con A ⊆
⋃
k∈N

Ik

}
= m∗(A)

lo que concluye la demostración. □

Ejercicio 3

Usando propiedades de medida exterior, demuestre que el intervalo [0, 1] es no
numerable.

Demostración. La demostración la haremos por contradicción. Si [0, 1] fuese numerable,
se tendŕıa que m∗([0, 1]) = 0, sin embargo, se tiene que

m∗([0, 1]) = ℓ([0, 1]) = 1− 0 = 1,

lo cual es una contradicción. □
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Problema 4

Un conjunto de los números reales G es un conjunto Gδ si es la intersección
de una colección numerable de conjuntos abiertos. Muestre que para cualquier
conjunto acotado E existe un conjunto G el cual es Gδ que verifica

E ⊆ G y m∗(E) = m∗(G).

Antes de la Demostración
Recordemos que un conjunto G ∈ Gδ si existe {On}n∈N una familia de conjuntos

tales que On es abierto para cada n ∈ N y

G =
⋂
n∈N

On.

y también recordemos que

m∗(A) = inf

{
+∞∑
n=1

ℓ(Ik) : Ik es un intervalo abierto abierto y A ⊆
⋃
k∈N

Ik

}
Por otro lado, recordemos que dado un conjunto acotado inferiormente H ⊆ R,

L = infH si y sólo si L es cota inferior de H y dado ε > 0 existe h ∈ H tal que
h < L+ ε.

Por último, recordemos que la union arbitraria de conjuntos abiertos es abierto.

Demostración. Como

m∗(E) = inf

{
+∞∑
n=1

ℓ(Ik) : Ik es un intervalo abierto abierto y E ⊆
⋃
k∈N

Ik

}
se tiene que dado ε > 0 existe una familia numerable de intervalos abiertos

{Ik(ε)}k∈N tal que E ⊆
⋃

k∈N Ik(ε) y∑
k∈N

ℓ(Ik(ε)) < m∗(E) + ε

en particular, para cada n ∈ N existe una familia numerable de intervalos abiertos
{Ik(n)}k∈N tal que E ⊆

⋃
k∈N Ik(n) y∑
k∈N

ℓ(Ik(n)) < m∗(E) +
1

n
.

Sea On =
⋃

k∈N Ik(n). Se tiene que On es un conjunto abierto, pues, cada Ik(n)
es un intervalo abierto y en particular, un conjunto abierto de R y On es la unión
de estos Ik(n).

Por otro lado, se tiene que

(1) m∗(On) = m∗

(⋃
k∈N

Ik(n)

)
≤

+∞∑
k=1

m∗(Ik(n)) =

+∞∑
k=1

ℓ(Ik(n))

y ésto último se debe a que la medida exterior de un intervalo es su propio largo.
Por último, definamos G =

⋂
n∈N On. Como On es abierto, se tiene que G es la

intersección numerable de conjuntos abiertos, es decir, G ∈ Gδ. Además, para todo
n ∈ N se tiene que

G =
⋂
n∈N

On ⊆ On
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y por ende, m∗(G) ≤ m∗(On), además, por (1), se verifica

m∗(G) ≤ m∗(On) ≤
+∞∑
k=1

ℓ(Ik(n)) ≤ m∗(E) +
1

n

Por otro lado, nótese que para cada n ∈ N se tiene que E ⊆
⋃

k∈N Ik(n) = On,
entonces, se tiene que si x ∈ E, se tiene que x ∈ On para cada n ∈ N y por ende, x ∈⋂

n∈N On = G, es decir, E ⊆ G. Luego, se tiene que m∗(E) ⊆ m∗(G) ≤ m∗(E)+ 1
n ,

entonces, haciendo tender n → +∞, se tiene que m∗(E) = m∗(G).
En conclusión, hemos probado que existe un conjunto G ∈ Gδ tal que E ⊆ G y

m∗(G) = m∗(E) y hemos probado lo pedido. □
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