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Ayudantia 5

Ejercicio 1.1. Si

5
L{f(a) = 2

encuentre f(z).

Solucién: Antes de resolver el ejercicio, siempre es bueno mirar el denominador p? 4+ 2p +5 y

notar que tiene raices complejas. De acuerdo a la clase del dltimo Jueves, esto sugiere completar
cuadrados. Ahora, veamos que:

p+5 o pt+l+4 p+1 4
p?+2p+5 (p+12+4 (p+12+4 (p+1)2+4

Entonces,

p+1 + 4
(p+1)24+4 (p+1)2+4

L{f(x)} =

Aplicamos la transformada inversa:

_ p+1 4
fle) =L 1{(p+1)2+4+ (p+1)2+4}‘

Por la linealidad de la transformada inversa,

o= g+ )

Sera 1til en este caso la siguiente propiedad de la transformada inversa:

Si



LTHEF(s)} = f(s),

entonces,

LHF(s—a)} = e f(1).

Calculamos entonces la primera transformada inversa. En este caso tendremos que a = 1, y
podemos escribir:

P
Fp) = 2
) p?+4’

cuya transformada inversa es conocida y es cos(2t). Entonces,

-1 p+1 At -1 D
. {(zo+1)2+4}_e £ {p2+4}

= e ' cos(2t)

Ahora calculamos la segunda. En este caso también usamos la propiedad y tomamos a = 1 al
igual que el caso anterior. En este caos tendremos:

4
F(p) =
(p) L
que se puede escribir como:
2
F —
() =255
Entonces,
4 2
L — V=27t . 1
e N e ®
Recordemos que:
L{sin(at)} = =
sin(at)} = ——.
s2 + a?

Por lo que, aplicando transformada inversa,

sin(at) = L7 {p2 i " }

En este caso tenemos a = 2 y s = p. Entonces,

2
;C_l {M} = Sln(2t)

Reemplazando en (1),

£ {M} = 2¢'sin(2t)

2



Finalmente,

f(z) = e " cos(2t) + 2e " sin(2t) = e~ [cos(2t) + 2sin(2t)] .

Ejercicio 1.2. Demuestre que si f: [0, +00) — R es continua, de orden exponencial y f(z +w) =
f(z) para todo x € R entonces

EU@H=114%”W@Mx

1 —epw
En la guia de ejercicios decia eP* en lugar de e™P*. Lamentamos este involuntario error.

Solucion Notemos que

L{f(x)} = /0 e P*f(x)dx (Por definicién)
= / e PPeP f(s —w)ds (Hacemos cambio de variable z = s — w)

= /OO e P5eP f(s)ds (observe que f(s) = f(s —w+w) = f(s —w))

= ™ [/wooe_psf(s)ds—i-/Owe_psf(s)ds—/Owe_psf(s)ds}

= eML{f(x)} — e /Ow e Pf(s)ds

Ahora notemos que se tiene la identidad

H—WManzﬁméﬂpv@w

Multiplicamos por e P“ y se tiene

[P — 1)L ()} = —Aﬂﬂv@w

y asi se tiene

1

L{f(x)} = _ep‘”—l/o e PP f(s)ds = 1—21’“’/0 e P f(s)ds

y concluye la demostracién.

Es muy interesante analizar este resultado con las transformadas de Laplace de funciones pe-
riodicas conocidas. Por ejemplo, sabemos que la funcién f(x) = sin(fz) tiene periodo %’r Por lo
tanto, se tiene la identidad

3 2
p2+52:1_e / PT sin(px)

3



o bien

27

3 5
loe Fl—t = —pr g
1—e ]p2 T /0 e P sin(fx)
Ejercicio 1.3. Hallar la solucién de y” + 2y + 5y = 3e “sinz, con y(0) =0 e y/(0) = 3.
Solucién: Denotaremos L{f(x)}(p) := f(p).

Note que |3e " sin(z)| < 3e™7, por lo que x — 3e *sin(z) es de orden exponencial. Por tanto,
y,y',y"” también son de orden exponencial. Aplicando transformada a ambos lados, y utilizando la
linealidad de £ resulta en que,

p*5 = py(0) — y'(0) + 2(pg — y(0)) + 55 = L{3e™*sinz}(p)
Utilizando los datos dado en las condiciones iniciales, lo anterior es equivalente a,
P> — 3+ 2pj + 5§ = 3L{e “sinz}

Por un lado, recordemos de la propiedad de traslaciéon de la exponencial en la transformada de
Laplace:

1
L{e " sinz}(p) = L{sin(z)}(p — (-1)) = pr12+1
Reescribiendo,
i) = 3 L3
Y = o+ 12+ D)2 +2p+5)  pP+2p+5
3 3
= +
P +2p+2)(p*+2p+5) p*+2p+5
3 3
= +
(P +2p+2)(p*+2p+5) (p+1)2+4

Note que el segundo sumando es sencillo de invertir si tenemos en mente la propiedad de la trasla-
cién. En efecto,

1 1
(p+1)2+4  (p+1)2+22

= E{%e‘x sin(2x)}

Por otro lado, el primer sumando debe separarse por fracciones parciales:

1 _ Ap+B Cp+D
(P2 +2p+2) (P2 +2p+5) p>+2p+2  p2+2p+5

Multiplicando e igualando coeficientes se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

A+C=0
B+2A+D+2C=0



2B+5A+2C+2D =0

5B+2D =1
Da a lugar a las siguientes soluciones: A=C =0y B=—-D = % Luego,
1 1
1 _ 3 _ 3
(P +2p+2)(P2+2p+5) P +2p+2 p2+2p+5

1 1

_ 3 62

2

(p+12+1 (p+1)2+4
_ c{ée*w sin(z)} — c{éeﬂ sin(22)}.

Por lo tanto,

<<
Il
o

{e *sin(x)} — E{ée_x sin(2z)} + E{ge_m sin(2x)}
L e "sin(2z) + ge_x sin(2x)}
= L{e “sin(x) + e “sin(2x)}
Por inyectividad,
y(x) = e “sin(z) + e sin(2x).
Ejercicio 1.4. Usando la transformada de Laplace, demuestre que el problema de Cauchy
a— a2y =0 cony(0)==k e y'(O) = ko,

tiene como solucién

y(x) = k1 cosh(ax) + %sinh(az).
Demostracién: En efecto, recordemos que la solucién del problema de Cauchy
'+ Ay +By=0
tiene por transformada de Laplace

(p+A)y(0) +4'(0)

L{y(z)}(p) = 2t Ap T B

Entonces, reemplazando A = 0, B = —a?, y(0) = k; e 3/(0) = k2, se tiene que

(p+ A)y(0) +y'(0) _ pki + ko
p*+Ap+ B p?—a?’

L{y(x)}p) =

entonces, la ultima igualdad la podemos descomponer en fracciones parciales, es decir,

pk1+ky O N D p(C+D)+a(C—D)

pP?P—a2 p—a p+a p? — a?

?



lo cual implica que
pki1 + ke =p(C+ D)+ a(C — D)

entonces, se obtienen el sistema de ecuaciones

C+D = k1
c-p - k2
a

de modo que

1 k k 1 k
C=-Ak+2 v D=C-"2=_{k -2},
2 a a 2

a
entonces,
pk1 + ko
L@ = "5
_ p(C+ D) +a(C— D)
= P2 — a2
C D
= +
p—a p+a
1 ko 1 1 k2 1
B 2{k1+a}p—a+2{kl a}p—i—a
. 1 ko ax 1 ko —azx
= 3 {kl +— }E{e Hp) + 5 {k1 " }5{6 Hp)
o 1 k2 ax 1 @ —axr
= ﬁ{z{k‘l—i-}e —|—2{k1 a}e }(p)
- eax+e axr k2€ax_e axr
= £{k1 5 - 5 }(p)
ky .
= L kjcoshax + —sinhazx ¢ (p),
a
es decir,

L{y(x)}(p) =L {kl cosh azx + % sinh am} (p)

y por el Teorema de Lerch, se tiene que
ko .
y(x) = ky coshax + — sinh ax
a

lo cual prueba lo pedido.

Ejercicio 1.5. Demuestre que

3

p
L{cosh(ax) cos(ax)} = e



Nota: En la guia hay un error de tipeo, dice que se tiene que demostrar que

p

L{cosh(az) cos(ax)} = pt + dat
a

lo cual lamentamos:c
Demostracién

Primero, recordemos que

eax _"_ efam
coshar = ———,

entonces,
“cosar e **cosax

2 + 2 ’
entonces, por la linealidad de la Transformada de Laplace, se tiene que

cosh(ax) cos(ax) =

L{cosh(az) cos(ax)}(p) = %(ﬁ{eax cosaz}(p) + L{e " cosazx}(p))

y por el primer Teorema de Traslacion, se tiene que

L{cosh(az) cos(ax)}(p) = %(L’{eaw cosax}(p) + L{e * cosaz}(p))

= %(ﬁ{cos ax}(p — a) + L{cosax}(p+ a))

2p%a + 2a%p + ap? —

2ap? + 2a

24 (p+a)?

_ 1< (a +p+a)2)+(p+a><“2+(p‘
2 +(p—a)*)(@®+ (p+a)?)
1 (p*+2p*a+ 2p*a — ap® + 2pa + 2pa® + p* —

) P+ 2ap? + 2a2p? — 2ap® — 4a?p? — 4a3p + 2a%p? + 4a’p + dat
1 2
- p + 4at
_ P
p4 -+ 4at”
En resumen: 3
p
£{cosh = Tl
{cosh(az) cos(ax)}(p) Pt + 4at

lo cual demuestra lo que se queria.
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