AYUDANTIA 2 - ECUACIONES DIFERENCIALES

VALENTINA CALDERON - CLAUDIO CARRASCO — DAVID URRUTIA

EJERCICIO 1

Resuelva

Solucion. Reescribiendo,

Y+ ——y— y°
1—e™ 1—e™

la cual tiene la forma de una ecuacién del tipo ¢y’ + a(z)y = b(x)y?, es decir, es del
tipo Bernoulli.

Luego sabemos que mediante el cambio de variable v = y'~¢" | la ecuacién se reduce
a una lineal.

En efecto,

/

W =(1-e")y "y
=y (—e"y +ey")
_ _ezylfe" +e®
= —e"u+e”

La ecuacién anterior, es del tipo lineal, ya que tiene la forma de v’ + a(z)u = b(x).
En nuestro caso, a(z) = e* = b(z). Vimos la semana pasada que la solucién general
a este tipo de ecuaciones es

u(:L‘)ef a(z)dr _ /ef a(s)dsb(m)dx

/a(x)dx = /e””dx ="

con C7 € R. Por otro lado,

/ef“(s)dsb(x)dx = /eeze”dx = /eewe‘”dx
e” +C

Calculamos [ a(z):

donde C' es una constante arbitraria. Luego la solucién u la podemos escribir en
funcién de x como:

u(z)=e (e ) +e CC=1+e°C.
Por lo tanto,
yz)="V1i+eeC
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EJERCICIO 2

El modelo SIS, es un modelo epidemiolégico de propagacion de una enfermedad
infecciosa (propuesto en 1927), el cual es descrito por el sistema de ecuaciones
diferenciales

S'=—-BST+~I
I'=38SI —~I
con la condicién inicial
S(0) € (0,1) e I(0)€(0,1)

tales que S(0) + I(0) = 1.

En el sistema, S € (0,1) es la fraccién de poblacidn susceptible, mientras que
I € (0,1) es la fraccién de poblacidn infectada. El pardmetro 8 > 0 describe la
intensidad del contacto, mientras que v > 0 mide la velocidad de recuperacién.

(1) Demuestre que S+ I = 1.
(2) Usando lo anterior demuestre que la ecuacién diferencial que describe la
evolucién de intefectados viene dada por

I'=(8—)I-pI*

(3) Resuelva esta ecuacidn.
(4) Analice lim;_,, I(t), considerando los casos B < vy 8> 7.

Respuesta: En Primer lugar, consideremos la funcién auxiliar F'(t) = S(¢) + I(t),
la cual es la suma de susceptibles e infectados. Notemos que

F'(t)y=5"(t)+I'(t) =0,
es decir F' es una funcién constante y por lo tanto F(t) = F(0) para todo ¢. Por
otro lado, las condiciones iniciales nos dicen que
F(it)=F0)=S0)+1(0)=1
para todo ¢ y eso demuestra la parte (1).

Ahora como, S + I =1, se tiene que S = 1 — I, si reemplazamos en la segunda
ecuacién del sistema, se tendra

I' = BA-II—~HI
I' = BI—BI*—~I
I o= (B-y)I- B

y resolvemos la parte (2).

Para la parte 3, vemos que la ecuacion es del tipo Bernoulli. Mediante el cambio de
variables v = I~1, la ecuacién se puede reducir a una lineal. Diferenciando respecto
a x se tendra que,

W =T T=-B-N'-B=-B-7u+p

El factor integrante asociado a esta ecuacion lineal es,

At) = / a(t)dt = / (B — )t = (B — )t



Por lo tanto, la solucién viene dada por,

u(t) =) [ par

= ﬂeft(ﬁfv) <6<Bwt + C’)

(B—=")
= B + CBe HB—)
B—
Por lo tanto,
1

I(t) =
®) % + CBe—tB—)

Por dltimo, si 8 > ~, entonces —t(f — v) < 0, para todo ¢ > 0. Luego,

lim et =
t—o00

En consecuencia,

)
t—o0

limI(t):%zl—

w2

el cual se conoce como equilibrio endémico.
Por otro lado, si § < 7, tendremos que —¢(58 — «) > 0, para todo t > 0. Luego,

lim e *F~7) =
t—o0

Por tanto,

lim I(t) =0,

t—o0

y este caso (donde el pardmetro de recuperacién es mayor que el pardmetro asociado
al contacto), se conoce como equilibrio libre de infeccion.

EJERCICIO 3
Resuelva la ecuacion diferencial
(1) ydz + (x + y)dy =0
Solucién. Definamos las funciones P, Q : R? — R dadas por

Plry)=y vy Qly) =z+y.
Noétese que
0 =ydz + (z +y)dy = P(z,y) + Q(z,y)dy,
entonces, veamos las derivadas parciales de P y ). En primer lugar,

oy oy
Por otro lado,

9Q(x,y) 8(w+y)7@+3j71
Ox or Oy Oy
Entonces, la ecuacién es exacta, de modo que existe una funcién U : R? — R

tal que

ydr + (x + y)dy = dU.



Entonces, se tiene que

oU
y= P(z,y) = e

entonces,

U(x,y):/Z—gdfc:/P(x,y)dx:/ydm:$y+cl(y)

con y — ¢1(y) una funcién constante en x que depende de y.
Por otro lado, se tiene que

ouU
m+y=Q(x,y)=afy

entonces,
2

V) = [ G dv= [ Qs = [+ )dy=ay+ % + a0

con z — cz(x) una funcién constante en y que depende de x.
Entonces, nétese que

ou 0 2 Oca(x
y—P(Ly)—(%—ax(:ﬂy—kyQ—ch(x)) =y+ (’2); ).

Entonces, se tiene que
Oca(x)
or
y por ende, existe ¢ € R tal que ca(z) = ¢ para todo z € R.
De modo que

yQ
Ule,y) = zy + 5 +c

Luego, la solucién = — y(z) del sistema verifica la ecuacién

2
K= Ua.g) = ay(e) + S\ e
con K € R de modo que, al definir C := ¢ — K, se tiene que
0= y*(x) + 2ay(z) +2C,

entonces, x — y(z) viene dada por (usando la férmula de la solucién de la ecuacién
cuadrética).

yr(z) = —z+ Va2 -2C e y_(x):=—-x—z2-2C

EJERCICIO 4
Resuelva la ecuacion
(2) (r cos?(0) — sin(0)) dr — r cos(0)(rsin(f) + 1) d§ = 0.
Solucion. Definamos P, Q : R? — R como
P(0,7) := —rcos(0)(rsin(@) +1) y Q(0,r) :=rcos*(#) — sin(h).
Notemos que la ecuacién es de la forma

0 = (rcos?(0) —sin(0)) dr — rcos(0)(rsin(0) + 1) dd = P(0,7)d0 + Q(0,7) dr
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Entonces, al calcular las derivadas parciales de P con respecto a r se puede
observar que

(’9P8(9, r) = ; (—rcos(8)(rsin(8) + 1)) = —2r cos(9) sin(6) — cos(h).
r r
mientras que la derivada parcial de @ con respecto a 6 es dada de la forma
0Q(0,r) _ ,
70 = 5 (rcos(8)(rsin(f) + 1))
= g(r cos?(#) — sin(h))
09
= —2rcos(0)sin(f) — cos(0)
de modo que % = % y por tanto, la ecuacion es exacta. Esto implica
la existencia de una funcién U : R? — R tal que
ou(o,r) ou(o,r)
89 - P(G,T‘) a/r_ - Q(G? T)'
Entonces,
ou0,r)
0) = ——d
vy = [
= /Q(G, r)dr
= /TCOSQ(H) — sin(0) dr
2
= 5 cos?(0) — rsin(0) + c1(6).
donde 6 — ¢1(0) es una funcién constante de r, la cual, depende de 6.
Por otro lado,
B oU (r,0)
U(r,0) = / 50 de
= /Q(r, 0) do

_ / —rcos(6)(sin(6) + 1) dr
R / cos(6) sin(6) + cos(0) dr
_ _T/sin(229) + cos(0) dr

_ o, <_C°Sf‘9) n sin(9)> +ea(r)
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donde r — ¢o(r) es una funcién constante con respecto a 6, la cual, depende de 7.
Entonces, nétese que

_ <r28m(220) + rcos(@)) = —rcos(f)(rsin(h) + 1)
= P,
_ou(o,r)
=

- % (7“22 cos?(0) — rsin(0) + 1 <9>)

= —r%cos(#)sin() — rcos(#) + ¢ (0)

= —TQLD(;G) —rcos(0) + 4 (0).

entonces,
() =0
lo cual implica que ¢1(0) = k con k € R y por ende

2
U(r,0) = % cos?(0) — rsin(f) + k.

Y por ende, la solucién 6 — r(#) viene dada por la ecuacién
K =U(0,r(9)),
es decir,

r2(0)

K = cos?(0) — r(0) sin(0) + k,

luego, al definir C' := 2(k — K), se tiene que
0 = r2(6) cos?(0) — 2r(0) sin(d) + C,

entonces, las soluciones posibles vienen dadas por

in(f) — y/sin?(6) — cos? in in2(0) — cos?
r(6) = sin(0) \/SCOSQ(fe)) cos?(0)C v () = sin(6) + S;OSQ((GQ)) cos?(9)C

O

EJERCICIO 5

Demuestre que toda ecuacién diferencial de la forma
dy ar+by+k
dr _ cx + dy + ko
donde a, b, ¢,d, k1 y ko (presentes en la ecuacién de la derecha) son constantes tales

que ad — be # 0, puede reducirse a una ecuacion homogénea de grado cero mediante
los cambios de variable

r=pu+a e y=v+p



donde v y 3 son constanted]
Respuesta: Notemos que la ecuacion diferencial se puede reescribir como

(ax + by + k1)dx — (cx + dy + ko)dy =0

Con los cambios de variable propuestos se tiene que dx = du e dy = dv, por lo
tanto, la ecuacién se podra reescribir como

(ax + by + k1)dp — (cx +dy + ka)dv = 0
(alp+ o] + by + Bl + k1)dp — (clu+ o] +dlv+ ]+ ka)dv = 0
(ap+ac+bv+bB8+ki)dy — (cp+ca+dv+dB+k)dv = 0
(ap+bv+aa+ b6 +ki)dp— (cu+dv+ca+dB+ky)dv = 0

La idea serd elegir las constantes « y 3 tales que sean soluciones del sistema de

ecuaciones:
ac+ bp = —kq
ca+dp = —ko,
el cual se puede reescribir como

a b a\ [ —k
2] (5)-(3)
Como ab — cd # 0, se tiene que el sistema de ecuaciones tiene una solucién inica
(a*, B*) tales que
ac™ +b3* = —kq
{ ca’* + dp* = —ko,
por lo tanto, considerando esas constantes, el cambio de variables x = p + a* e
y = v + 3* nos dara la ecuacién

(ap+bv +aa™ + 08" + k1)dp — (cp+ dv + ca®™ +df* + ka)dv = 0
—_— —_—
-0 =0
(ap+ bv)dp — (cp+ dv)dv = 0,
la cual se puede reescribir como
dv_ap+ by
dp cp+dv’

la cual es homogénea de grado cero y puede resolverse de manera similar a un
ejemplo visto en clases

EJERCICIO 6

Resuelva la ecuacion:
(1 — 2%y)dz + 2*(y — 2)dy = 0.

Respuesta: Veamos si esta ecuacién es exacta. En este caso tenemos que:

M(x,y):l—xzy, N(m,y):xQ(y—x)
Lo que implica que:

1Ejelrcicio planteado en la Guia 2



oM 9 ON 9
—_— = —-_— = 2 - .
» z°, - yr — 3T

Como %—J\; #* %—Ig, la ecuacién diferencial no es exacta. La ecuacién:

uMdz + pNdy = 0,

serd exacta. Este p debe cumplir lo siguiente:

o(uM) _ (uN)

oy Oz

I OT Ieg]‘a‘ del FIOqut:’
(9/1 ()IM 1)’1 ()N

Oy uTy - Ox Koz

pyM — g N = pNy — ppNy,

(3) ,uyM — pe N = ,U(Na: - My)
Recordamos que:
e Si % depende sélo de z, u = p(z),
e Si % depende sélo de y, p = u(y).
En este caso particular:

N, — M, 2yx—3c+a® 2yx—22° 2z(y—x)

N ay—w)  Py-a) 2y o)
Asi, p dependera solo de x. queda como:

—M,N = (N, — M,),

Ha 1

— = ——(Ny — My),
o () _ N, — M,
() N

Integramos con respecto a =,

[ =] (B5) @
log((z)) = - [ 2aa.
log(u(z)) = —21In(x) + C.

Despejamos p,
N(x) — e—21n(ac)ec7

A
p(x) = 22
Sin pérdida de generalidad, elegimos A = 1. Asi,



Asi, la ecuacion diferencial

uMdz + pNdy = 0,

_ 72 2(y —
(1 §y>dx+(w<y2x>>dy:07
T €T

1
(2—y>dx+(y—w)dy=0
T

es exacta. Ahora podemos resolver como siempre. Llamaremos M (z,y) =

y N(z,y) =y — x. Ahora queremos F tal que:

(4) F, =M.

(5) F, = N

Integramos con respecto a ,

(6) F=—5—yw+g(y)-

Derivando con respecto a y,

Por ,

Integrando con respecto a y,

Reemplazando en @7

2

1
F:—f—y;v—&—y——i—C.
T 2

Asi, esta es la solucién implicita de la ecuacién, con C real.

1
ﬁ_yv
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EJERCICIO 7

Resuelva:

2?y?de + (23y +y + 3)dy = 0.
Respuesta: Veamos si esta ecuaciéon es exacta. En este caso tenemos que:
oM ON
— =2z%y, — = 3yz?.
dy Yoo o T

Como %—]‘; =+ %, la ecuacion diferencial no es exacta. Nuevamente buscamos p
tal que :

pyM — g N = (N — My).
Vemos que:

por lo que p depende sélo de y. Entonces se cumple:

pryM = p(Ny — My),

ty (Y) _ N, — M,
1(y) M
Interamos con respecto a y

/ L:f((z/y))dy - [

log(u(y)) = log(y) + C.

Despejamos g

ply) = Ae'slv),

ny) = Ay.
Tomamos A = 1. Asi, u(y) = y. Entonces la ecuacién exacta a resolver es:

uMdz + pNdy = 0,
y(@?y?)dz + y(a®y® + y* + 3)dy = 0,
a?y’de + (a%y® +y° + 3y)dy = 0,
y ahora resolvemos como es usual. Sean M(z,y) = z%y3, y N(x,y) = 2%y> +
y> + 3y. Queremos F tal que:

M,

(7) F,
F,=N.

Integramos con respecto a x,

F= /;v2y3dx,



Derivamos con respecto a y,

Fy = 2"+ ¢'(y).
Entonces,

2*y® +y? + 3y = 2%y + ¢ (),
J'(y) =y +3y.
Integramos con respecto a y,

9(y) = / (y° + 3y)dy,

3
Y 3y
= 4+ 2 4.

Asi, la solucién estard dada implicitamente por:

con C real.
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