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Ejercicio 1.1. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

dx⃗

dt
= Ax⃗+ f⃗(t) (1)

donde

A =

[
−5 −1
1 −3

]
y f⃗(t) =

(
1
1

)
Solución. Consideremos el sistema lineal homogéneo

dx⃗

dt
= Ax⃗ (2)

donde A es como en el enunciado, es decir,

A =

[
−5 −1
1 −3

]
y satisface detA = 16 y trA = −8 y por ende, el polinomio caracteŕıstico de A es pA(m) =
m2 + 8m+ 16 = (m+ 4)2 y su ráız es m1 = m2 = m0 = −4.

Entonces, las soluciones del sistema (2) corresponde a los vectores

v⃗1(t) =

(
A1e

−4t

B1e
−4t

)
= C⃗1e

−4t y v⃗1(t) =

(
(A2 +A3t)e

−4t

(B2 +B3t)e
−4t

)
= (C⃗2 + tC⃗2)e

−4t

siendo C⃗1 = (A1, B1), C⃗2 = (A2, B2) y C⃗3 = (A3, B3) vectores en R2 a determinar1.

1Compactifiqué la nocación para simplificar los cálculos de los numeros Ai, Bi, Ci de las coordenadas



Por un lado, si resolvemos v⃗1 al igual que como se hizo en la ayudant́ıa pasada, podemos notar
que

AC⃗1e
−4t = Av⃗1(t) =

dv⃗1
dt

(t) = −4C⃗1e
−4t,

entonces, si consideramos I como la matriz identidad

[
1 0
0 1

]
, al reemplazar C⃗1 = (A1, B1), se

tiene que

−4C⃗1 = AC⃗1

=⇒ (A+ 4I)C⃗1 = 0

=⇒ (A+ 4I)C⃗1 =

[
−1 −1
1 1

]
C⃗1 =

[
−1 −1
1 1

](
A1

B1

)
=

(
−A1 −B1

A1 +B1

)
= 0

y por igualdad por coordenadas, se tiene{
−A1 −B1 = 0
A1 +B1 = 0

lo cual implica que A1 = −B1 = 1 resuelven el sistema anterior, es decir, nos basta con considerar
C⃗1 = (1,−1) y por ende

v⃗1 =

(
1
−1

)
e−4t

Por otro lado, para ver lo que pasa con v⃗2, hacemos lo mismo que lo realizado con v⃗1, es decir:

dv⃗2(t)

dt
=

d(C⃗2 + tC⃗3)e−4t

dt
= C⃗3e

−4t−4(C⃗2+tC⃗3)e−4t = (C⃗3−4C⃗2−4tC⃗3))e−4t = A(C⃗2+tC⃗3)e
−4t,

luego,
C⃗3 − 4C⃗2 − 4tC⃗3 = AC⃗2 + tAC⃗3

y tenemos que esa igualdad es cierta si y solo si

−4C⃗3 = AC⃗3 y C⃗3 − 4C⃗2 = AC⃗2

y notemos que la ecuación de la izquierda es identica a la que fue resuelta con C⃗1, entonces, sólo
nos basta considerar C⃗3 = C⃗1 = (1,−1).

La segunda ecuación vectorial queda entonces,

C⃗3 − 4C⃗2 =

(
1
−1

)
− 4C⃗2 = AC⃗2 =⇒

(
1
−1

)
= (A+ 4I)C⃗2 =

(
−A2 −B2

A2 +B2

)
lo cual implica

−A2 −B2 = 1
A2 +B2 = −1

los cuales son idénticos, entonces, B2 = −(1+A2), luego, al considerar A2 = 1, se tiene que B2 = −2
y por ende, C2 = (A2, B2) = (1,−2), de modo que

v⃗2 = (C⃗2 + tC⃗3)e
−4t =

(
1 + t
−2− t

)
e−4t,
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luego, los vectores

v⃗1(t) =

 e−4t

−e−4t

 y v⃗2(t) =

 (1 + t)e−4t

(−2− t)e−4t


son soluciones linealmente independientes y por ende, la matriz

X(t) =

[
e−4t (1 + t)e−4t

−e−4t −(2 + t)e−4t

]
es una matriz fundamental de (2) cuyo determinante es

detX(t) = det

[
e−4t (1 + t)e−4t

−e−4t −(2 + t)e−4t

]
= e−4t

y por tanto, su inversa es

X−1(t) =
1

detX(t)

[
−(2 + t)e−4t −(1 + t)e−4t

e−4t e−4t

]
=

[
−(2 + t) −(1 + t)

1 1

]
Entonces, una solución de (4) es de la forma

v⃗(t) = c1v⃗1(t) + c2v⃗2(t) +X(t)

∫ t

0
X−1(s)f⃗(s) ds

entonces, falta calcular v⃗p(t) = X(t)
∫ t
0 X

−1(s)f⃗(s) ds y estaŕıamos listos con el ejercicio.
Por un lado, notemos que

X−1(s)f⃗(s) =

[
−(2 + s) −(1 + s)

1 1

](
1
1

)
=

(
−3− 2s

2

)
,

de modo que

v⃗p(t) = X(t)

∫ t

0
X−1(s)f⃗(s) ds = X(t)

∫ t

0

(
−3− 2s

2

)
ds

= X(t)

(
−
∫ t
0 3 + 2s ds

2
∫ t
0 ds

)
= X(t)

(
−3t− t2

2t

)

=

[
e−4t (1 + t)e−4t

−e−4t −(2 + t)e−4t

](
−3t− t2

2t

)
= e−4t

(
−3t− t2 + (1 + t)2t
3t+ t2 − 2t(2 + t)

)
y por ende,

v⃗(t) = e−4t

(
c1 + c2(1 + t)− 3t− t2 + 2t(1 + t)
−c1 − c2(2 + t) + 3t+ t2 − 2t(2 + t)

)
que es lo que se ped́ıa.

Ejercicio 1.2.
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Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

dx⃗

dt
= Ax⃗+ f⃗(t) (3)

donde

A =

[
2 −5
5 2

]
y f⃗(t) =

(
e2t

0

)
Demostración. Primero debemos resolver el sistema homogéneo asociado. Es decir, consideremos
el sistema,

dx⃗

dt
= Ax⃗ (4)

El polinomio caracteŕıstico de la matriz es p(m) = m2− tr(A)m+detA = m2−4m+29. Las ráıces
de este polinomio son z = 2 + 5i y z = 2 − 5i. Aśı, dos soluciones linealmente independientes del
sistema homogéneo son,

(x1(t), y1(t)) = e2t(A1 cos(5t)−A2 sin(5t), B1 cos(5t)−B2 sin(5t))

(x2(t), y2(t)) = e2t(A1 sin(5t) +A2 cos(5t), B1 sin(5t) +B2 cos(5t))

donde A1, A2, B1, B2 ∈ R son tales que el vector x = (A1 + iA2, B1 + iB2) satisface,

Ax = (2 + 5i)x

Llamemos z1 = A1 + iA2 y z2 = B1 + iB2. Entonces tendremos las siguientes ecuaciones:

2z1 − 5z2 = 2z1 + 5iz1 =⇒ −z2 = iz1

5z1 + 2z2 = 2z2 + 5iz2 =⇒ z1 = iz2

Claramente son ecuaciones equivalentes. Eligiendo z1 = 1, tendremos que z2 = −i. Es decir,
A1 = 1, A2 = 0, B1 = 0, B2 = −1. Por lo tanto, las soluciones buscadas son,

(x1(t), y1(t)) = e2t(cos(5t), sin(5t))

(x2(t), y2(t)) = e2t(sin(5t),− cos(5t))

Es decir, la matriz fundamental es,

X(t) =

[
e2t cos(5t) e2t sin(5t)
e2t sin(5t) −e2t cos(5t)

]
La inversa de esta matriz es

X−1(t) = −e−4t

[
−e2t cos(5t) −e2t sin(5t)
−e2t sin(5t) e2t cos(5t)

]
Por otro lado, una solución particular del sistema, viene dada por,

Up(t) =

[
e2t cos(5t) e2t sin(5t)
e2t sin(5t) −e2t cos(5t)

] ∫ t

0
−e−4s

[
−e2s cos(5s) −e2s sin(5s)
−e2s sin(5s) e2s cos(5s)

](
e2s

0

)
ds
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=

[
e2t cos(5t) e2t sin(5t)
e2t sin(5t) −e2t cos(5t)

] ∫ t

0
−e−4s

(
−e4s cos(5t)
−e4s sin(5t)

)
ds

=

[
e2t cos(5t) e2t sin(5t)
e2t sin(5t) −e2t cos(5t)

] ∫ t

0

(
cos(5t)
sin(5t)

)
ds

=

[
e2t cos(5t) e2t sin(5t)
e2t sin(5t) −e2t cos(5t)

]( sin(5t)
5

− cos(5t)
5 + 1

5

)

Aśı, la solución del sistema viene dada por,

(x(t), y(t)) = C1e
2t(cos(5t), sin(5t)) + C2e

2t(sin(5t),− cos(5t)) + Up(t); C1, C2 ∈ R.

Ejercicio 1.3. Consideremos la ecuación diferencial de segundo orden

y′′ + a(t)y′ + b(t)y = f(t) (5)

donde a, b, f : [a, b] → R son continuas en [a, b]. Demuestre que la ecuación puede ser resuelta al
resolver el sistema

x′ = A(t)x+ r⃗(t) (6)

donde A : [a, b] → Mn(R) corresponde a la matriz definida por

A =

[
0 1

−b(t) −a(t)

]
mientras que r⃗ : [a, b] → R puede es el vector

r⃗(t) =

(
0

f(t)

)
Demostración. Sea t 7→ y(t) una solución de la ecuación (6) y consideremos el vector x⃗(t) = (y, y′),
nótese que

dx⃗

dt
=

d

dt

(
y
y′

)

=

(
y′

−a(t)y′ − b(t)y + f(t)

)

=

(
y′

−a(t)y′ − b(t)y

)
+

(
0

f(t)

)

=

[
0 1

−b(t) −a(t)

](
y
y′

)
+

(
0

f(t)

)
= A(t)x⃗+ r⃗(t)

que es lo que se queŕıa probar.
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Ejercicio 1.4. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:

x′ = 2x+ y + 1,

y′ = −2x− y + 5.

cuyas condiciones iniciales son y(0) = x(0) = 0.

Solución. Tenemos un sistema de la forma:

z′(t) = Az(t) + f(t),

con A =

(
2 1
−2 −1

)
, y f(t) =

(
1
5

)
.

Vemos que detA=0 y trA = 1, por lo que el polinomio caracteŕıstico será p(m) = m2 − m =
m(m− 1), cuyas soluciones son m1 = 1 y m2 = 0. Luego, la solución del sistema será:

z(t) = zh(t) + zp(t),

donde zh(t) es la solución del sistema homogéneo y zp(t) es una solución particular del sistema.
Primero encontramos zh. zh estará dada por:

zh = z1 + z2,

donde zi corresponde a:

zi = Cie
mitVi,

donde V1 cumple:

AVi = miVi,

Para m1 = 1, (
2 1
−2 −1

)(
V11

V12

)
=

(
V11

V12

)
,

(
1 1
−2 −2

)(
V11

V12

)
= 0.

Consideramos las soluciones V11 = −1 y V12 = 1. Aśı,

z1 = (x(t), y(t)) = (−C1e
t, C1e

t).

Para m2 = 0, (
2 1
−2 −1

)(
V21

V22

)
= 0

Consideramos las soluciones V21 = −1 y V22 = 2. Aśı,
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z1 = (x(t), y(t)) = (−C2, 2C2).

Aśı, zh(t) es:

zh(t) = (x(t), y(t)) = (−C1e
t − C2, C1e

t + 2C2).

Ahora buscamos una solución particular xp(t). Consideremos soluciones de la forma:

x = a1t+ a0,

y = b1t+ b0.

Calculando las derivadas,

x′ = a1,

y′ = b1.

Sustituyendo en el sistema de ecuaciones, obtenemos que a0 = −7/2, a1 = −6, b0 = 0 y b1 = 12.
Entonces,

zp = (x(t), y(t)) = (−6t− 7

2
, 12t).

Aśı, la solución general del sistema de ecuaiones es:

(x(t), y(t)) = (−C1e
t − 6t− C2 −

7

2
, C1e

t + 12t+ 2C2).

Utilizamos las condiciones iniciales para obtener las constantes, y obtenemos C1 = −7 y C2
7
2 .

Aśı, la solución es:

(x(t), y(t)) = (7et − 6t− 7,−7et + 12t+ 7).
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