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Ayudantia 8

Ejercicio 1.1. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

donde

Solucion. Consideremos el sistema lineal homogéneo

4z
== Az 2
o = AT (2)

donde A es como en el enunciado, es decir,
-5 -1
A =
=
y satisface det A = 16 y trA = —8 y por ende, el polinomio caracteristico de A es pa(m) =

m? 4+ 8m + 16 = (m + 4)? y su raiz es m; = mp = my = —4.
Entonces, las soluciones del sistema (2) corresponde a los vectores

. Aje 4 - . Ag + Ast)e 4 = = _
Ul(t) = < B1674t > - Cle a y vl(t) = < EBi +B2t;e4t ) = (02 +t02)€ a

siendo €} = (A1, By), Co = (A3, By) y C5 = (As, Bs) vectores en R? a determinar?.

!Compactifiqué la nocacién para simplificar los célculos de los numeros A;, B;, C; de las coordenadas



Por un lado, si resolvemos ¢ al igual que como se hizo en la ayudantia pasada, podemos notar

que
dvy =

AC e = A7 (t) = — (= —4Ce ",

0 ], al reemplazar C; = (A1, By), se

entonces, si consideramos I como la matriz identidad [ 0 1

tiene que

40, = AC;

— (A+4DC, = 0

= -1 -1|5 | -1 -1 Ar\ (A1 —-B1\
—  (A+4DG = [1 1]01_[1 1}<Bl>—<141+31 0
y por igualdad por coordenadas, se tiene

-A1—-B1 = 0
Ai+B; = 0

lo cual implica que A; = —B; = 1 resuelven el sistema anterior, es decir, nos basta con considerar

Ci = (1,—1) y por ende
L (1 —at
V1 = < 1 )6

Por otro lado, para ver lo que pasa con 72, hacemos lo mismo que lo realizado con v7, es decir:

— ~ N9\, —4t
dvét(t) _ G +Ctlf3)e = Cye - 4(Co+1tC3)e ™ = (C5—4C,—4tC3))e 4 = A(Cy+tCs)e ™™,

luego,

C_;g — 462 — 4t63 = AéQ + tAég
y tenemos que esa igualdad es cierta si y solo si
—4C3=ACs5 y Cs—4Cs = AC,

y notemos que la ecuacién de la izquierda es identica a la que fue resuelta con C}, entonces, sélo
nos basta considerar Cs = C; = (1, —1).
La segunda ecuacién vectorial queda entonces,

- - 1 - - 1 - —Ay — B
03—402:<_1>—402:A02 — (_1>:(A+4I) 2:< A22+322>

lo cual implica

—A2 — BQ =1
A2 +By = -1
los cuales son idénticos, entonces, By = —(1+ A3), luego, al considerar Az = 1, se tiene que By = —2

y por ende, Cy = (Ag, Bs) = (1,—2), de modo que

¥y = (Cy +tCs)e ™ = ( —12+—tt > e



luego, los vectores
e—4t (1 —|—t)€_4t
i6_4t (_2 _ t)6—4t
son soluciones linealmente independientes y por ende, la matriz

[ et (1+t)e_4t}

X(t) = _e 4t _(2 + t)ei4t

es una matriz fundamental de (2) cuyo determinante es

—at —at
det X (t) = det [ ¢ (1+1)e } =

_e 4t _(2 4 t)ei4t
y por tanto, su inversa es

D | —(2+t)e ™ —(1+t)e ¥
X(t) = det X(0) [ ot ot }

{ —(2+t) —(1+1)
1 1

Entonces, una solucién de (4) es de la forma

—

U(t) = 101(t) 4 catia(t) + X (t) /Ot XYs)f(s)ds

entonces, falta calcular v,(t) = X(t) fot XY(s)f(s) ds y estarfamos listos con el ejercicio.
Por un lado, notemos que

X-1(s)f(s) = [ —(2+si —(11+s) } < 1 > _ < —32—23>,

de modo que

() = x(t) [ X (5)Fls) ds ) /0t< oo > ds

_ X() ( —fgjfdisds ) _ X(1) < —3t2t_ 12 >
0

B [ e~ (14t)e ¥ }(—St—ﬁ) _ 6_4t(—3t—t2+(1+t)2t>

—e ™ (24 t)e 2t 3t+ 12 —2t(2+1)

y por ende,
it at ca(1+1) =3t —t2 +2t(1 + 1)
—c1 —co(241t) + 3t + 12— 262+ t)

que es lo que se pedia.

Ejercicio 1.2.



Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

dz Lz
o= AT+ 1) 3)

2 -5 = et
A — t =
[ £ o ] y ft) ( 0 )
Demostracion. Primero debemos resolver el sistema homogéneo asociado. Es decir, consideremos
el sistema,

donde

4z
== Az 4
o = AT (4)

El polinomio caracteristico de la matriz es p(m) = m? —tr(A)m +det A = m? — 4m +29. Las raices
de este polinomio son z = 24 5i y Z = 2 — 5i. Asi, dos soluciones linealmente independientes del
sistema homogéneo son,

(z1(t),y1(t)) = e*(A; cos(5t) — Ay sin(5t), By cos(5t) — By sin(5t))
(z2(t), y2(t)) = e* (A sin(5t) + Ay cos(5t), By sin(5t) + By cos(5t))

donde A;, Ag, By, B2 € R son tales que el vector © = (A1 + 1A, By + 1Ba) satisface,
Az = (2 + 5i)x
Llamemos z1 = A1 +iAs y 20 = B1 + iBy. Entonces tendremos las siguientes ecuaciones:

221 — Dz9g = 221 + D1z = —29 = 121
521 4 229 = 229 4+ bizg = 21 = 129

Claramente son ecuaciones equivalentes. Eligiendo z; = 1, tendremos que zo = —i. Es decir,
Ay =1,A5,=0,B; =0,By = —1. Por lo tanto, las soluciones buscadas son,

(z1(t),y1(t)) = e*(cos(5t), sin(5t))
2t (sin(5t), — cos(5t))

—
8
(V)
—~
~
~—
<
V)
—~
~
~—
~—
Il
]

e?t cos(5t) e sin(5t)
e?sin(5t) —e?! cos(5t)

La inversa de esta matriz es

X1(f) = —e [ —e?tcos(5t)  —e? sin(5t) ]

—esin(5t) €t cos(5t)

Por otro lado, una solucién particular del sistema, viene dada por,

U, (t) = e* cos(5t) et sin(5t)) } /Ot s [ —e% cos(5s)  —e?sin(5s) ] ( e%s > ds

e?t sin(5t) —e?! cos(5t —e?sin(5s)  €2® cos(5s) 0

4



[ €*cos(5t)  e*sin(5t) | t_ _4s [ —€*¥ cos(5t) d
| e®sin(5t) —e? cos(5t) | J, € —e¥ sin(5t) s
[ e*cos(5t)  e*sin(5t) ] [* ([ cos(5t) d

| e*sin(5t) —e®tcos(5t) | J, \ sin(5t) s

[ €*cos(5t)  e*sin(5t) | Lné&)

~ | e¥sin(5t) —e* cos(5t) | %5(5” +1

Asi, la solucién del sistema viene dada por,

(2(t), y(t)) = Cre* (cos(5t),sin(5t)) + Cae? (sin(5t), — cos(5t)) + Uy(t); C1,C € R.

Ejercicio 1.3. Consideremos la ecuacién diferencial de segundo orden

Y +alt)y +b(t)y = f(t) (5)

donde a,b, f : [a,b] — R son continuas en [a,b]. Demuestre que la ecuacién puede ser resuelta al
resolver el sistema

a' = A(t)x + 7(t) (6)
donde A : [a,b] — M, (R) corresponde a la matriz definida por

mientras que 7 : [a,b] — R puede es el vector

) = < 1t >

Demostracion. Sea t — y(t) una solucién de la ecuacién (6) y consideremos el vector Z(t) = (y,y'),

nétese que
dz_ d [y
d — dt \ Y

N [ —I?(t) —;(t) ] ( y > + < f?t) ) = A(t)F + (1)

que es lo que se queria probar. O



Ejercicio 1.4. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:
¥ =2r+y+1,
y = —2x —y+5.

cuyas condiciones iniciales son y(0) = z(0) = 0.

Solucion. Tenemos un sistema de la formas

2(t) = Az(t) + (1),

con A = <_22 _11> v f(t) = <;)

Vemos que detA=0y trA = 1, por lo que el polinomio caracteristico serd p(m)
m(m — 1), cuyas soluciones son m; = 1y mg = 0. Luego, la solucién del sistema sera:

2(t) = zn(t) + 2p(t),

= m- —1m =

donde zp,(t) es la solucién del sistema homogéneo y z,(t) es una solucién particular del sistema.

Primero encontramos zj. zp estara dada por:

zZp = 21 + 29,

donde z; corresponde a:

2z = Cie™'V,

donde V; cumple:

AVy = m;V,

2 1 Vi1 . Vi1
-2 =1) Vi) \Vi2
1 1 Vit 0
-2 =2 Vie)

Consideramos las soluciones Vi1 = —1 y Vi = 1. Asi,

Para m; =1,

z1 = (2(t),y(t)) = (—C1e', Creh).

Para mo = 0,

(% 5) ()~

Consideramos las soluciones Vo1 = —1 y Voo = 2. Asi,



21 = (2(0),y(1)) = (~C5,2C).
Asi, zp(t) es:

zn(t) = (2(t),y(t) = (=Cre’ — C3, Cre’ +2C3).

Ahora buscamos una solucién particular x,(t). Consideremos soluciones de la forma:

T = a1t + ap,

y = bit + bo.
Calculando las derivadas,
' = a,
y, = bl.
Sustituyendo en el sistema de ecuaciones, obtenemos que ag = —7/2, a; = —6, by = 0y by = 12.

Entonces,

% = (e(t),y(0) = (=61 — £ ,120).

Asi, la solucién general del sistema de ecuaiones es:

(l’(t),y(t)) = (—C’let — 6t —Cqy — g, C’let + 12t + 202)

Utilizamos las condiciones iniciales para obtener las constantes, y obtenemos C; = =7y Cg%.
Asi, la solucion es:

(z(t),y(t)) = (Te! — 6t — 7, —Tel + 12t + 7).



