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CONTROL 2

Ejercicio 1.1. Usando el método de variación de parámetros, encuentre una solución a la ecuación
diferencial

y′′ − (a+ b)y′ + aby = xe(a+b)x (1)

donde a ̸= 0, b ̸= 0 y a ̸= b.

Solución. Recordemos que la solución de la ecuación diferencial (1) es

x 7→ yg(x) = yl(x) + yp(x)

donde x 7→ yl(x) es solución de la ecuación lineal homogenea

y′′ − (a+ b)y′ + aby = 0. (2)

Notemos que el polinomio caracteŕıstico asociado a (2) es

p(λ) = λ2 − (a+ b)λ+ ab

cuyas ráıces son λ1 = a y λ2 = b de multiplicidad 2, entonces, las soluciones LI de la ecuación
homogénea y′′ − (a+ b)y′ + aby = 0 son

x 7→ y1(x) = eax y x 7→ y2(x) = ebx.

y por ende,
yl(x) = c1e

ax + c2e
bx.

Falta calcular yp. Recuerde que yp verifica

yp(x) = −y1(x)

∫
y2(x)xe

(a+b)x

W (y1, y2)(x)
dx+ y2(x)

∫
y1(x)xe

(a+b)x

W (y1, y2)(x)
dx

donde

W (y1, y2)(x) = det

(
y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

)
= det

(
eax ebx

aeax bebx

)
= (b− a)e(a+b)x,



entonces,

yp(x) = −eax
∫

ebxxe(a+b)x

e(a+b)x(b− a)
dx+ ebx

∫
eaxxe(a+b)x

e(a+b)x(b− a)
dx

= −eax
∫

xebx

(b− a)
dx+ ebx

∫
xeax

(b− a)
dx

= − eax

(b− a)

∫
xebx dx+

ebx

(b− a)

∫
xeax dx

= − eax

(b− a)

{
xebx

b
− ebx

b2

}
+

ebx

(b− a)

{
xeax

a
− eax

a2

}

= −e(a+b)x

(b− a)

{
x

b
− 1

b2

}
+

e(a+b)x

(b− a)

{
x

a
− 1

a2

}

=
e(a+b)x

(b− a)

{
−x

b
+

1

b2
+

x

a
− 1

a2

}

=
e(a+b)x

(b− a)

{
x(b− a)

ab
− b2 − a2

a2b2

}

= e(a+b)x

{
x

ab
− a+ b

a2b2

}
+ C

donde C ∈ R. Por ende,

yg(x) = c1e
ax + c2e

bx + e(a+b)x

{
x

ab
− a+ b

a2b2

}
+ C

lo cual es lo pedido.

Ejercicio 1.2. Resuelva la siguiente ecuación diferencial usando la transformada de Laplace.

y′′ + 4y′ + 5y = 0,

con y(0) = 1, e y′(0) = −4.
Solución. Aplicamos la Transformada de Laplace:

L{y′′ + 4y′ + 5y} = 0.

Por la linealidad de latransformada,

L{y′′}+ 4L{y′}+ 5L{y} = 0.

Recordemos que:

L{y} = ŷ,
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L{y′′} = s2ŷ − sy(0)− y′(0),

L{y′} = sŷ − y(0).

Aśı, nos queda lo siguiente:

s2ŷ − sy(0)− y′(0) + 4[sŷ − y(0)] + 5ŷ = 0,

s2ŷ − s+ 4 + 4sŷ − 4 + 5ŷ = 0,

ŷ(s2 + 4s+ 5) = s,

ŷ =
s

s2 + 4s+ 5
.

Ahora aplicasmos la transformada inversa para obtener y(x).

y(x) = L−1

{
s

s2 + 4s+ 5

}
.

Esto es equivalente a:

y(x) = L−1

{
s+ 2

(s+ 2)2 + 1

}
− 2L−1

{
1

(s+ 2)2 + 1

}
.

Ahora recordamos la regla de la transformada inversa: Si L−1 {F (s)} = f(x), entonces L−1 {F (s− a)} =
eaxf(x). Vemos que para

s+ 2

(s+ 2)2 + 1
=⇒ a = 2, F (s) =

s

s2 + 1
,

y para

1

(s+ 2)2 + 1
=⇒ a = 2, F (s) =

1

s2 + 1
.

Aśı,

y(x) = e−2xL−1

{
s

s2 + 1

}
− 2e−2xL−1

{
1

s2 + 1

}
.

Como L−1
{

1
s2+1

}
= sin(x), y L−1

{
s

s2+1

}
= cos(x), tendremos que:

y(x) =
cos(x)− 2 sin(x)

e2x
.

Ejercicio 1.3. Construya una ecuación diferencial que tenga las soluciones linealmente indepen-
dientes

y1(x) = e−2022x e y2(x) = xe−2022x
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Solución. La ecuación debe ser de la forma

y′′ + ay′ + by = 0

donde p2 + ap+ b = 0 tiene una raiz doble p = −2022.
Es decir

p2 + ap+ b = (p+ 2022)2 = p2 + 4044p+ 20222.

La ecuación será
y′′ + 4044y′ + 20222y = 0.
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