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Ejercicios para la ayudantia.
Ejercicio 20.1. Juguemos con numeritos.

a) Demostrar que 3 es irreducible pero no primo en Z[v/—5].

Demostracion. 0°Para este ejercicio asumiremos el Ejercicio 20.11. Esto quiere decir que
usaremos de la funcién N : Z[v/—5] \ {0} — N, a + by/=5 + a* + 5b* con a, b € Z.
Ademads usaremos la propiedad de que N(zy) = N(x)N(y) para todo x, y € Z[v/—5]\{0}.

1° Demostraremos que es irreducible.

Supongamos que 3 = zy con x, y € Z[\/—5|, queremos demostrar que o bien x es invertible
o bien y es invertible.

Definitivamente ni = ni y pueden ser cero. Luego, podemos usar 0° y tener (1).
9=N(3) = N(zy) = N(z)N(y) (1)

De ahi deducimos que (N(z), N(y)) € {(1,9), (3, 3), (9, 1)}. Procederemos a trabajar
por casos, con el fin de demostrar lo querido. Veremos que los casos (1, 9) y (9, 1) satis-
facen lo querido y que el caso (3, 3) no puede suceder.

Si N(z) =10 N(y) = 1, como 1 es el valor minimo que puede tomar N, por el Lema 2.67.
de los apuntes del curso tendremos que x o y es invertible y obtenemos lo que queremos.

Si N(x) =3 = N(y), consideramos = = a + b\/—5 con a, b € Z. Obtenemos (2).
3= N(x) = a®+ 5b° (2)

Una rapida inspecciéon de valores enteros nos muestra que no existen a, b € Z que sa-
tisfagan (2). Luego, N(x) # 3 y por lo tanto los tinicos casos posibles satisfacen lo que
queremos. O sea, 3 es irreducible en Z[v/—5].

Para mostrar que 3 no es primo, encontraremos x, y € Z[v/—5] tal que 3 divide a xy pero
no divide ni a z ni a y.

Consideramos = 1 ++/—5 e y = 1 — /—5. Calculando tendremos (3).
3[6=uxy (3)
Por lo que solo nos falta verificar que 3 a ninguno divide.

Supongamos que 3 divide a o a y. Esto significa que existen t, s € Z[\/—5] tal que
3t = x 0 3s = y. Aplicando nuestra funciéon N tendremos (4) y (5).

ON(t) = N(3)N(t) = N(3t) = N(z) = 6 (4)
IN(s) = N(3)N(s) = N(3s) = N(y) = 6 (5)
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Dado que la imagen de N son los naturales, deducimos que (4) y (5) no pueden suceder.
Por lo tanto 3 no divide nia x ni a y y por ende no es primo en Z[y/—5].

Concluimos que 3 es irreducible pero no primo en Z[v/—5]. [

Dar dos factorizaciones de 72 en numeros irreducibles dentro de Z. ;Por qué esto no
contradice el hecho de que sea un DFU?

Demostracion. Calculando se comprueba que (6) y (7) son factorizaciones de 72.

48 = 3.3.2.2.2 (6)
48 = 2.2-(=3)-2-(=3) (7)

Dado que la cantidad de niimeros irreducibles en (6) y (7) es la misma, dado que —1 es
invertible y por ende —3 y 3 son asociados. Podemos concluir que las dos factorizaciones
respetan la definicion de DFU.

Podemos visualizarlo de la siguiente manera. Denotamos los irreducibles y los invertibles
de la siguiente manera.

pr=3,p2=3,p3=2,p1=2,p5 =2.

G==3¢="3GB=2qu=2¢g=2

Ulz—l,UQ:—17U3:1,U4:1,U5:1.

Obtenemos (8), (9) y luego la relaciéon que deben cumplir.

72 =p1-p2-ps-ps-Ps (8)
2=q1G2q3 Q"G5 (9)
PrL=ur-q
P2 = U2 (G2
P3 = us - qs
Pa=1Us-qs
Ps = Us - g5

Donde los u; son invertibles y p;, ¢; son los irreducibles. O sea, p; es asociado con ¢;. [

Encontrar un MCD(5, —1 + 3i) en Z[i]. Ademds encontrar una factorizacion en irredu-
cibles de cada uno.

Demostracion. 0° Para este ejercicio de nuevo asumiremos el Ejercicio 20.11. Esto quiere
decir que usaremos de la funcién N : Z[i] \ {0} — N, a + bi + a* + b con a, b € Z.
Ademads usaremos la propiedad de que N(zy) = N(x)N(y) para todo z, y € Z[i] \ {0}.

1° Si d es un divisor de 5 y de —1 + 3i. Entonces existen t,s € Z[i] tal que dt = 5y
ds = —1+ 3.

Aplicando N tenemos.

N(d)N(t) = N(dt) = N(5) = 25.

N(d)N(s) = N(ds) = N(—1 + 3i) = 10.

Luego, N(d) divide a 25 y a 10. Nuestra hipdtesis es que si d = MCD(5, —1+3i) entonces
N(d) =5.



Ahora buscaremos un nimero tal que la imagen de N es 5y divida a 5y a —1 + 3i.

Después de unos intentos, encontramos a 1+2i. Nos damos cuenta que (142i)(1—2i) =5
(divide a 5), (1 + 2i)(1 +1i) = —1 + 3i (divide a —1 + 3i) y N(1 + 2i) = 5. Por lo que
demostraremos que es un maximo comun divisor.

Notemos que 1 4+2i =5-i+ (—1) - (—1+ 37). Si x divide a 5 y a —1 + 3i, tendremos que
5 —1+3 .

-, € ZJ[i]. Luego,

T T

—1+ 3
x

i (—1) € Z[i]

1420 5 .
x x

Y por lo tanto x divide a 1 + 2i. Esto demuestra que 1+ 2¢ es un maximo comun divisor
de 5y —1+ 3i. [

Definicién 20.1. Sea A un anillo conmutativo. Un ideal propio P de A se dice ideal primo,
si para todo a-b € P se tiene que a € Po b € P.

Sea A un anillo. Diremos que A es Booleano si 22 = x para todo x € A, es decir, si todos sus
elementos son idempotentes.

Ejercicio 20.2. Sea A un anillo Booleano conmutativo con unidad. Demuestre:

a) 2x = 0 para todo = € A.

Demostracion. Consideramos x + x € A. Como A es Booleano, tendremos (10).
(z+2)*=(z+2) (10)
Desarrollando (10) obtenemos (11).
27+t =a 4 (11)
Usando Booleanidad en (11) obtenemos (12).
r+2r+r =+ (12)
Finalmente, restando en ambas parte de la igualdad de (12) concluimos (13).

2 =0 (13)

Agregado: Dado que 2z = 0, es lo mismo que decir x + x = 0. Por lo que agregamos que
xr = —x para todo = € A. O

Sean a, b € A, demuestre que existe ¢ € A tal que (a) + (b) = (c).

Demostracion. Dado a y b fijos, consideramos ¢ = a + b+ ab. Demostraremos la igualdad
pedida por doble contencién. Pero primero recordemos las definiciones.

(¢c) = {ct|te A} (14)
(a)+ () = {z4+w|z€(a) hw e (b)} (15)
= {ar+by |z, ye A} (16)
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1° Probaremos que (¢) C (a)+ (b), o sea, todo elemento de (c) esta en (a) + (b). Para eso,
debemos poder escribir todo elemento de (¢) como un elemento de (a) + (b). Esto quiere
decir, poder escribir ¢t = ax + by para todo t € A y algunos z, y € A.

Pero en realidad, solo falta ver que ¢ € (a) + (b). Ya que como (a) + (b) es un ideal, si
¢ € (a) + (b) entonces ct € (a) + (b) para todo t € A, por lo tanto por (14) se tiene
(¢) C (a) + (b).

Ahora si demostremos la inclusién. Recordemos que ¢ = a + b+ ab = a(1 + b) + b. Luego,
por (16) tenemos que ¢ € (a) + (b) y concluimos lo pedido.

2° (a) + (b) C (c). Para esta inclusién, debemos notar que solo hace falta mostrar que
a, b € (¢). Ya que como (c) es un ideal, tendriamos que ax, by € (¢) para todo z, y € A.
Luego, como (c) es un ideal, az + by € (c¢) para todo z, y € A. Por (16) tendriamos que
(a) +(b) C (c).

Ahora demostremos la inclusién. Sabemos que ¢ = a+b+ab € (¢). Luego, a-(a+b+ab) €
() y (a+b+ab)-b € (c). Lo anterior es equivalente a decir que a® + ab + a?b € (c) y
ab + b* + ab® € (c). Dado que A es Booleano tendremos que a + 2ab = a + ab + ab € (c)
y 2ab+b = ab+ b+ ab € (¢). Finalmente, por el Ejercicio 20.2. a), obtenemos que
a=a+0¢€(c),b=0+be€ (c) y concluimos que (a)+ (b) C (¢).

Ahora podemos concluir que (a) + (b) = (a + b+ ab). O

Nota mental: Por inducciéon puede probar que con ay, ..., a, € A, existe ¢ € A tal que
(a1) +- -+ (a,) = (¢). Esto no significa que todo ideal de A sea principal, ya que pueden
haber ideales de A que no se puedan escribir como suma finita de ideales principales.

Si p es un ideal primo de A, entonces es un ideal maximal de A. Mds aun A/p es un
cuerpo de dos elementos.

Demostracion. Primero veremos que A/p tiene dos elementos. Luego que es un cuerpo.
Y finalizaremos concluyendo que p es maximal.

1°Seaz+ A€ Alp, veremos quex + A=0+Aoz+A=1+ A.

Como A es Booleano, tendremos que z? = x. Esto significa que 22 + A = = + A. Por
operaciones en el cociente obtenemos (17).

(z+A?=(@@+A)z+A) =z-2+A=2"+A=zx+A (17)

Restando = + A en (17) tendremos (18).
(z+ AP —(z+A)=0+A (18)
En la parte izquierda de la igualdad en (18), podemos factorizar por  + A y tener (19).
(x+A)f(z+A)—-(1+A)]=0+A4 (19)

Ahora nos acordamos del ejercicio 4. de la ayudantia 19. Como p es un ideal primo,
tendremos que A/p es un dominio de integridad. Como es un dominio de integridad,
por definicién no tiene divisores de cero. Asi, de (19) obtenemos que z+ A =0+ A o
(x+A)—(1+A) =0+ A. O de manera equivalente, obtenemos que z + A =0+ A o
r+ A=14 A. Y concluimos lo pedido.

2° Lo que realmente nos dice 1°, es que A/p tiene a lo més dos elementos. Pero A/p no
puede tener un elemento. Ya que de tenerlo, necesariamente A = p por el teorema de
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correspondencia; pero al ser p un ideal primo, este es propio. Asi podemos concluir que
necesariamente A/p tiene dos elementos.

3° Dado que A/p es un dominio de integridad y tiene dos elementos. Por el Ejercicio 15.1.
de la ayudantia 15 concluimos que A/p es un cuerpo.

4° Finalmente, como A/p es un cuerpo, el Lema 18.1. de la ayudantia 18 nos dice que p
es un ideal maximal. O]

d) Si ademds A es un dominio de integridad, deducir que todo elemento primo es maximal.

Demostracion. Sea p € A un elemento primo.

Consideramos el ideal generado por p. Primero demostraremos que es propio y luego que
es un ideal primo.

1° Como p es un elemento primo, tendremos que p no es invertible. Dado que no es
invertible, tendremos que p no divide a uno. Lo anterior significa que pxr # 1 para todo
z € A. Luego, por definicién de (p) se tiene que 1 ¢ (p). Y asi se deduce que (p) C A.

2° Recordemos la Definicién 20.1. Sean z, y € A tal que zy € (p), queremos demostrar
que z € (p) 0y € (p).

Por definicién de (p), se tiene que existe t € A tal que pt = xy. Lo anterior significa que
p divide zy. Por definicion de elemento primo, tendremos que p divide a x o p divide a
y. Es decir, existe un t € A tal que pt = x o pt = y. Concluyendo que = € (p) o y € (p).
Por lo tanto (p) es un ideal primo.

3° Dado que (p) es un ideal primo, tendremos por el Ejercicio 20.2. ¢) que (p) es un ideal
maximal.

4° Finalmente mostraremos que p es un elemento irreducible.

Sean x, y € A tal que p = xy, queremos demostrar que x o y es invertible. El que p = xy,
significa que p € (x). Por el Ejercicio 20.2. b) 1° podemos deducir que (p) C (x). Y dado
que (p) es un ideal maximal, nos quedan dos casos.

4.1° () = A. En este caso ganamos al tiro. Este caso implica que 1 € (z). Por definicién
de ideal principal, tendremos que existe ¢ € A tal que xt = 1. Pero eso no es mas que
decir que z es invertible. Y llegamos a lo que queriamos.

4.2° () = (p). En este caso tendremos que z € (p), por lo que existe s € A tal que ps = z.
Recordemos que por hipétesis p = zy, remplazando ahi nos queda que p-1 = p = psy.
Usando la ley de cancelacion obtenemos que 1 = sy. Deduciendo que y es invertible.

Concluimos que en cualquier caso, o x 0 y es invertible y por lo tanto p es un elemento
irreducible. L

Ejercicio 20.3. Sean A un anillo con mas de un elemento y R un DI. Demuestre los siguientes
enunciados.

a) Alx] el anillo de polinomios con coeficientes en A, no es un cuerpo.

Demostracion. La demostracion consiste de dos casos. Primero veremos cuando A no es
un anillo con unidad. Luego, cuando A es un anillo con unidad.

1° Si A[z] no es un anillo con unidad, inmediatamente vemos que no es un cuerpo. Pri-
mero veremos que si A[z] es un anillo con unidad, entonces A es un anillo con unidad.
Considerando la contraposicion légica de la implicancia anterior y lo dicho al principio,



tendremos las siguientes implicancias: Si A no es un anillo con unidad, entonces A[z]| no
es un anillo con unidad, entonces A[z] no es un cuerpo.

2° Supongamos existe u € Alz| tal que u - p(x) = p(x) - u = p(x) para todo p(x) € Alz].
Inmediatamente tendremos que u-a = a-u = a para todo a € A. Por lo que demostraremos
que u € A y por lo tanto que A es un anillo con unidad.

Para empezar, sabemos que u € A[z] debe tener la siguiente forma.

n

u= Z a;x’ (20)

i=0
Donde n € Ny y a; € A para todo .

Consideremos b € A fijo pero cualquiera. Por hipdtesis tenemos que b-u = u-b = b. Rem-
plazando (20) tendremos que b- (3 1, az') = (31, aix’) - b = b. Multiplicando tenemos
que Y i (b a))xt = Y ¢ (a; - b)a’ = b. Por definicién de polinomios, necesariamente
tendremos (21).

b-a;=a;-b=0paratodoi € [l,n]yb-ap=ap-b=0. (21)

3° Dado que b era cualquier elemento de A, (21) se cumple para todo b € A. Inmedia-
tamente tenemos que qg es un neutro multiplicativo. Como (21) se satisface para todo
elemento de A, tendremos que a; = ag - a; = 0 para todo i € [1, n]. Concluimos que
u=ag € Ay obtenemos lo que queriamos.

4° Podemos concluir que si A no es un anillo con unidad, entonces A[z] no es un cuerpo.

5° Veamos ahora el caso cuando Alz] si es un anillo con unidad. Quien esté leyendo podra
aseverar que el neutro de A[z] es realmente el neutro de A, que denotaremos por 1. Para
demostrar que no es un cuerpo, veremos que existe un elemento no invertible.

6° Probaremos que un elemento sin inverso multiplicativo es z. Sea p(x) € A[z| un ele-
mento cualquiera. Tendremos que p(x) es de la forma )., c;xl, donden € Ngyc; € A
para todo i. Multiplicando tenemos que (31 ca?) - a0 = S0t = S e ot =
Z?Iol c;_12', donde ¢_; = 0. De la definicién de polinomios, deducimos que x - p(z) # 1.
Ya que 0 # 1 al tener A més de un elemento. Por lo tanto no existe elemento tal que al
multiplicar por x tengamos 1. Concluimos que x no es invertible y por lo tanto Alx] no

€S uln cuerpo.

]

Deducir que todo dominio de integridad esta contenido en un dominio euclideano que no
es un cuerpo.

Demostracion. Sabemos que podemos ver a R como un subanillo del cuerpo Frac(R).
Luego, por el ejercicio anterior sabemos que Frac(R)[z] no es un cuerpo. Finalmente, por
la Proposicion 2.65. de los apuntes, tenemos que Frac(R)[x] es un dominio euclideano,
ya que Frac(R) es un cuerpo. ]

Frac(R)[z] € Frac(R[z]).

Demostracion. 0° Primero veamos la contencién”. Probaremos que existe un homomor-
fismo de anillos inyectivos que va de Frac(R)[z] a Frac(R[z]). Antes unos preliminares.

1° Los elemento de Frac(R) son de la forma [a,b]s tal que a € R, b € R\ {0} y [—, —]2
es la clase de equivalencia de un elemento en R x R\ {0}.
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(2], g() €
\ {0}

3° Ademads podemos considerar las clases de equivalencia [a, b]; tal que a € Ry b € R\{0}.
Lo anterior no significa necesariamente que [a, b]; = [a, b]s.

2° Los elemento de Frac(R|x]) son de la forma [p(x),q(x)]; tal que p(z) € R
R[z]\ {0} y [—, —]1 es la clase de equivalencia de un elemento en R[x] X R[x]

4° Finalmente, debemos notar que un polinomio en Frac(R)[z], se ve de la forma p(z) =

S olai, bilox’; donde n € Ng y a; € R, b; € R\ {0} para todo i.

5° Ya hechos los preliminares, consideraremos ¢ : Frac(R)[z] — Frac(R[z]), Y1 glai, b2z’ —
S olaia®, b = [Yoi g viax’, by - - by, donde y; - by = by -+ b,. Y probaremos que es la
funcién buscada. Notemos que y; € R por la ley de cancelacion.

6° Esta bien definida. Como puede tomar cualquier elemento del dominio y siempre caer en

el codominio, verificaremos la regla de asignacion. Sean Y [a;, bilaa’, > i lci, di]2x’ €
Frac(R)[z].

Por definicién de polinomio, Y 1" [ai, blox’ = Y1 i, dilaa® sty solo si [a;, bi]o = [e;, dila

para todo 1.

Por definicién de la clase de equivalencia 2, [a;, b;|2 = [¢;, d;]2 siy solo si a; - d; —b; - ¢; = 0.
Dado que a;, b;, ¢;, di € R C R[z] con Run D.I., a;-d; —b; - ¢; = 0 siy solo si a' - a; - d; —

2 by - c; = 0siysolosi (a;x") - d; — b; - (c;x') = 0 siy solo si (a;x") - d; = b; - (c;x?).

Ya que R[z] esun D.I., (a;2%)-d; = b;(c;z) siy solosi (dy - - - dy) (yia;x?) = (zic;x?)(by - - - by)

si y solo si (d1 s dn)(yzaz)x’ = (ZZCz)<bl s bn)l'l Donde Yi - bz = b1 st bn y % dz =
dy---d,.

Como todos los ”si y solo si”anteriores son para todo ¢, por definicién de polinomios

y distributividad tenemos; (dy - - - d,,)(y;a;)x* = (2;¢;)(by - - - by)x" para todo ¢ si y solo si
(g da)(r02)2) = (S0 (zi6i) (br -+ by)a) si y solo si (d -+ - du) (g graeat) =
(Xoicg zicia®) (by -+~ by).

ya que R[z] es un anillo, (di---d,) (X1, yiaiz') =
(dy - dn) (37 yiain®) — (3o zicix’) (b -+ bn) = 0.
Por definicién de la clase de equivalencia 1, (dy - - - dy,) (D i yiaiz')— (D1 zicix’) (b - - by) =
0 s1 y solo si [Z;’I:O y,;aixi, b1 cee bn]l = [Z?:O ZiCil’i, d1 s dn]l

Finalmente por definicién de 1, [D 5 viaiz’, by -+ by]1 = [Doi g zicia’, dy -+ - dy]y sty solo

st (D oisglas, bilax') = (32 les, dil2z?).

Por lo que concluimos que v esté bien definida y por lo tanto es una funcién. Pero ademas,
dado todos los si y solo si, también probamos inyectividad.

(3o zicia®) (by -+ - by) siy solo si

7° Asi solo nos falta mostrar que ¢ es un homomorfismo de anillos. Sean > [a;, bilaz", Y[, di]ox

Frac(R)[z].
Denotamos [e;, fi] = [ai,bi] sii € [1,n] v [e;, fi] = [Ci—n, fi—n] si i € [1 +n,m + n].

n+m

1/)(2 ai, bilax’ + Z ¢, dilat’) = QP(Z[% fila")
i=0 i=0
n+m

= Z[€i$i7fi]1

=0
n m

- Z[aixi, b1 + Z[Cixi, dily

1=0 i=0
n

= (D _laibilsz )ﬂb(Z[cz, il22")

i=0 =0



Lo que demuestra que 1) preserva la suma.

Si quien esté leyendo demuestra que v preserva la multiplicacién, habremos demostrado
lo querido y se conlcuye la demostracion.

8° Para demostrar que la contencién es propia, solo hay que mencionar que Frac(R[z])
es un cuerpo y Frac(R)[z] no es un cuerpo. O

d) Si R C A C Frac(R), entonces Frac(A) = Frac(R).

Demostracion. Dado que R C A C Frac(R), tendremos que A es un D.I. Ahora conside-
ramos la Proposiciéon 2.47. de los apuntes de la clase.

Como A C Frac(R), por la proposicién tendremos que Frac(A) C Frac(R).
Como R C A C Frac(A), por la proposicién tendremos que Frac(R) C Frac(A).
Concluimos que Frac(R) = Frac(A). O

Ejercicios para la casita.

Ejercicio 20.4. Recuerde que un anillo se dice Booleano si todos sus elementos son idempo-
tentes. Demuestre.

a) Todo anillo Booleano es conmutativo.

b) Existe un anillo Booleano de infinitos elementos.

Ejercicio 20.5. (En colaboracién con Emir Molina T.). Sean (G, +) un grupo y (A, +,-) un
anillo. Si existe un isomorfismo de grupos ¢ : (G,+) — (A, +). Demostrar que (G, +, %) es un
anillo, donde * se define como sigue.

«:GxG— G, (a,b) — Y (W(a)y(d))
(0

axb =

Hint:

Recordar que ¥ (a), ¥(b) € A para todo a, b € G.

Recordar que como 1) es biyectiva, ™' : A — G es una funcién bien definida. Mds aun,
recordar que como 1) es un isomorfismo de grupos, entonces ¥~! también es un isomorfismo de
grupos.

Ejercicio 20.6. Sea L un cuerpo de caracteristica p. Demostrar que Z/pZ. es isomorfo a un
subcuerpo de L.

Nota: Sea L un cuerpo. Diremos que un subconjunto B C L es un subcuerpo, si es un subanillo
y ademds un cuerpo.

Ejercicio 20.7. Encontrar el maximo comun divisor y minimo comun multiplo de 3 + 2¢ y
5+ en Z[i].

Ejercicio 20.8. Sean L, M cuerpos. Sea ¢ : L — M un isomorfismo de cuerpos. Demostrar
que ¢ : Llz] — M[z], Y7 aiz’ — Y0 o (a;)z" es un isomorfismo de anillos.

Ejercicio 20.9. Sean K, L, F, M cuerpos tal que L es una extensién de K y M es una
extensién de F'. Sea v : L. —> M un isomorfismo de cuerpos. Sea o € L algebraico sobre K,

demostrar que ¥ (a) € M es algebraico sobre F.

8



Ejercicio 20.10. Sea A un anilloy S := {2y —yx | z, y € A}. Considere el ideal generado
por S, definido en el ejercicio 17.5. de la ayudantia 17. Demostrar que A/[S] es un anillo
conmutativo.

Hint: Usar definiciones.

Ejercicio 20.11. Sea n € IN. Consideremos R = Z + /—nZ = {a + by/—n | a, b € Z}.
Definimos la funciéon N : R\ {0} — N, a + by/—n +— a? + nb* = (a + by/—n)(a — by/—n).
Demostrar que N(zy) = N(x)N(y) para todo z, y € R\ {0}.

Nota: No hemos demostrado que R es un anillo. Pero se puede demostrar que es el subanillo
de C generado por S = Z U {y/—n}.



