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Ejercicio 10.1. Sean G, H grupos y ¢ : G — Aut(H) un homomorfismo. Demostrar que
H %, G es abeliano si y solo si G, H son abelianos y ¢ es el homomorfismo que envia todo al
neutro respectivo.

Demostracion. (<) 1° Veremos lo que significa que ¢ envie todo al neutro. El neutro de Aut(H)
es la funcién identidad de H, por temas de notacién diremos que es idayymy = f : H — H, h —
h. Luego, p(g) = f € Aut(H) Yg € G, o sea, ¢, := p(g9) = f € Aut(H) Vg € G. Asi nos queda
que ¢4(z) = f(x) =2 Y(g, ) € G x H.

2° Veremos que significa que nuestros grupos sean abelianos. Por definicién tendremos que
gy =ygVg,y € Gy hx =xhVh, x € H. Luego, (hy, gx) = (yh, xg) Vg, y € G y Vh, v € H.

3°Usar1°y 2°. Seanz, g € Gyy, h € H. Por definicién del producto semidirecto tendremos
(1) y (5); por 1° tendremos (2) y (4); y por 2° tendrémos (3).

(h,g)(zy) = (hpg(x), g9y) (1)
= (hw,gy) (2)

= (zh,yg) (3)

= (zpy(h),y9) (4)

(,y)(h, g) (5)

Lo anterior se cumple para todo x, h € H y todo y, g € G, ya que eran cualquier elemento de sus
respectivos grupos. Eso es equivalente a decir que se cumpe para todo (h, g), (z, y) € H %, G,
lo que demuestra su conmutatividad y concluye la demostracion de esta implicancia.

(=) 4° Veremos lo que significa que nuestro grupo sea abeliano. Por definicién tendremos
que (h,g)(z,y) = (z,y)(h,g) para todo (h, g), (z, y) € H x, G. Por definicién de produrcto
directo obtenemos (6) y (7).

(h,g)(z,y) = (hpy(x), gy) (6)
(z,y)(h,g) = (zpy(h),y9) (7)

Deduciendo de (6) y (7) que (hp,(z), gy) = (x@,(h),yg) para todo (h, g), (z, y) € H x, G.

5° Usar la definicion de los elementos de nuestro grupo. De lo deducido en 4°, obtenemos
que hog(x) = zpy(h) y gy = yg para todo (h, g), (z, y) € H %, G; o sea, hpy(x) = xp,(h) v
gy = yg para todo h, x € H y todo ¢, y € G. La ultima igualdad nos dice que G es abeliano,
por lo que ya demostramos una de las tres cosas pedidas (v').

6° Ir de lo més general a lo més particular. En 5° obtuvimos que hy,(x) = z¢,(h) para todo
h, x € H y todo g, y € G. Luego, tendremos que la igualdad se cumplird para todo h € H,
todo g,y € Gy x = idy. O sea, hypy(idy) = idgp,(h) para todo h,e H y todo g,y € G.



Con la propiedad de los homomorfismos de preservar el neutro y la propiedad del neutro de
preservar los elementos del grupo deducimos (8) y (9).

idupy(h) = @y (h) (9)

Estas igualdades se siguen cumpliendo para todo h € H e y € G. Luego, como (8) y (9) son
iguales ya que hg,(idy) = idpp,(h), obtenemos que ¢,(h) = h para todo h € H y todo
y € G. Esto significa que ¢, = f nuestra funcién identidad en H para todo y € G. O sea,
o(y) = ¢, = f para todo y € G, lo que es equivalente a decir que ¢ envia todo al neutro. Por
lo que ya demostramos dos de las tres cosas pedidas (v').

7° Por 6° tenemos que ¢(y) = ¢, = f = ¢, = ¢(g) para todo y, g € G. Remplazando eso
en lo obtenido en 5°, llegamos a que hz = hf(x) = hpy(z) = zp,(h) = xf(h) = xh para todo
x,h € Hytodoy, g € G. O sea, hr = xh para todo z, h € H, lo que demuestra que H es
abeliano. Por lo que demostramos tres de las tres cosas que queriamos demostrar. v'v/ O

Ejercicio 10.2. Demostrar que existen al menos tres grupos no isomorfos entre si, que pro-
vienen de un producto semidirecto H x Z/37Z., donde H es un grupo de cardinalidad 4.
Hint: Aut(Z/27. x 7./27.) = Ds.

Demostracion. Como H es un grupo de cardinalidad 4, tenemos dos opciénes, H = Z /47, o
H =7/27 x 7./27.

(H = 7,/47Z) Consideramos el homomorfismo trivial ¢ : Z/3Z — Aut(H), g — idaum)-
Obteniendo que H X, Z/3Z = H x 7,/3Z, usando el problema 10.3. b), deducimos que H X,
7,/37 = 7./]127. O sea, es un grupo ciclico.

(H = 7/27 x 7,/27.) 1° Consideramos de nuevo el homomorfismo trivial ¢ : Z/3Z —
Aut(H), g — idauem). Obteniendo que H X, Z/37 = 7.,/27 x 7./27 x 7./37Z, usando el
problema 10.3. a), deducimos que H X, Z /37 = 7./27. x Z./6’Z. O sea un grupo abeliano. Nos
percatamos que su cardinalidad es 18, pero 6 - g = (0, 0) para todo g € Z /27 x 7./67Z, por lo
que no puede ser un grupo ciclico.

2° Usando el Hint, tendremos un ¢ : D3 — Aut(H) isomorfismo, no sabemos cual es su
regla de asignacién pero sabemos que existe.

Definimos f : Z /37 — Ds, [x] — r*. Notemos que estd bien definido porque ord(r) = 3 por
definicién de Dj. Sean [z], [y] € Z/37Z tal que [x] = [y], tendremos que x —y = 3m con m € Z.
Luego, r*7Y = 3™ = (p¥)™ = idf,, = idps, por lo que 7 = r¥ y obtenemos que estd bien
definida ya que f([z]) = f([y]). Adem4s es un homomorfismo, ya que f([z]+[y]) = f([z+y]) =
ret =t = f(2) f(y).

Finalmente, definimos nuestra funcién ¢ : Z /37 — Aut(H), x — (¢ o f)(z). Notar que es un
homomorfismo ya que es la composicién de homomorfismos. Debemos notar que esta funcién
no envia todo al neutro, ya que ¢([1]) = (¢ o f)([1]) = ¥(f([1])) = ¥(r) # idauwm), esta tltima
no-igualdad la tenemos porque 1) es inyectiva por lo que r # idp, implica que ¥(r) # ¥ (idp,) =
id Aut(H)-

Asi, como ¢ no envia todo al cero, por el problema 10.1 H x Z/37Z no es abeliano, lo que
termina la demostracién.

En conclusion, tenemos un grupo ciclico, uno abeliano pero no ciclico y uno no abeliano;
por lo que entre si no pueden ser isomorfos y tenemos tres grupos diferentes entre si salvo
isomorfismo. O

Ejercicio 10.3. Sean p y ¢ primos distintos en los naturales y m y n nimeros naturales tal
que MCD(m, n) = 1.



a) Demostrar que Z/pqZ = 7./pZ. X 7./ qZ.
b) Demostrar que Z/mnZ = 7./mZ. x Z./n’Z.

Demostracion. Como a) es un caso particular de b), porque MCD(p, q) = 1 siempre que sean
primos distintos, demostraremos solamente b).

Consideremos 7 : Z — Z/mZ. x Z./nZ, x — ([x], [z]); notar que la primera cordenada esta
en Z/mZ. y la segunda cordenada esta en Z/nZ, queda como ejercicio para el lector demostrar
que 7 es un homomorfismo.

Usaremos el primer teorema de isomorfia para la demostracion.

Primeros nos aseguraremos que sea sobreyectiva. Como M CD(m, n) = 1, necesariamente exis-
ten t, s € Z tal que 1 = tm + sn. Luego, 1 =tm (mod n) y 1 = sn (mod m).
Sea ([z], [y]) € Z/mZ x Z,/nZ., consideramos z = z(sn) + y(tm) y calculamos.

m(z) = ([2],[2]) (10)
= ([z(sn) +y(tm)], [z(sn) + y(tm)]) (11)
= ([z(sn)] + [y(tm)], [z (sn)] + [y(tm)]) (12)
= ([z][sn] + [yl[tm], [z][sn] + [y][tm]) (13)
= ([=][1] + [y1[0], [=][0] + [y][1]) (14)
= (-1 +1[y-0Lz- 01+ [y-1]) (15)
= ([=] + (0], (0] + [v]) (16)
= ([z+0,[0+y]) (17)
= (l=], ly]) (18)

Dado que ([z], [y]) es cualquier elemento de Z/mZ x Z./nZ., deducimos que 7 es sobreyectiva.
Finalmente, calculemos Kerp. Lo haremos por doble inclusion.
Sea z € Z tal que w(z) = ([0], [0]) (z € Kery). Asi tendremos que ([z], [z]) = ([0], [0]), o
sea, z = 0 (mod m) y 2z = 0 (mod n). Eso tltimo quiere decir que m y n dividen a z. Por
lo que necesariamente MCM (m, n) divide z, pero como MCD(m, n) = 1, obtenemos que
MCM(m, n) =mn.Y como mn divide a z entonces z € mnZ. Deduciendo que Kere C mnZ.
Sea z € mnZ. Luego, z = t(mn) paraalgin t € Z. Por lo que ¢(z) = p(t(mn)) = ([t(mn)], [t(mn)]) =
([E(lm][n]), [t (Im][n])) = ([1([0)[n]), [t]([m][0])) = (0, 0), teniendo que z € Kery. Deduciendo
que mnZ. C Kere.
Y con lo anterior llegamos a que Kerp = mnZ.
Usando el primer teorema de isomoffa concluimos que Z/mnZ = Z/Kere = Im(p) =
Z./mZ x Z.nZ. O

Problemas propuestos por estudiantes.

Ejercicio 1 Guia 3. Sea G un grupo abelianoy Tor(G) = {g € G | ord(g) < oo}, el conjunto
de elementos de orden finito de G. Demuestre que Tor(G) es un subgrupo de G.

Demostracion. 1° Demostrar que es distinto de vacio.
Dado que id}, = idg, tenemos que ord(idg) = 1. Luego, idg € Tor(G), por lo que Tor(G) # ().
v

2° Demostrar que es cerrado bajo multiplicacién.
Sean z, y € Tor(G). Por definicién existen m, n € IN tal que 2™ = idg = y". Luego, como
el grupo es abeliano podemos decir que (zy)™" = z™"y™"  y con propiedades de potencias
llegamos a que z™"y™" = (z")"(y")"™ = idgidy = idg. Deduciendo que ord(zy) < mn, por
ende xy € Tor(G), por lo que Tor(G) es cerrado bajo multiplicacién. v/

3



3° Demostrar que es cerrado bajo inversos.
Sea x € Tor(G). Por definicién existe m € N tal que ™ = idg. Luego, (z71)™ = (z™)~! =
idg' = idg. Deduciendo que ord(z~*) < m, por ende z~! € Tor(G), por lo que Tor(G) es
cerrado bajo inversos. v’ [

Comentario: En el siguiente ejercicio tuve un error de comprension lectora durante la ayu-
dantantia. Dejaré lo que entendi inicialmente para que el lector pueda descubrir cual fue el
error. Ademas la solucién real del problema.

El error en mi comprension se reduce a que entendi que lo que habia que demostrar era: ” Para
algin H tal que tenga indice finito, entonces existe N tal que...”

Ejercicio 4 Guia 3. Suponga que GG contiene un subgrupo H de indice finito. Demuestre
que G contiene un subgrupo normal N tal que N tiene indice finitoy N C H.
Ayuda: Considere la accién por multiplicacion a izquierda de G en G/H.

Demostracion. Siguiendo la ayuda y considerando esa accién, por la proposicién 1.77. de los
apuntes de la clase existe un homomorfismo ¢ : G — Sym(G/H). Como |G/H| =[G : H] <
00, tendremos que |Sym(G/H)| < oo, algo que usaremos mas adelante.

Dado que Kerp <G, diremos que N = Kery y demostraremos lo faltante.

Demostraremos primero la contencién.
Sea z € Kery, tendremos que p(z) = (1) € Sym(G/H). Luego, z(zH) = zH para todo
rH € G/H. En particular, zH = (zidg)H = 2(idgH) = idgH. Deducimos que z € H y por
ende Kerop C H,osea, NC H. Vv

Finalmente demostraremos el que tenga indice finito.
Usando el primer teorema de isomorfia, tendremos (19).

G/N = G/Kerg = Im(p) < Sym(G/H) (19)

Como djimos, |Sym(G/H)| < oo, anadiendo eso a (19), tenemos que [G : N|] = |G/N| =
[Im ()| < [Sym(G/H)| < co. Lo que verfifica lo ultimo sobrante, que el indice de N sea finito.
v

En conclusién, para todo subgrupo H de G que tenga indice finito, existe un subgrupo
normal N (Kerp) de G tal que también tiene indice finito y N C H. ]



