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Problema 8.1. Sea G un grupo y N <G. Demostrar que G//N es abeliano si y solo si aba=1b~1 € N Va, b € G.

Demostracion. Por definicién de conmutatividad, G/N es abeliano si y solo si (aN)(bN) = (bN)(aN) para
todo aN, bN € G/N. Lo anterior es equivalente a decir que (aN)(bN) = (bN)(aN) para todo a, b € G.
Como los inversos de aN y bN son a 'N y b~'N respectivamente, lo anterior es equivalente a decir que
(aN)(bN)(a 'N)(b~1N) = idgN para todo a, b € G. Por la definicién de multiplicacién en el cociente, lo
precedente es identico a sefialar que (aba~'b~1)N = idgN para todo a, b € G. Una proposicién de los tiempos
pasados nos dice que lo anterior ocurre si y solo si idél(aba_lb_l) € N, o sea, aba™'b~! € N, lo que termina
la demostracion. O

Problema 8.2. Sea n € IN>5. Sea (abc) un 3—ciclo en S,. Demostrar que existen 7,0 € S, tal que
Tor o™t = (abc).

Demostracion. Como n > 5, existen d, e tales que {d, e}N{a, b, ¢} =0 (d, e # a, b, ¢). Asi, podemos considerar
7= (bed) y o = (eba). Queda como ejercicio para el lector comprobar que 7= = (bd, ¢) y 0~ = (ea, b).

Sin nada méas que esperar, calculamos y obtenemos que 707 1ot = (bed)(eba)(bdc)(eab) = (abc). Por
lo que concluimos la demostracion. O

Lema 1. [S, : A,] =2 para todo n € Nyeqo.

Demostracion. Sea n > 2 fijo. Recordamos que la definicién del grupo alternante es A,, = Ker(sgn : Sy, < Zs).
Como n > 2, la funcién signo es sobreyectiva, y por el primer teorema de isomorfia tendremos que Zy =
Sp/Ker(---) =Sy /A,. Luego, 2 = |Z2| = |S,/An| = [Sn : Ay]. Lo que concluye la demostracién. O

Lema 2. Sea G un grupo. Sean N < H < G. Entonces [G: N] =[G : H][H : N].

G
Demostracion. Por el teorema de lagrange [G : N| = |N||
Con un uno conveniente obtenemos que H = @ . @ = @ . @ De nuevo por lagrange obtenemos que
o NI NI [H]  [H] |N|
|H|| . IN: =[G : H| - [H : N]. Igualando todo se concluye la demostracién. O

Problema 8.3 Sean € IN>s.

a) Sea H < S, tal que S,,/H es abeliano. Demostrar que H = S,, o H = A,,.

Demostracién. Como S, /H es abeliano, por el problema 8.1 conseguimos que 707 *o~! € H para todo
T, 0 € S,. Del problema 8.2 deducimos que necesariamente todo 3—ciclo pertenece a H. El lemal.106 de
los apuntes de la clase, nos dice que A,, es generado por los 3—ciclos; como H es un subgrupo es cerrado
bajo multiplicacién, y ademds dijimos que contiene a todos los 3—ciclos; luego, A, C H, o sea, A,, < H.
Por el lema 1 y 2, tenemos que 2 = [S,, : A,] = [Sn : H|[H : A,]. Como 2 es primo, necesariamente
[Sp:H]l=10[H:A,] =1, luego, S, = H o H=A4,. O

b) Sea H < A, tal que A, /H es abeliano. Demostrar que H = A,,.

Demostracion. Como n > 5, tenemos que A, es simple, esto significa que necesariamente H = {(1)} o

H=A,.
Pero A, /{(1)} = A,, que es no abelianos. Y A, /A, = {(1)} que es abeliano. Luego, necesariamente por
la hipotesis H = A,,. O



¢) Demostrar que S, no es soluble para todo n € IN>5.

Demostracion. Trabajaremos con la definicién de solubilidad del ejercicio 1.96. de los apuntes de la clase.

Suposicién 1: S,, es soluble. Esto significa que existe una filtracién {(1)} = Gy C Gy—1 C - CG1 C Gy =
Sn, donde ¢t € IN y se satisface que para todo i € [1, t], G; <G;_1 siendo G;_1/G; un grupo abeliano.

En particular, tendremos que S, /G1 = Go/G; es un grupo abeliano. Por el problema 8.3 a), obtenemos
que G1 =85, o G; = A,.

Suposicién 2: Sea r € [1, t — 1] fijo, G, = A,. Demostraremos que G,, = A, para todo m € [r, t] y por
ende llegaremos a una contradiccion.

Ocuparemos induccién en m.

Base inductiva. Por suposicién 2 G, = A,,, por lo que el caso base estd verificado.

Hipotesis inductiva. G,,_1 = A,.

Tesis inductiva. G,,, = A,.

Demostracién. Por la hipdtesis inductiva y la suposicién 1, tendremos que A, /G, = Gp—1/Gpm €s un
grupo abeliano. Luego, por el problema 8.3 b) deducimos que G, = A,,.

Finalmenete, por induccién en m € [r, t], concluimos que G,, = A,, para todo m € [r, t].

En particular, por lo anterior, tenemos que Gy = A,,, pero eso contradice la suposicién 1 de que Gy = {(1)}.
Luego, o la suposiciéon 1 es falsa, o la suposicién 2 es falsa. Si la suposicién 1 es falsa se acaba la demos-
tracién, por lo que la demostracion seguira para el caso en que la suposicion 2 es falsa.

Volviendo a la suposicién 1, teniamos que G; = S,, o0 G; = A,. Como la segunda opcién recae en la
suposiciéon 2 cuando r = 1, necesariamente G; = S,,. Demostraremos por induccién en m que G,, = Sy,
para todo m € [1, t — 1].

Base inductiva. Ya verificamos que Gy = 5,,.

Hipétesis inductiva. G,,,—1 = S,,.

Tesis inductiva. G,, = S,,.

Demostracién. Por la hipétesis inductiva y la suposicién 1, tendremos que S, /G, = Gi—1/Gr, debe ser
un grupo abeliano. Por el problema 8.3 a) tendremos que G,,, = S, 0 G,,, = A,,, pero como m € [1, t — 1],
el segundo caso recae en la suposiciéon 2 cuando r = m, por lo que necesariamente G,,, = S,.
Finalmenete, por induccién en m € [1, t — 1], concluimos que G,, = A,, para todo m € [1, t — 1].

En particular, por lo anterior tendremos que G;_1 = S,. Por la suposicién 1 y el problema 5.4 de la
ayudantia 5, tendremos que S, = S,,/{(1)} = G+-1/G; es un grupo abeliano, pero como n > 5, S,, no es
un grupo abeliano, por lo que llegamos a una inevitable contradiccién.

Luego, la suposicién 1 siempre es falsa, o sea, S, no es soluble. O



