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Problema 7.1: Sea G un grupo. Consideremos la accién por conjugacién de G sobre GG. Demostrar:

a) Sea x € G, Stabg(x) = G siy solo si x € Z(G).

Demostracion. Por definicién de estabilizador, Stabg(x) = G siy solo si g.x = x Vg € G (1).
Por definicién de nuestra accién, (1) es equivalente a grg~! =z Vg € G (2).
Como estamos trabajando en nuestro grupo G, (2) es equivalente a gz = zg Vg € G (3).

Finalmente, por definicién de centro, (3) es equivalente a z € Z(G). O
b) > piez(e)|CG : Staba(zi)] = |Z(G)|. Si |Z(G)] es finito.

Demostracion. Observemos las siguientes igualdades. Por el problema 7.1 a), obtenemos la primera igual-
dad. La segunda igualdad la conseguimos ya que solo hay una clase lateral. La ultima igualdad, se da
recordando la hipotesis, |Z(G)| es finito.

> (G Staba(zi)] = > [G:G]

SN
z, €Z(QG)
~12(G)

c) Z(G) C Stabg(x), Vr € G.

Demostracion. Sea x € G fijo (puede ser cualquiera). Demostraremos que g € Z(G) = g € Staba(z).

Sea g € Z(G) fijo (puede ser cualquier). Luego, por definicién de centro, gy = yg Vy € G. En particular,
lo anterior se cumple para nuestro x, o sea, gr = xg. Como trabajamos en nuestro grupo G, tenemos que
gxg~' = x. Recordando la accién con la que estamos trabajando, g.z = . Finalmente, por definicién de

estabilizador, g € Stabg(x).

Como nuestro g puede ser cualquier elemento de Z(G), deducimos que Z(G) C Stabg(z). Como x puede
ser cualquier elemento de G, concluimos que Z(G) C Stabg(z) Vr € G. O

Problema 7.2: Sean p un numero primo y G un grupo de cardinalidad p3 no abeliano. Considerando la accién
por conjugacién de G sobre G. Demostrar:

a) Existe al menos un grupo G con esas cualidades.

Demostracion. Solo debemos recordar a Qs, de la primera ayudantia. Que tiene cardinalidad 23 y no es
abeliano. O

b) |Z(G)| = p.



Demostracion. Por Lagrange, sabemos que |Z(G)|||G|. Luego, |Z(G)| € {1, p, p?, p*}. Como sabemos
que existe un grupo G con esas cualidades, demostraremos lo pedido descartando las otras opciones.

|Z(G)| = 1 : Este caso contradice el Lema 1.95. de los apuntes del curso. Por lo que este caso esta
descartado.v’

|Z(G)| = p* Como Z(G) < G, tenemos que G/Z(G) es un grupo. Como G tiene cardinalidad finita,
podemos usar Lagrange para ver que |G/Z(G)| =[G : Z(G)] = |Z‘%)‘ = Z—z =
de la ayudantia 4, G/Z(G) es ciclico. Finalmente, por el ejercicio 2. de la ayudantia 4, G es abeliano. Lo
que contradice la hipotesis y por ende descarta este caso.v’

|Z(G)| = p3: En este caso, como Z(G) C G y |G| = p?, necesariamente G = Z(G) := {g € G; gr =
xg Vo € G}. Luego, gr = xzg Vg, ¢ € G. Lo que contradice nuestra hipotesis de que G no es abeliano y
por ende descarta este caso.v’

p. Luego, por el ejercicio 1.

Finalmente, por descarte, necesariamente |Z(G)| = p. O
|Stabg (z)| = p?, Vo € G — Z(G).

Demostracion. Sea x € G — Z(QG) fijo (puede ser cualquiera).

Por Lagrange, sabemos que |Stabg(z)|||G|. Luego, |Stabg(z)| € {1, p, p, p?}. Como sabemos que existe
un grupo G con esas cualidades, demostraremos lo pedido descartando las otras opciones.

|Stabg(z)| = 1: Dado que trabajamos con la accién por conjugacién, tenemos que idg.x = idg-x-(idg) ! =
ryz.x=2x- -z - ' =z Luego, hay dos elementos que pertenecen al estabilizador de z.

A priori estos dos elementos pueden ser iguales, pero x ¢ Z(G) por hipotesis, y idg € Z(G) porque Z(G)
es un subgrupo de G. Por lo que hay dos elementos distintos que pertenecen al estabilizador y por ende
este caso es inverosimil.v’

|Stabg(x)] = p: Consideremos el problema 7.1 ¢) y el problema 7.2 b), por ambos, necesariamente
Stabg(x) = Z(G). Pero anteriormente dijimos que = € Stabg(z) y © ¢ Z(G), por lo que no pueden
ser iguales y por ende este caso es inverosimil.v’

|Stabg(x)| = p*: Como Stabg(z) C G y G tiene cardinalidad p?, necesariamente Stabg(x) = G. Pero por
el problema 7.1 a), esto contradice nuestra hipotesis de que x ¢ Z(G). Por lo que este caso se da por
descartado.v’

Finalmente, por descarte, necesariamente |Stabg(z)| = p?. O
Escribir la ecuacién de clases de G.

Demostracion. La ecuacién de clase nos dice (1):
Gl = _1C(9:)] (1)
i=1

Donde {g1, g2, ..., gn} €s un conjunto que fijaremos, tal que C(g;) N C(g;) = 0 cuando i # j, y G =
U ,C(g:). Notar que podemos asegurar que son finitos ¢’s porque G es finito.

Ahora, por la proposicién 1.87 de los apuntes de la clase, tenemos que |C(g;)| = [G : Staba(g;)] para todo
1. Luego, notemos que si para algin i, g; € Z(G), entonces en el problema 7.1 b) nos dimos cuenta que
|C(g:)| = [G : Stabg(g;)] = [G : G] = 1. Ademas, como g;.g; = (g:) - (gi) - (9:)~! = ¢i, deducimos que
C(g:) = {g:}. Esto significa que los elementos del centro no estan en ninguna otra clase de conjugacién.
Por la eleccion de nuestros g¢’s, necesariamente deben estar todos los elementos del centro, por lo que
nuestros g’s nos quedan {g1, g2, ..., gn} = (Uzez@12}) U (UL {z:}) = Z(G)U ({x1, 22, ..., 2 }). Donde
z; ¢ Z(G) para todo ¢ y cumplen las mismas propiedades que los ¢’s (ya que podemos escogerlos como
correspondientes ¢’s). Notar que existe algin x, ya que demostramos que el centro del grupo no es todo
el grupo.

Asi, nuestra ecuacién de clase nos queda

G1= " I

Que por el problema 7.1 b) obtenemos
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Como los z; ¢ Z(G) y |C(z;)] = [G : Stabg(z;)], el problema 7.2 ¢) nos dice que |C(z;)| = [G :
Stabg(x;)] = % = %Z = p. Ademds, el problema 7.2 b) nos dice que Z(G) = p. Luego, nuestra
ecuacién de clase nos queda

Gl =12(G)| + ) 1C(xs)]
=1

m

=p+mp

Asi solo nos queda la duda de cuanto vale m, o sea, cuantas clases de conjugacién de elementos que no
estan en el centro hay. Como |G| = p3, solo hay que despejar m, y nos queda (2) (para el gusto de cada
quien).

Gl =p+p+---+p
N ——’

3

b~ —p

=1+ +1l4p+--+p
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Nota: Esto significa que hay p? + p — 1-clases de conjugacién. O

Problema 7.3: Sea G un grupo ciclico.

a)

c)

Demostrar que existe un epimorfismo de Z a G.

Demostracion. Por definicién de grupo ciclico, 3a € G el cual fijaremos, tal que G = {a"| n € Z}. Luego,
un epimorfismo natural que se nos puede ocurrir es ¢ : Z — G, n — a™. Por lo que demostraremos que
este es efectivamente un epimorfismo buscado.

Lo primero es demostrar que estd bien definida, o sea, que efectivamente es una funcion.

Dado que: Puede tomar cualquier elemento de los enteros, por la definicién de potencia en un grupo;
siempre llegard a (G, ya que por hipotesis es un grupo; la regla de asignacién esta automaticamente bien
definida, porque no hay dos maneras distintas de escribir un mismo entero. Necesariamente esta bien
definida.

De todas formas, esa ulttima condicién vamos a probarla de una manera mas formal. Sean m, n € Z tal
que m = n, necesariamente tenemos que ¢(m) = a™ = a"™ = ¢(n). Donde la segunda igualdad se tiene
porque las potencias estan bien definidas para los enteros.v’

En segundo lugar, demostraremos que es un homomorfismo, ocupando propiedades de potencias en un
grupo.

Sean n, m € Z. Luego, p(n+ m) = a"t™ = a"a™ = ¢(n)p(m). Como m, n eran cualquier entero, por
definicién es un homomorfismo.v’

En ultimo lugar, pero no menos importante, debemos verificar sobreyectividad. Esto quiere decir: Vg €
G, 3Ing € Z tal que p(ng) = g.

Ocupamos la definicién de grupo ciclco, para recordar que si g € G, entonces existe un n, € Z tal que
g = a". Luego, p(ny) = a"™ = g, lo que demuestra lo pedido.v’

Concluimos que ¢ es un epimorfismo, que es lo que buscabamos. O
Demostrar que G 2 Z/nZ, para algin n € INy.

Demostracion. Considerando el epimorfismo anterior, por el primer teorema de isomorfia conseguimos que
Im(p)/ker(¢) =G

Dado que la funcién es sobreyectiva, im(p) = Z. Dado que Ker(y) es un subgrupo de Z, de la primera
ayudantia obtenemos que Ker(p) = nZ, para alin n € INy.

Luego, Z/nZ = Im(p)/ker(¢) = G, para algin n € INy. Lo que demuestra lo pedido. O

Deducir que: Si G tiene orden finito, entonces G = Z/|G|Z. Si G tiene orden infinito, entonces G = Z.



Demostracion. Antes que nada, recordemos que:

Sin € IN, entonces |Z/nZ| = n. Si n =0, entonces Z/0Z = Z/{0} = Z.

Si G tiene orden finito, como G = Z/nZ para algin n € Ny, necesariamente tenemos que Z/nZ tiene
orden finito, por lo que n € IN. Luego, |G| = |Z/nZ| = n. Asi, obtenemos que G = Z/nZ = 7Z./|G|Z, lo
que demuestra lo pedido.

Si G tiene orden infinito, como G = Z/nZ para algin n € Ny, necesariamente tenemos que Z/nZ tiene
orden infinito, por lo que n = 0. Luego, |G| = Z, lo que demuestra lo pedido. O



