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1. EJERCICIOS DE CUERPOS:

1.1. Parte basica:

Problema 1.1. Sea A un dominio de integridad. Pruebe que si A es finito entonces
A es cuerpo. Muestre que si A es un k-espacio vectorial de dimensién finita, entonces
A es cuerpo.

Problema 1.2. Demuestre que si car(F') = 0, entonces Q es la interseccién de
todos los cuerpos contenidos en F'. Encuentre un anédlogo a la proposicién anterior
para car(F') = p.

Problema 1.3. Sea p primo y F, el cuerpo de p elementos. Demuestre que la
funcién x +— zP — z es nula sobre F,, pero el polinomio =¥ —  no es nulo.

Problema 1.4. Sea F' un cuerpo tal que car(F) = py a € F. Pruebe que el
polinomio p(z) = 2P — « tiene a lo mds una raiz en F. Demuestre lo mismo para

el polinomio ¢(z) = 2?" — a, donde k € N.

Problema 1.5. Demuestre que p(z) = 2® — 2z — 2 es un polinomio irreducible
sobre Q[z]. Si 6 es una raiz de p(z) escriba (1+60+6%)71(1+6) y (14+60+62)(1+6)
como una Q-combinacién lineal de 1,6, 62.

Problema 1.6. Sea F' = Q(3/2) el minimo cuerpo en R que contiene a Q y /2.
Demuestre que F = {ag + a1 V2 + - -+ + apn_1 V271 : a; € Q}. Determine [F : Q).

Problema 1.7. Sea F' = Iy el cuerpo de 2 elementos. Muestre que p(z) = 2% +z+1
es un polinomio irreducible sobre F. Si 0 es una raiz de p(z), demuestre que
[F(0) : F] = 2. Calcule la tabla de multiplicacién de F'(6).

Problema 1.8. Demuestre que si p = 3(mod 4), entonces el polinomio z2 + 1 es
irreducible sobre F,[x].

Problema 1.9. Pruebe que la funcién a + b2 — a — bv/2 es un automorfismo de

Q(v2).

1.2. Extensiones de cuerpos:

Problema 1.10. Sea F una extensién de k tal que [F : k] = p primo. Pruebe que
los tinicos cuerpos L talesque k C L C FFson L=ky L=F.

Problema 1.11. Calcule [Q(v/2,v/3) : Q] y [Q(v/2,V3) : Q(v/2)].

Problema 1.12. Demuestre que F = Q(v/—3,4/5) es una extensién de grado 6
de Q. Demostrar que F' = Q(v/—3 + +/5) y encontrar el polinomio irreducible de
V=3 + /5 sobre Q.
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Problema 1.13. Sea K/F una extension de cuerpos y sea a € K tal que [F(«) : F]
es finito e impar. Muestre que a? € K cumple con que [F(a?) : F] es finito e impar
y que F(a) = F(a?).

2

e € C, para p # 2 primo y sea F' = Q(p). Determine

Problema 1.14. Sea p =
[F:Qly [Qlp+p"): QL

Problema 1.15. Demuestre que no existe una extensién L = R(#) de R de grado
3.

Problema 1.16. Sea 6 una raiz del polinomio z° + 2z + 1+ € Z[i][z]. Determine
el grado de Q(%, 6) sobre Q(3).

1.3. Extensiones algebraicas:

Problema 1.17. Sea Q el cuerpo de todos los niimeros complejos que son alge-

braicos sobre Q. Demuestre que [Q : Q] = oo.

Problema 1.18. Sea k C F' C K cuerpos y sea o € K un elemento algebraico
sobre k. Pruebe que a € K es algebraicos sobre F'y que irrg o (x) divide a irry, o(z).
Concluya que [F'(a) : F| < [k(«) : K]

Problema 1.19. Sean L, F' dos extensiones de k. Considere L, ' C K, para un
cierto cuerpo K. Se define el composito LF de L y F' como el minimo subcuerpo

de K que contiene a L Y F. Demuestre que si [F : k],[L : k] < oo entonces
[LF : k] <ocoy [F:k],[L:k]dividen a [LF : k].

Problema 1.20. Pruebe que el composito entre Q(v/2) y Q(v/2) es Q(v/2).

Problema 1.21. Demustre que R(z) es una extensién algebraica de R(z + z71).
Determine el grado entre estas extensiones.

Problema 1.22. Sea K una extensién de F'y a € K un elemento transcendente
sobre F'. Demustre que existe un isomorfismo de cuerpos entre F(x) = Quot(F[z])
y F(a), que es la identidad sobre F'.

Problema 1.23. Usando el hecho de que 7 es trascendente sobre Q, pruebe que
72 es transcendente sobre Q.

1.4. Cuerpo de descomposicion:

Problema 1.24. Sea L el cuerpo de descomposicién de p(x) = 2° — 2. Determine

:q).
Problema 1.25. Determine el cuerpo de descomposicién de p(z) = x* + 3 sobre

Q.

Problema 1.26. Determine el cuerpo de descomposicién L de p(z) = 2% —2 —i
sobre Q(7). Luego calcule [L : Q].
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Problema 1.27. Determine el cuerpo de descomposicién de p(z) = 2* — 622 + 2
sobre Q.

Problema 1.28. Considere el cuerpo de descomposiciéon E = Q(v/3,v/2) del poli-
nomio f(z) = (2% — 2)(2? — 3) sobre Q. Pruebe que ¢ : E — E definido por
¢(a + bv/2) = a — b\/2, para todo a,b € Q(v/3), es un automorfismo de E tal que
¢(x) = = para todo = en Q(v/3).

Problema 1.29. Sea « algebraico sobre F. Pruebe que cada homomorfismo ¢ de
F(a) en F tal que p(a) =a YV a € F lleva « en un conjugado 8 de a sobre F.

Problema 1.30. Sea n € Ny F, el cuerpo de p elementos. Sea L el cuerpo de
descomposicén del polinomio G(z) = 2P" — 2 sobre F,[x]. Muestre que G(x) no
tiene raices repetidas y que G(z) es reducible sobre Fp[z]. Pruebe que L es el
conjunto de raices de G(x). Concluya que [L : F,] = n.

1.5. Cuerpos algebraicamente cerrados y finitos:

Problema 1.31. Sea Q el cuerpo de todos los numeros complejos que son alge-
braicos sobre Q. Demuestre que Q es numerable. Pruebe que QMR es un subcuerpo
propio de R. Concluya que Q es un subcuerpo propio de C.

Problema 1.32. Muestre que p(y) = y? + € C(x)[y] es irreducible. Concluya
que C(z) no es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Problema 1.33. Sea K un cuerpo cualquiera. Pruebe que la clausura algebraica
de K tiene cardinal infinito.

Problema 1.34. Demuestre que la clausura algebraica de Q y Q(v/2, \/3), enten-
didas como subconjuntos de C, son iguales.

Problema 1.35. Sea I, el cuerpo de p elementos y F' la extensién de F,, de grado
n. Pruebe que F' tiene p” elementos y demuestre que para todo o € F' se tiene que
a?” = . Construya un cuerpo de 132 elementos.

Problema 1.36. Sea F,~» la extensién de grado n de F,. Pruebe que en F,» hay

n
1
% cuadrados.

Problema 1.37. Sea F,n = {aq,- -+, apn} la extensién de grado n de F,,. Pruebe
que 2P —x = (x —ay) - (T — apn).

Problema 1.38. Sean FFj» la extensién de grado n de F, y F,» su analogo de
grado m. Muestre que Fpm C F,n si y solamente si m|n. Concluya que P —
divide a #P" — x sobre F,[z] si y solamente si m|n.

Problema 1.39. Sea F' cuerpo finito. Pruebe que para todo entero positivo n
existe un polinomio irreducible en F[z] de grado n.



1.6. Extensiones separables y polinomios ciclotémicos:

Problema 1.40. Sean p(x),q(x) € Flz] dos polinomio separables. Muestre que
p(z)q(x) es separable si y solamente si (p(z), ¢(z)) = F[z].

Problema 1.41. Demustre que p(z) = 2® + 522 + 82 + 4 no es un polinomio
separable sobre Q.

Problema 1.42. Pruebe que P — = 4 a es irreducible y separable en I, para
cualquier primo p y cualquier a € Fy. Sea a € F;, una raiz de p(z). Pruebe que
{a+b:beF,} es el conjunto de todas las raices de p(z).

Problema 1.43. Pruebe que toda extension finita de un cuerpo finito es separable.

Problema 1.44. Sea K/F una extensién separable con la propiedad que existe
n € N tal que [F(a) : F] <n, para todo a € K. Muestre que K/F es finita y que
[K : F] <n.

Problema 1.45. Pruebe que si n = pFm, donde p es primo y m es relativamente
primo con p entonces hay exactamente m raices distintas n— ésimas de la unidad
sobre un cuerpo de caracteristica p.

Problema 1.46. Sea K = F,(z,t) y F = F,(z”,¢?). Pruebe que K es una ex-
tensiéon de F de grado p?. Demuestre que K/F no es una extensién separable.

Problema 1.47. Sea Fy2 el cuerpo de 4 elementos. Encuentre 6 € Fq2 tal que
F(0) = Fy2. Equivalentemente, encuentre un polonimio p(z) € Fa[x] irreducible y
de grado 2.

Problema 1.48. Sea p(z) = z™ — p, para p primo y sea F' su cuerpo de descom-
posicién sobre Q. Calcule [F': Q).

Problema 1.49. Demuestre que F = Q(sen(27/n)) es un subcuerpo de Q(e’i").
Calcule [F : Q], para n > 3.

Problema 1.50. Pruebe que si n es impar n > 1, entonces ®o,(x) = O, ().

Problema 1.51. Encuentre el n-ésimo polinomio ciclotémico para n = 6,8,9, 10
y 12.

1.7. Teoria de Galois:

Problema 1.52. Sea F el cuerpo de descomposicién de p(z) = 2% — 2. Demuestre
que F/Q es una extension galoisiana. Calcule Gal(F/Q).

Problema 1.53. Sean p, ¢ € Z primos distintos y ¥ = Q(,/p, /q). Demustre que
F/Q es una extensién galoisiana. Calcule Gal(F/Q).

Problema 1.54. Probar que Q(+v/2,iv/2) es galoisiana y calcule su grupo de galois.

Problema 1.55. Determine explicitamente los automofismos de la extensiéon de

cuerpos Q(v/2)/Q(v/2).

Problema 1.56. Sea F' = Q(v/1+ v/2). Sabiendo que [F : Q] = 4, demuestre que
F/Q es una extensién galoisiana.
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Problema 1.57. Sea p(z) = (12-16)(2*~3) € Q[z]. Pruebe que E = Q(¥/2,v/3,1)
es el cuerpo de descomposicién de f(x) sobre Q. Demustre que E/Q es una ex-
tension galoisiana.

Problema 1.58. Sea p primo. Pruebe que F,» es extension de Galois sobre I,
con grupo de Galois ciclico de orden n generado por el automorfismo de Frobenius.

Problema 1.59. Sea K cuerpo cuya caracteristica es relativamente prima con n.
Sea &, una rafz primitiva n-ésima de la unidad. Pruebe que Gal(K(&,)/K) es
abeliano.

Problema 1.60. Sea K un cuerpo que contiene a {x € K : 2™ = 1} y considere
F = K(pB), donde irrg g(xz) = 2™ — a. Demuestre que F/K es una extensién
galoisiana y calcule su grupo de galois.

Problema 1.61. Sea p(z) = 2P — z — a, para cierto a € F,,. Sea F = F,(«a), para
una cierta raiz « de p(z). Muestre que F/F, es una extensién galoisiana y calcule
Aut(F/F,). Concluya que F' = Fp» y que p(x) es irreducible sobre F[z].
Problema 1.62. Pruebe que todo o € Aut(R/Q) cumple con o(R?) = R?. Con-
cluya que a < b implica que o(a) < o(b). Pruebe que |a — | < % implica que
lo(a) — o(b)] < L. Concluya que o es continua. Demustre, usando los hechos
anteriores, que Aut(R/Q) = {id}.

1.8. Terema fundamental de Galois:
Problema 1.63. Sea F' = Q(v/10,/3). Encuentre todos los cuerpos L tales que
QCLCF.
Problema 1.64. Sea F' = Q(+4/2,/—3). Encuentre todos los cuerpos L tales que
QCLCF.

271

Problema 1.65. Sea F' = Q(e"7 ). Encuentre todos los cuerpos L tales que
QCLCF.

27mi

Problema 1.66. Sea F'=Q(e » ), para p # 2 primo. Pruebe que existe una tnica
extension L = Q(,/D,) de Q tal que L C F' y D, € Z — Z*. Determine D, para
p=3yp=5.

Problema 1.67. Sea K extensidon de galois sobre F y sea F’ una extensién
cualquiera de F. Pruebe que K F’ es extensién de galois sobre F” con grupo de galois
isomorfo a un subgrupo de Gal(K/F'). Mas precisamente, pruebe que Gal(KF'/F") ~

Gal(K/K N F'). Concluya que [KF': F] = %

Problema 1.68. Sean K, K> dos extensiones de galois sobre F. Demuestre que la
interseccién K1 NK, es galois sobre F. Pruebe que el composito K7 K5 es galois sobre
F. Pruebe ademds que el grupo de galois Gal(K;1K2/F) es isomorfo al subgrupo
H de Gal(K1/F) x Gal(K2/F) formado por los elementos cuyas restricciones a la
intersecciéon K1 N Ky sean iguales.

Problema 1.69. Sean K, K> dos extensiones de galois sobre F tales que K1NKy =
F. Pruebe que Gal(K1K3/F) = Gal(K;/F) x Gal(K2/F). Reciprocamente, si K es
galois sobre F'y G = Gal(K/F) = G1 X G, con G, G5 subgrupos de G, pruebe que
K es el composito de dos extensiones de Galois Ky y K> de F tales que K1NKy = F.
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Problema 1.70. Sea K/F extensién galoisiana, cuyo grupo de galois corresponde
a G = Gal(K/F). Para a € K definimos Nk /p(a) = [[,cqo(a). Pruebe que
Ng/r(af) = Ng/p(a)Ng/p(B) y que Nk, peq) € ™, para todo a € K*. Muestre
que si K = F(a) y irtpo(z) = 2" + an—12" " + -+ + ag entonces N, p(o) =
(—1)”0,0.

Problema 1.71. Sea K = Fyn y F = F,. Determine Ng,p(a), para a € K
elemento arbitrario.

Problema 1.72. Sea K/F extensién galoisiana, cuyo grupo de galois corresponde
a G = Gal(K/F). Para a € K definimos trg p(a) = > .o 0(a). Pruebe que
trg/p(a+p) =trg/p(a)+trg p(B) y que trg /p) € F, paratodo a € K. Muestre
quesi K = F(a) yirrpq(z) = 2" +a,_12" 1 +- - - +ag entonces trg/p(a) = an_1.

1.9. Extensiones por radicales:

2mi

Problema 1.73. Seap=e7 ya = p+p_'. Muestre que p satisface el polinomio
cuadrético 22 —az+1 € Q(a). Concluya que p satisface un polinomio soluble sobre
Q(a). Pruebe ademéds que p satisface un polinomio soluble sobre Q.

Problema 1.74. Sea I' cuerpo tal que car(F') # 2. Encuentre condiciones nece-
sarias y suficientes para que F(y/a) = F(y/B). Use esto para demostrar que

Q(V1 —+/2) = Q(i, v2). Concluya que p(z) = 2* — 2z + 3 es soluble sobre Q.
Problema 1.75. Probar que si U,V son soluciones del sistema:
U+ V?=—b, 3UV =—a,

entonces U + V es solucién de la ecuacién 22 4 ax + b = 0. Utilizar este hecho para
encontrar una solucién de la ecuacioén.

Problema 1.76. Sean o, as, a3, las soluciones de la ecuacién 23 + az + b = 0.
Sea 6§ = (a1 — az)(a1 — a3)(ae — a3). Probar que 62 = 27 — 4a3.

Problema 1.77. Sea F(a)/F una extension ctibica y @3 + az + b = irrp o ().
Probar que F(a)/F es galoisiana si y solamente si 27b* — 4a3 es un cuadrado en F.



2. EJERCICIOS DE ALGEBRAS:

2.1. Parte basica:

Problema 2.1. Sea G grupo y sea R anillo conmutativo con unidad. Denote:
RG = {f € R®| f(z) = 0 para casi todo = € G}.

Defina suma y producto por escalar de los elementos de RG puntualmente y defina
una multiplicacién en RG por convolucién:

(fo)@) = > flwyl2),
(4,2): m=y2

Demuestre que RG, con la suma y productos anteriores, es una R- dlgebra. RG se
denomina algebra de grupo de G sobre R.

Problema 2.2. Sea A = {( Z > ta,b,de Z}. Demuestre que:

10{<8 8):662},

Problema 2.3. Sea R un anillo conmutativo con uno. Pruebe que Z(M,(R)) =
R-id.

es un ideal bilatero de A.

Problema 2.4. Sea R un anillo conmutativo con unidad, X un conjunto cualquiera
y o € X un elemento fijo. Muestre que I = {f: X — R: f(zo) = 0} es un ideal
bildtero de RX.

F
cuaterniones sobre F'y considere x = c+ 2z € A = F @& A,. Se definen el conjugado
de x por T = c— z y sunorma N(z) = zZ. Pruebe que:

i- Vz € A se tiene que N(z) € F'y que 2 = Tz, T =z.

ii.- Vz € F se tiene que T = x.

iii- Vz,y € Asetienequez+y=2+9y, Ty=yxz.

iv- Va,y € A, se tiene que N(x) = N(Z), N(zy) = .

v.- Vk € F, Vx € A se tiene que N (k) = k?, N(kz) = k2N(z).

Problema 2.5. Sea F cuerpo tal que car(F') # 2. Sea A = (a’b) un algebra de

Problema 2.6. Sea A = (%b) un algebra de cuaterniones sobre F, tal que

car(F') # 2. Pruebe que son equivalentes:
i.- A es un élgebra de divisién.
ii.- Existe x € A,z # 0 tal que N(z) # 0.

iii.- Si ¢g, ¢1, co satisfacen la ecuaciéon :c% = ax% + bx% entonces ¢y = c¢1 = co = 0.

Problema 2.7. Sean a,b € R dos nimeros positivos. Pruebe que A = (aﬂg’) es

isomorfa a un dlgebra de matrices.



Problema 2.8. Sea A = (af;b) un algebra de cuaterniones sobre F. tal que
car(F) # 2. Pruebe que Z(A) = F - 14.

Problema 2.9. Sea A = (%) un algebra de cuaterniones sobre C. Muestre que A

no es un algebra de divisién. Usando el hecho de que toda &lgebra de cuaterniones
sobre C es isomorfa a My(C), concluya que A es central (e.d: su centro es C) y
simple.

2.2. Homomorfismos de algebras:

Problema 2.10. Sea A una R-algebra e J C I ideales de A. Pruebe que J es un
ideal de I'y que (A/J)/(I/J) = A/I.

Problema 2.11. Sean ¢ : A — B, i : C — B homomorfismos de R-algebras, donde
1 es inyectivo. Pruebe que existe un tinico homomorfismo de algebras f : A — C
tal que i o f = ¢ si y solamente si Im(¢) C Im(7).

Problema 2.12. Probar que si J es un ideal bildtero de R, entonces M,,(J) es un

ideal bilatero de M, (R) y M, (R)/M,,(J) = M, (R/J).

Problema 2.13. Probar que M,,(R; X Ra) & M, (R1) x M, (Rs).

Problema 2.14. Pruebe que toda algebra de cuaterniones sobre C es isomorfa a
1,1

(%)

Problema 2.15. Encuentre dos algebras de cuaterniones sobre Q no isomorfas.

2.3. Productos tensoriales de médulos y algebras:

Problema 2.16. Sean M, N, T tres R-médulos. Pruebe que se tiene el siguiente
isomorfismo de R-modulos:

Bil(M x N;T) ~ Homgr(M,Homg(N,T)).

Problema 2.17. Sean M, M’, N, N’ cuatro R-mdédulos. Pruebe que se tienen los
siguientes isomorfismos de R-mdédulos:

i- MoM)@r N ~(M®rN)® (M ®gN).

11— (M ®R N) ®R M/ ~ M@R (N ®R M/)

Problema 2.18. Sean M un R-médulos y N = R"™. Pruebe que M ® g N ~ M"™,
como R-médulos.

Problema 2.19. Sea G grupo abeliano finito de orden n. Pruebe que el Q-médulo
Q ®z G es cero.

Problema 2.20. Sean I,J ideales de R, entonces R/I,R/J son R— mddulos.
Pruebe que R/I ®g R/J ~ R/(I + J), como R-médulos.

Problema 2.21. Sean I ideal de R, entonces R/I es un R— mddulo. Sea M un
R-médulo. Pruebe que R/I ®@p M ~ M/IM.
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Problema 2.22. Sea A = M, (K) y L/K una extensién de cuerpos. Pruebe que
A®kg L =M,(L), como K-algebras.

Problema 2.23. Sea A una K-dlgebra y L/K una extensién de cuerpos. Pruebe
que A, = LR A es una L-dlgebra. Ap se denomina extension escalar de A. Pruebe
que si {a1,as, - ,a,} es una base de A entonces {1®a;,1®as, -+ ,1®a,} es una
base de Ay, vista como L-algebra.

Problema 2.24. Sean G, G’ grupos. Pruebe que R[G x G'] ~ R[G|®g R[G'], como
R-algebras.

Problema 2.25. Sea A = M, (K) y B = M,,(K). Pruebe que AQ g B = M,,,,(K),
como K-algebras.

2.4. Algebra tensorial T'(M):

Problema 2.26. Sean M, M’ N, N’ R-médulosy f : M — M', g : N — N’
aplicaciones lineales. Pruebe que:
i.- Existe una unica aplicaciéon R-lineal h: M @ g N — M’ @r N’ tal que:

him®n) = f(m)®g(n) Vme M,n € N.

En lo que sigue h se anota por f ® g.
ii- idpy ®idy = idygpN-
iii.- Si f y g son epiyectivas, entonces f ® g epiyectiva

Problema 2.27. El producto tensorial C ®g C es libre de rango 4 como médulo
sobre R, con base {e1 =1®1, ea=1Q1i, e3=1i®1, e =i RQ1}.

i.- Escriba la mutiplicacién de dos elementos cualesquiera en el dlgebra A = C®g C.

ii.- Sea g1 = %(el +e4)yes= %(el —e4). Pruebe que 165 =0, €1 +e&2 =1, 5? =
€, para j = 1, 2. Deduzca que A es isomorfa como anillo al producto directo de dos
ideales principales, a saber, A ~ Aeq X Aeo.

iii.- Pruebe que la aplicacién ¢ : C x C — C x C definida por ¢(z1, 22) = (2122, 2122)
es un aplicacién R— bilineal.

iv.- Sea ¢ : A — C x C el homomorfismo de R—mddulos obtenido a partir del
homomorfismo ¢ de la parte [iii]. Pruebe que ¢(e1) = (0,1) y ¢(e2) = (1,0).
Pruebe que ¢ es isomorfismo de C-algebras, es decir C ®@g C ~ C x C.

Problema 2.28. Pruebe que Q/Z®7zQ/Z = {0}. Concluya que T'(Q/Z) = ZaQ/Z.
Problema 2.29. Demuestre que T'(M,(K)) = @y o M,,x (K).

Problema 2.30. Sea K un cuerpo y S un K-ilgebra graduado. Muestre que S
tiene un tunico ideal graduado maximal.

Problema 2.31. Sea S un R-algebra graduado. Muestre que I es un ideal homo-
geneo de S si y solamente si I admite un sistema homogeneo de generadores.

Problema 2.32. Sea S un R-algebra graduado y p un ideal homogeneo en S.
Muestre que p es un ideal primo si y solamente si la relacion ab € p, con a,b
homogeneos, implica a € p o b € p.
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2.5. Algebra simétrica S(M):

Problema 2.33. En el anillo R = Z[z], sea I = (2,z) el ideal generado por 2 y
por x. Entonces el anillo Z/2Z = R/I es un R— médulo aniquilado por z y por 2.
i- Pruebe que ¢ : I x I — Z/27, definida por:

plag+ -+ anx™ bg+ -+ bpz™) = %bl (mod 2),
es R-bilineal.
ii.- Pruebe que hay un homomorfismo de R— médulos de I @ g I — Z /27, que lleva
p(zr) ® g(x) en @q’(O), donde ¢'(z) es el polinomio derivado de g(z).
iii.- Pruebe que 2@ x # = ® 2.
Problema 2.34. Muestre que S(Z/nZ) =72 & @;-, Z/nZ.

Problema 2.35. Sea K un cuerpo de caracteristica 2 y A una K —4élgebra tal que
a’? =0, para todo a € A. Sea ¢ : M — A un homomorfismo de K-algebras. Pruebe
que existe un dnico homomorfismo ¢ : S(M) — A tal que ¢|pr = .

Problema 2.36. Pruebe que si M es un R-médulo ciclico entonces T'(M) = S(M).

Problema 2.37. Sea V un F espacio vectorial de dimensién n. Pruebe que S(V)
es isomorfa a la F-algebra graduada de anillos de polinomios en n variables.

2.6. Algebra exterior A(M):

Problema 2.38. Sea V un K-espacio vectorial con base B = {vy, -+ ,v,}. Pruebe
que todo z € A™(V) se escribe como z = det(A)vi Ava A+ - - Avy,, donde A € M, (K).

Problema 2.39. Sea V espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo F'
con base B = {v, -+ ,v,}. Pruebe que los vectores:
Vi1 NVio A -+ Ay, paral <ip <ig--- <ip <n,

son una base de A¥(V), y A¥(V) = {0} si k > n. Cuando k = 0, el vector base es
el elemento 1 de F.

Problema 2.40. Sea K un cuerpo de caracteristica impar y V' un K-espacio vec-
torial de dimensién finita. Pruebe que V @k V = S%(V) & A%(V).

Problema 2.41. Sea z € A¥(M),y € A*(M). Pruebe que z Ay = (—1)*y A z.

Problema 2.42. Sea R=7Z[z,yl e [ =< z,y >.

i- Pruebe que si ax 4+ by = o’z + b’y en R entonces existe un polinomio f(z,y) € R
talquea’ =a+yfyb =b—xaf

ii.- Pruebe que la funcién ¢ : I x I — Z = R/I definida por ¢(azx + by, cx + dy) =
(ad — be) + I es bilineal alternada.

Problema 2.43. Sea R = Z|xz,y]. Pruebe que:

i- Si M = R, entonces A%2(M) = {0}.

ii.- Si M =1 =< z,y >, entonces A%(I) # {0}. Use la funcién ¢ construida en el
ejercicio anterior.

Problema 2.44. Sea R un dominio de integridad y sea F' su cuerpo de cuocientes.
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i.- Considerando F' como un R-mdédulo, pruebe que A%(F) = {0}.

ii.- Sea I un R-submddulo de F, por ejemplo, un ideal de R. Pruebe que A* (1) es
un médulo de torsién cada ¢ > 2.

iii.- De un ejemplo de un dominio de integridad R y un R-médulo I en F tal que
A(I) # {0} para i > 0.



AYUDANTIAS

CUERPOS Y ALGEBRAS (PRIMAVERA 2017)

3. CUERPOS:

Ayudantia 1: En esta ayudantia estudiaremos la parte basica de la teoria de
cuerpos.

1.-
i-
ii.-

ii.-

i-
ii.-

ii.-

Problema 1: Sea A un dominio de integridad.

Pruebe que si A es finito entonces A es un cuerpo.

Muestre que para todo z € Z[i] se cumle que Z[i]/(2) es un cuerpo o no es
un dominio de integridad.

Desarrollo:

Debemos probar que todo elemento no nulo en A tiene un inverso multi-
plicativo. Sea x € A — {0} y considere ¢ : A — A el homomorfismo de
grupos definido por ¢(a) = ax. Note que ker(¢) = {a € A: ax = 0} = {0},
ya que A es un DI. Como (A, +) es un grupo finito concluimos que ¢ es un
isomorfismo. En particular, ¢ es sobreyectivo. Por lo tanto existe y € A
tal que zy = yxr = 1.

Recordemos que para todo z € Z[i] el cociente Z[i]/(z) es finito. De hecho,
se puede demostrar que |Z[i]/(z)] = N(z). Aplicando [i] se obtiene lo
pedido. Otra forma de demostrar este hecho, es recordar que Z[i] es un
DIP. Luego si Z[i]/(z) es un dominio de integridad, se tiene que (z) es un
ideal primo, luego un ideal maximal. De esto se sigue que Zl[i]/(z) es un
cuerpo.

Problema 2: Sea [F), el cuerpo de p elementos.

Demustre que la funcién x +— xP — x es nula en F,

Concluya que el polinomio p(z) = 2P — p es no nulo y se factoriza en
producto de polinomios lineales en F,,.

Desarrollo:

Basta probar que para todo x € F,, se tiene que ¥ = x. Para probar esto,
observe que (IF;, -) es un grupo finito de cardinal p— 1. Luego, por teorema
de Lagrange, tenemos que para todo x € F se tiene que zP~! = 1. Esto
implica que 2P = z, para todo = € F,,.

Dado que p(z) tiene coeficientes no nulos, se tiene que p(x) es un polinomio
no nulo. Por otro lado, como p(x) es un polinomio de grado p que tiene p
raices distintas en Fp, se tiene que p(z) = [[ 5, (z — a).

Problema 3: Sea F = Q(%/2) el minimo cuerpo contenido en R que
contiene a Q y /2. Demuestre que F = {ag +ay; /24 -+ a,_1 V271 :
a; € Q}. Determine [F': Q] = dimgF.

13
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Desarrollo: Sea X = {ag +a1 V2 + -+ ap,_1 V271 : a; € Q}. Como
{/2 € L, es facil demostra que X C L. Luego, para demostrar que L = X,
basta demostra que X es un cuerpo. Esto ya que, como ¥2€ X yQC X
se tiene que X D L. En lo que sigue demostraremos que X es un cuerpo.
Sea ¢ : Q[z] — X el homomorfismo de anillos definido por ¢(z) = /2.
Claramente ¢ es sobreyectivo y p(z) = 22 — 2 € ker(¢). Note que por
criterio de Einsentein, se tiene que p(x) es irreducible. Dado que Q[z] es
un DIP, podemos suponer que ker(¢) = s(z). Entonces p(z) = s(z)t(z),
para cierto t(x) € Q[z]. Como p(z) es irreducible, tenemos que t(z) € Q
y en particular (p(z)) = ker(¢). Concluimos que X = Q[z]/(p(x)) es un
cuerpo. Para calcular [F : Q] note que {1, ¥/2,---, ¥/27=1} es una base de
X como Q espacio vectorial. Esto pues claramente genera el espacio y sus
elementos son linealmente independientes, debido a que si no, existiria un
polinomio de grado menor a p(x) que se anula en /2, 1o que contradice el
hecho de que ker(¢) = (p(z)). Se sigue que [F : Q] = dimgF = n.

Problema 4: Sea p(x) = 2% + 12z + 3 € Q[z] y 0 una raiz de p(z). Sea
Q(0) = Q[z]/(p(x)) el minimo cuerpo contenido en C que contiene a Q y 6.
Exprese (6% + 0 + 5)(0 + 3) en términos de {1,6,0%}.

Exprese (6% + 3)~! en términos de {1,6,6%}.

Desarrollo:

Note que a = (02 +60+5)(0+3) = 63 +46% + 80+ 15. Luego una preimagen
de a por el homomorfismo ¢, definido en [3], es r(z) = 23 + 422 + 8z + 15.
Note que 7(x) = p(x) +4x? —4x+12. Por lo tanto, si evaluamos la igualdad
anterior en x = 6 obtenemos que a = 46> — 40 + 12.

Por un argumento anélogo al mostrado en [3], debemos encontrar un poli-
nomio f(z) tal que f(6)(6? + 3) = 1. Tomando preigamenes via ¢, de-
ducimos que debemos encontrar f(x), g(x) € Q[z] tales que (2% + 3)f(z) +
p(z)g(x) = 1. Para encontrar dichos polinomios, debemos aplicar algoritmo
de divisién. En efecto tenemos que:

p(z) = 2(2® +3) + (92 + 3),

1
m2+3:g(9x+3)+ <3—3x),

1
9r +3 = —-27 <3x+3> + 84.

Luego 84 = (22 + 3) (27 — z + $2%) + (1 — $2) p(z). Evaluando en 6, con-
cluimos que (62 +3)7! = & (27— 0 + £6%).
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Ayudantia 2: En esta ayudantia trabajaremos con indice de cuerpos y
estudiaremos la extension de homomorfismos.

Observacién 3.1. Sea K(«) = K|[z]|/(p(z)), una extensién simple, donde
p(z) es un polinomio irreducible. El argumento mostrado en el problema
[3] de la ayudantia 1, muestra que {s(z) € K[z]: s(o) = 0} = (p(z)).

Problema 1: Sea L = IF5(\/§) el minimo cuerpo que contiene a F5 y una
raiz de 2 € Fs.

Muestre que L es una extensién cuadrética de Fs.

Pruebe que 22 + 2 se descompone en L[z].

Desarrollo:

Sabemos que L = Fs[x]/(p(x)), para cierto polinomio irreducible p(z) €
Fylx] tal que p(v/2) = 0. Por definicién, 2 — 2 se anula en /2. Por
lo tanto, si demostramos que % — 2 es irreducible en F5[x], tenemos que
[L : F5] = deg(z? — 2) = 2. Observe que FZ = {0,1,—1}. Por lo tanto
2% — 2 no tiene raices en F5. Esto implica que 22 — 2 es irreducible sobre
]F5 [.’E]

Note que (2v/2)? =8 = —2 en L. Por lo tanto 22 +2 = (v — 2v/2)(z +2v/2)
en L[z].

27

Problema 2: Sea w=¢73
Pruebe que [L : Q] = 6.
Muestre que v/2 ¢ L, para todo L = Q(6y,--- ,6,), donde 6% € Q.

y considere el cuerpo L = Q(V/2,w).

Desarrollo:

Sabemos que [Q(+/2) : Q] = deg(z® — 2) = 3. Por la multiplicatividad del
grado, para probar lo pedido, basta demostrar que [L : Q(v/2)] = 2. En
efecto, sabemos que g(x) = 242 +1 es un polinomio que se anula en w. Por
otro lado, sabemos que L = Q(+/2)[x]/(p(x)), donde p(z) es un polinomio
irreducible. La observacién implica que p(x) divide a 2%+ 2 + 1. Por lo
tanto [L : Q(v/2)] < 2. Si [L: Q(+/2)] = 1, entonces el cuerpo Q(¥/2) C R
conincide con L, el cual contiene el elemento no real, a saber w € L. Esto
implica que [L : Q(+/2)] = 2 y se concluye lo pedido.

Definimos L; = Q(01,---,0;), para ¢ € {1,---n}. Note que L;y; =
L;(0;41), donde 9&_1 € L;. Por lo tanto [L;41 : L;] € {1,2}. Esto im-
plica que [L : Q] = 2!, para cierto t < n. Luego, si V/2 € L, se tiene que
Q(¥/2) C L, por lo que 3 divide a 2¢. Esto nos lleva a una contradiccién.

Problema 3: Sea a =2+ V3 ysean L = Q(a) y K = Q(v/2,V3).
Pruebe que V6 e L.

Pruebe que [K : Q] = 4.

Demuestre que L # Q(1/6).

Concluir que L = K.

Encontrar un polinomio irreducible sobre Q[z] que se anule en a.

Desarrollo:

Note que a® = 5+ 2v/6. Luego, tenemos que v/6 = # e L.
Sabemos que [Q(v2) : Q] = 2. Luego, para probar que [K : Q]
basta demostrar que [K : Q(v/2)] = 2. Note que K = Q(v/2)(v3) =

Il
~
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Q(V2)[z]/(p(x)), donde p(z) divide a 22 — 3, puesto que 22 — 3 se anula
en v/3. Luego [K : Q(v/2)] € {1,2}. Observe que si [K : Q(v2)] = 1,
entonces v3 = a + b\/§, para ciertos a,b € Q. Luego, tenemos que 3 =
a? 4 2b% 4 2aby/2. Por lo tanto b = 0, lo que implica que V3 € Q. Esto es
contradictorio. Concluimos que [K : Q(v/2)] = 2.

Supogamos que L = Q(v/6). Entonces [L : Q] = 2 y entonces existe a,b € Q
tales que (\/5 + \/3)2 + a(\/§ + \/§) 4+ b = 0. Por lo tanto, se tiene que
26 + a2+ a3+ 5+ b= 0. Por otro lado, lo demostrado en [ii] implica
que {1,v/2,v/3,1/6} es un conjunto linealmente independiente (ver teorema
1.2.3 del apunte). Este hecho, nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto
L #Q(V6).

Claramente se tiene que L C K. Por [i] e [iii] tenemos que Q(+v/6) < L.
Por lo tanto [L : Q] = 4. Esto nos permite concluir que [K : L] = 1. Luego
L=K.

En efecto a? = 5 + 2v/6, luego tenemos que (a? — 5)2 = 24. Por lo tanto,
se tiene que g(z)(x) = x* — 102% + 1 es un polinomio que se anula en a.
Lo mostrado en [iv] implica que L = Q[z]/(p(x)), donde p(x) es irreducible
de grado 4. Por otro lado, de la observacién se sigue que p(zx) divide
a g(x). Por igualdad en el grado, tenemos que p(z) = ug(z), donde u € Q.
Esto implica que ¢(z) es irreducible.

Problema 4: Sea L = K(a) = K[z]/(p(z)) una extensiéon de grado n de
K y o : L — L un automorfismo tal que o|x = id.

Pruebe que o(a) es una raiz de p(x). Concluya que, si p(x) tiene todas sus
raices distintas, entonces:

Aw(L/K) = {0 : L — L automorfismo : o|x =id},

cumple con |[Aut(L/K)| < n.
Sea L = Q(+/d), con d € Z libre de cuadrados. Pruebe |Aut(L/Q)| = 2.

Desarrollo:

Basta probar que = o(a) cumple con p(8) = 0. En efecto, se tiene que
si p(x) = ap + a1z + - - - + a,x™ entonces p(f) = ag + a10(a) + apo(a™) =
o(p(a)) = 0, debido a que o(a;) = a;. Note que si dos automorfismos
1,02 : L — L cumplen con ¢1(a) = ¢1(), entonces ¢1 = ¢2. Por lo
tanto, tenemos que existen tantos o menos automorfismos que el nimero
de raices distintas de p(z). De esto se sigue que |[Aut(L/K)| < n.

Por [i] tenemos que los posibles automorfismos estan definidos por Vd— Vd
y Vd — —vd. Es més, como L = {a + bVd : a,b € Q}, se tiene que
los posibles automorfismos son id y g, donde g(a + bvd) = a — bVd. Es
inmediato que id es un isomorfismo. El argumento que sigue muestra que ¢
también lo es. Note que g # 0, por lo tanto g es un homomorfismo inyectivo.
Como g|g = id, tenemos que g es un homomorfismo lineal inyectivo. Por
ende es sobreyectivo. Concluimos que ¢ es un isomorfismo.
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Ayudantia 3: En esta ayudantia estudiaremos extensiones algebraicas.

Problema 1: Sean L, F' dos extensiones de k. Considere L, F' C K, para
un cierto cuerpo K. Se define el composito LF de L y F' como el minimo
subcuerpo de K que contiene a L'Y F. Demuestre que si [F : k], [L : k] < oo
entonces [LF : k| < ooy [F : k|, [L : k| dividen a [LF : k.

Demostracién: Primero demostremos que [LF : k] < oco. En efecto,
si [F: k],[L : k] < oo entonces F = k(aq,- - ,ay), donde cada «; es
algebraico sobre k y andlogamente F' = k(51,--- ,Bm), donde cada j; es
algebraico sobre k. Luego tenemos que el cuerpo k(c,3;) contiene a F'y
L. Por ende k(a;, ;) D FL. Por otro lado, como «;,; € FL, tenemos
que k(a;, ;) C FL. Como FL es una extensién algebraica y finitamente
generada de k, concluimos que F'L es una extensién finita de k. Ahora bien,
el hecho que [F : k], [L : k] dividen a [LF : k] se siguede que k C L, F C FL.
Esto debido a que [LF : F|[F : k] = [LF : k] y [LF : L][Lg] = [LF : k].

Problema 2: Sea K una extensién de F'y a € K un elemento tran-
scendente sobre F'. Demustre que existe un isomorfismo de cuerpos entre
F(z) = Quot(F[x]) vy F(«), que es la identidad sobre F.

Demostracién: Sea ¢ : F[z] — F(«a) C K el homomorfismo definido
por ¥(p(x)) = p(a). Note que ker(¢)) = {0}, pues en caso contrario existe
p(z) € Flz] — {0} tal que p(or) = 0, lo que contradice la trascendencia
de o. Luego ¢ es un homomorfismo inyectivo. Dado que F(«a) es un
cuerpo, tenemos que 1 se factoriza a F'(x) via el homomorfismo de cuerpos

¢ : F(z) = F(a) definido por ¢ (%) = %. Note que ¢ es un inyec-

tivo, pues no es nulo. Ademds, por definicién de ¢, tenemos que ¢|p = id.
Solo debemos probar que Im(¢) = F(«). En efecto, el cuerpo L = Im(¢)
contiene a oy a F, pues ¢|p = id y ¢(z) = a. Por lo tanto L D F(a).
Por otro lado, por definicién de conjunto imagen, tenemos que L C F'(«).
Concluimos que L = F(«) y que por ende ¢ es un isomorfismo.
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Ayudantia 4: En esta ayudantia trabajaremos con cuerpos de descom-
posicién y clausura algebraica.

Problema 1: El siguiente problema tiene por objetivo calcular cuerpos de
descomposicién.

Sea F un cuerpo, F su clausura algebraica y p(z) € F[z] un polinomio
cualquiera. Muestre que el cuerpo de descomposicién K C F de p(x) sobre
Fes K =F(aq, ,ay), donde {a;}" ; C F es el conjunto de raices de
p().

Demuestre que el cuerpo de descomposicién de p(x) = % + az? + b2 sobre

Q es Q(2), donde z = |/ =atva=db"

Demuestre que el cuerpo de descomposicén de 28 — 3 sobre 5 tiene grado
dos.

Desarrollo:
Es sencillo ver que p(z) = [[;_,(z — ;) en F(au, -+, ay)[z]. Supongamos
que F C M C F es otro cuerpo en el que p(x) se factoriza linealmente.
Como los factores lineales de p(x) son de la forma z — «; se tiene que
a; € M, para todo i € {1,--- ,n}. Por lo tanto F(ay, -+ ,a,) C M y en
particular la inclusién F'(aq, -+ ,@,) — M es un homomorfismo no trivial
que extiende la inclusién F' — M.

Para efecto de todos los cédlculos que siguen entendemos los cuerpos de
descomposiciéon como subconjuntos de la clausura algebraica respectiva.

Note que las raices de p(x) son de la forma £/ —adva?—4b7 Vf_‘lbz. Luego el cuerpo

de descomposicién de p(z) sobre Q es Q(z, 2’), donde 2’ = |/ =4=YE =2 ng*‘”ﬂ

y
z es como antes. Por otro lado tenemos que zz’ = b. Por lo tanto 2’ = g v
se tiene que Q(z) es el cuerpo de descomposicién de p(x).
Observe que 3 = 23 en Fy, por ende 2° — 3 = (22 — 2)(z* + 222 + 4).
Escribiendo 244222 +4 = (224+ax+b) (2% +cx+d) se obtiene que a = —c = 2
y b=d = —2. Por lo tanto 25 — 3 = (22 — 2)(2? + 22 — 2)(2? — 22 — 2).
Sea € F5 un elemento tal que #? = 2. Escribimos z = af + b. Luego si
22 4£22 -2 =0, se tiene que z = 20 F1 0 z = —260 F 1. Esto implica que el
cuerpo de descomposién de p(z) es L = F5(6), el cual sabemos tiene grado
2 sobre 5.

Problema 2: Sea K una extensién finita de F'. Pruebe que K es el cuerpo
de descomposicién de un polinomio en F[z] si y solamente si todo polinomio
irreducible en F[z] que tiene una raiz en K se factoriza completamente en
K|z].

Demostracion: Supongamos que todo polinomio irreducible que tiene
una raiz en K se factoriza completamente. Escribimos K = F(6q,--- ,0,)
y sea p;(x) = my, p(x). Note que p;(z) es irreducible y tienen una raiz en
K. Por lo tanto p;(x) se descompone completamente en K. Esto implica
que K es el cuerpo de descomposicién de p(z) = [[;_, pi(z). Supongamos
ahora que K es el cuerpo de descomposicién de un polinomio ¢(z) € F[z]
y sea F una clausura algebraica de F' que contiene a K. Para concluir lo
pedido basta probar que si o, 8 € F son raices de un polinomio irreducible
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p(x) € Flz] y a € K, entonces 8 € K. Por la proposicién 1.2.11 vista en
clase, se tiene que existe un isomorfismo i : F'(a) — F(f) tal que i|p = id.
Note que, por el ejericicio 1i, K es un cuerpo de descomposicién de g(z) €
F(a)[z]. Por el mismo argumento K () es un cuerpo de descomposicién
de ¢(x) € F(B)[z]. Luego, por el Teorema 1.2.9 existe un isomorfismo
Y K(a) — K(B) tal que ¥|pq) = id. Por lo tanto, si a € K, tenemos
que 1 = [K(a): K] = [K(a)‘l’[;?:g[]F(Ot)AF] _ [K(B)ﬂﬁ(ﬁ:)}?[]l’(ﬁ)‘l’] = [K(B): K].
Concluimos que g € K.

Problema 3: Sea FF C K C F, donde K/F es una extensién finita.
Pruebe que K es el cuerpo de descomposicién de un polinomio en F[x]

si y solamente si para todo homomorfismo ¢ : K — F tal que ¢|r = id se
cumple que ¢(K) = K.

Demostracién: Primero supongamos que K = F(0,--- ,60,.) es el cuerpo
de descompocisién de un polinomio en F[z] y consideremos ¢ : K — F
como una incrustaciéon cualquiera. Recordemos que en el problema 4 de
la ayudantia II, probamos que ¢(6;) es una raiz de mpy,(z), puesto que
¢|r = id. Luego, por el problema 2, tenemos que ¢(6;) € K. Esto implica
que ¢(K) C K. Por otro lado ¢ : K — K es una aplicacién F-lineal
inyectiva, entre espacios de dimensién finita. Concluimos que ¢(K) = K.
Supongamos ahora que, para toda incrustacién ¢ : K — F se cumple
que ¢(K) = K. Sea p(x) € F[x] un polinomio irreducible, & € K una
raiz de p(x) y B € F una otra raiz de p(z). Definimos el isomorfismo
Y : K(a) = K(B) C F por () = 3 (ver proposicién 1.2.11). Recordemos
que, por ser K/F una extensién finita, tenemos que existen 6; € K tales
que {a,0s,---,0.} es una base de L como K-espacio vectorial. Por ende
K = F(a)(02,--+,0,). Sea L; el minimo cuerpo, contenido en F, que
contiene a F' y a todos los conjugados de los elementos 6; y a. Sea Lo
el minimo cuerpo que contiene a los conjugados 0; y 8. Note que L; y
Ly son los cuerpos de descomposicién de r(z) = p(z) [[ me, r(z) en F(«)
y F(B) respectivamente. Por el Teorema 1.4.9, concluimos que existe un
homomorfismo no trivial ¢ : L1 — Ly C F tal que Alx@) = ¥. En
particular tenemos un homomorfismo no trivial ¢ : K — F tal que ¢| K(a) =
1. Por hipétesis, esto implica que ¥(K) = K. Concluimos que 8 = ¢(a) €
K. Por el problema 2, concluimos lo pedido.
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Ayudantia 5: En esta ayudantia trabajaremos con extensiones separa-
bles.

Problema 1: Considere el polinomio P(z) € F,[z] dado por P(z) =
a? — x4 a con a € F}. Sea a € F, una rafz de P(x).

Pruebe que a+b es una raiz de P(z) para todo b € F,,. Concluya que P(x)
es separable.

Sea F C F(a) C F, donde a € F es un elemento algebraico y sea X =
{¢:F(a) = F: ¢|p =id}. Demuestre que |[X| < ny que |X| = nsiy
solamente si m,, p(x) es separable.

Concluya que P(z) es irreducible.

Desarrollo:

Sabemos que para todo b € F,, se tiene que b” = b. Por lo tanto (a + b)P —
(a+b)+a=ao —a+a+b"—b=0. Luego, dado que {a +b:b € F,}
tiene p elementos, tenemos que P(z) es separable.

La misma demotracién del problema 4 de la ayudantia 2 prueba que ¢(«) es
una raiz de mq, r(z). Observe que si dos homomorfismos ¢, ¢o : F(a) — F
cumplen con ¢1(a) = ¢1(a), entonces ¢ = ¢3. Por otro lado, dada una
raiz f € F de mq r(z), existe isomorfismo ¢ : F(a) — F(B) C F definido
por ¢(a) = B (Ver proposicién 1.2.11). Esto nos permite concluir que G
estd en biyeccién con el nimero de raices de mq, p(x). De esto se sigue lo
pedido.

Note que para todo b € F,, existe un homomorfismo ¢j, : F(a) — F, definido
por ¢p(a) = a + b. Luego tenemos que |G| = p. De [i] e [ii] se tiene que
Ma,r, () tiene grado p. Por lo tanto mqr, (z) = P(x).

Problema 2: Sea F, el cuerpo finito de p elementos. Sea L = F,(u,v) el
cuerpo de cocientes del anillo de polinomios Fp[u, v] y sea K = Fj,(u?, vP) el
cuerpo de cocientes del anillo de polinomios [, [u”, vP]. Demuestre que L/K
es una extensién de grado p?, en donde todo elemento de L es inseparable
sobre K o bien pertenece a K.

Demostracién: Considere F' = F,(u,v?) = Quot(F,[u,vP]). Note que
F = K(u) y que L = F(v). El elemento © € F se anula en el poli-
nomio p(z) = 2P — uP € K|x], donde uP es un elemento primo en el anillo
F,(vP)[uP]. Por lema de Einsenstein tenemos que p(x) es irreducible en
F,(vP)[uP]. Luego, por lema de Gauss, tenemos que p(x) es irreducible
en K[z]. Esto implica que [F : K] = p. Por otro lado v € L se an-
ula en el polinomio ¢(x) = 2P — v? € F[z], donde vP es un elemento
primo en el anillo Fp(u)[v?]. Por lema de Einsenstein tenemos que p(z)
es irreducible en F,(u)[vP]. Luego, por lema de Gauss, tenemos que p(z)
es irreducible en F[z]. Esto nos lleva a que [L : F] = p. Concluimos
que [L : K] = p?. Considere ahora un elemento y € L cualquiera. Por

definicién de cuerpo de cocientes y = ZEZ;’;, donde s(u,v) # 0. Note que
todo polinomio r(u,v) = po(u) + p1(uw)v + -+ + pup(u)v™ € Fplu,v] sat-
isface que r(u,v)? = po(uw)? 4+ p1(u)Pv? + -+ 4+ pp(u)Pv™. Ahora bien,
todo polinomio g(u) = ag + a1u + - - - + a,u™ € Fplu] cumple con g(u)? =
ap +ajuP + -+ + a,u"P, puesto que al’ = a;, para todo a; € F,,. De esto se
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;EZ::E; € K. Esto implica
que el elemento y € L satisface el polinomio p(z) = 2 —a, con a € K. Por
lo tanto m,, k() divide a 2P — a. Note que p(z) = (z —y)? en F. Por ende
my, k() es inseparable o bien tiene grado 1. Esto nos permite concluir que
y € L es inseparable sobre K o bien y € K.

sigue que r(u,v)? = r(u?,v?). Por lo tanto y? =

Problema 3: Sea K un cuerpo de caracteristica p y a € K un elemento
separable. Pruebe que K (a) = K(a?'), para todo i € N.

Demostracién: Es facil probar que K(a?') C K(a), por ende solo debe-
mos demostrar que K (ozpi) D K(a). Note que « satisface el polinomio
r(z) € K(aP') definido por r(z) = 2P’ — a?'. Por otro lado tenemos que
m%K(api)(x) divide a mq, k(x), puesto que mqy x(x) € K(api)[x] es un
polinomio que se anula en . Por el mismo argumento My K (art) (z) divide
a r(z). Por hiptesis sabemos que mq g es separable. Luego, el hecho de
qUe M, 1 () (x) divide a mq, k (x), implica que ma,K(a,ﬂ-)(x) es separable.
Ahora bien, en K (a) se tiene que r(z) = (x — a)?". Por ende la condicién
de que ma’K(a,,Z)(x) divida a r(z), implica que ma’K(apl)(x) =z —a. Esto

nos permite concluir que o € K (api).
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Ayudantia 6: En esta ayudantia trabajaremos con cuerpos finitos, con-
struicciones con regla y coméas y polinomios ciclotémicos.

Problema 1: Determine el niimero de polinomios distintos de cada grado
que tiene la factorizacién en irreducibles en Fy[z] de P(z) = 2256 + .

Demostracion: En todo lo que sigue fijamos una clausura algebraica K de
F5. Note que si p(x) es un polinomio irreducible que divide a P(z) entonces
toda raiz o € K de p(z) satisface a?® = a2 = o. Por lo tanto o € Fos,
donde Fos es la tnica extension de grado 8 de Fy contenida en K. Por
otro lado si a € Fys, entonces p(z) = mq r,(x) divide a P(z), puesto que
P(a) = 0. Note que, como P’'(z) = —1, se tiene que P(x) no tiene raices
repetidas en K. En particular cada uno de los factores irreducibles de P(x)
tienen potencia uno en su factorizacion y todos son separables. Concluimos
que P(x) es el producto de los polinomios minimales de elementos en Fos.
En particular, solo existen polinomios de grado 1,2,4 y 8 que dividen a
P(z). Es sencillo ver (Ejericicio), a partir de la caractetizacién de las
extensiones finitas de cuerpos finitos como cuerpos de descomposicién, que:

FQQi D IF227171 D - DFy,

y que, como para todo k € N se tiene que [F,ox : Foor-1] = 2, no existen
cuerpos Ly distintos de Fo.x,For—1 tales que Foor D L D Fopr—1. Por lo
tanto, todo elemento o € F,2i — Fo0i-1 es un elemento primitivo de la ex-
tension F,,: /Fa. Por ende mq r, () tiene grado 2°. Via esta caracterizacion
determinamos la factorizacién de P(x) como sigue.

Note que los polinomios de grado 1 que dividen a P(x) son tantos como
elementos en Fy. En efecto, estos son x,x — 1.

Por otro lado el niimero de polinomios irrecibles de grado 2 que divide a
P(z) es 3(|Fa2| — [F2|) = 1. En efecto, dicho polonimio es 2% + z + 1.

El ntmero de polinomios irreducible de grado 4 que divide a P(x) es
1(|Fas| — [Fp2|) = 3.

Por 1ltimo, el nimero de polinomios irreducible de grado 8 que divide a
P(x) es %(‘]F28| — |Fa4]) = 30.

Problema 2: El siguiente problema trata acerca de construcciones con
regla y compas.
Muestre que el n-agono regular es constructible si y solamente si cos (%’T)
es constructible.
Pruebe que es imposible construir con regla y compés el nonagono regular.
Demuestre que es posible construir con regla y compas el pentdgono regular.

Desarrollo:

Entonces 8 = sen (2%) = /1 —a? es constructible, ya que 1 — o2 lo es.
Luego, trazamos una linea vertical sobre («,0) de largo 8 y unimos el
punto (a, ) con (0,0) y (1,0). Note que para construir dica linea vertical
hay que intersectar la recta = « con la circunferencia centrada en « y
de radio 8. El método anterior nos permite construir un lado del n-dgono
regular. Se concluye por induccién que podemos construir dicho n-agono.
Por otro lado, si el n-dgono regular es constructible entonces todos sus
vértices son constrictibles. Asumiento que el centro de dicho n-dgono es
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(0,0) obtenemos que el punto (a, 3) es constructible. En particular « es
constructible.

Por el item [i] basta probar que a = cos(40) no es constructible. Por la iden-
tidad cos(3a) = 4cos(a)® — 3cos(a), obtenemos que « satisface el polinomio
p(z) = 423 —32+1, el cual no tiene raices en Q. Por lo tanto [Q(a) : Q] = 3.
Por teorema de Wantzel, concluimos que a no es constructible.

Nuevamente por [i] basta probar que o = cos(72) es constructible. Sea
(s = e3 € C. Note que 2c0s(72) = (5 + (5 '. Luego, por el problema 3i
de la Prueba 1, tenemos que [Q(«) : Q] = 2. Concluimos, por teorema de
Wantzel, que a es constructible.

Problema 3: Sea p € Z un primo, e € Z~1 y ®,(z) el n-ésimo polinomio

ciclotémico. Muestre que ®pe(z) = @, (xphl).

Demostraciéon: Sabemos que 2™ — 1 = Hd|n ®4(z), para todo n € N. Si
aplicamos este resultado al caso particular de n = p©, obetenemos que:
_ |
Lajpe azpe ®a(@)
Por otro lado, como los enteros positivos que dividen a p® y no son p® son

p', con i € {0, ,e— 1}, tenemos que [y e gzpe Pa(@) = [Lpe-1 Pal2).
Por lo tanto:

D ()

P —1 P —1
D () = = — .
() l_Id\pe‘*1 y(x)  ar -1
. . .y e—1 P_1q
Si hacemos la sustitucién u = a7, obtenemos que ®pe(r) = “= =

D,(u) =P, (xpﬁ_l).
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4. TEORIA DE GALOIS:

Ayudantia 7: En esta ayudantia estudiaremos grupos de automorfismo
de cuerpos y extensiones galoisianas. Denotamos por Aut(L/K) al grupo
de automorfismos de L que fijan K.

Problema 1:

Calcule Aut(F,(x)/Fp(2P)).

Calcule Aut(F,(z)/F,(«P — z)). Demuestre que F,(z) es una extensién
galoisiana de F(z? — z)

Desarrollo:

Para la extension K = F,(z) de F = F,(zP) se cumple que K = F(z),
donde z € K cumple con m, g (y) = p(y) = y? — aP € Fly] (ver problema
2 de la ayudantia 5). Note que p(y) tiene una sola raiz en F, puesto que
p(y) = (y — x)P, en cualquier anillo de polinomios que contenga a = (por
ejemplo en K[y]). Ahora bien, como los automorfismos de K que son la
identidad en F' llevan x a una raiz de p(z) que esté en K, tenemos que el

unico automorfismo posible es ¢ : x — x, es decir ¢ = id.

Al igual que en [i], es sencillo notar que la extensién K = Fp(z) de F =
F,(z? — z) se cumple que K = F(z), donde x € K es anulado por el
polinomio p(y) = y? —y — zP + « € F[y]. Note que p(y) tiene por raices a
los elementos {x+i : i € Fp,}. Por lo tanto p(y) es un polinomio separable y
en particular m, p(y) lo es. Como p(y) tiene todas sus raices en K, tenemos
que my r(y) tiene todas sus raices en K. Esto prueba que K es el cuerpo de
descomposicién sobre F' del polinomio separable m, r(y). El corolario 1.5.2
implica que K/F es una extensién galoisiana y por ende |[Aut(K/F)| = [K :
F]. De hecho las funciones ¢; : K — K definidas por ¢;(z) = = + i, donde
i € F), son automorfismos (Esto se puede demostrar probando, a partir de
la defincién, que dichas funciones son homomorfismos de anillos, luego como
no son nulas, estas deben ser homomorfismos inyectivos entre F-espacios de
igual dimensién y finita). Por lo tanto existen p automorfismos ¢ : K — K
que son la identidad sobre F. En particular, como p = [Kr], tenemos que
my,r(y) = p(y). Es inmediato, de la defincién de ¢1, que este automorfismo
tiene orden p. Concluimos que Aut(K/F) = C),.

27mi

Problema 2: Sea p un primo y (, = e » .
L=Q(V2,¢).

Muestre que |[Aut(K)| = 1.

Pruebe que L es una extensién galoisiana de Q y determine su grupo de
galois.

Considere K = Q({/2) y

Desarrollo:

Es directo del hecho de que los homomorfismos envian la unidad de un
cuerpo a si misma, que Aut(K) = Aut(K/Q). Por otro lado, sabemos que
una Q-incrustacién de K (en particular un Q-automorfismo) lleva /2 a
otra raiz de m y5 o(z) = 2P — 2. Pero la tnica raiz de m y5 o(z) en K es
{/2, dado que todas las demds raices complejas tienen parte imaginaria no
nula y K C R. Por lo tanto, si ¢ € Aut(K/Q) se tiene que ¢(/2) = /2.
Concluimos que Aut(K) = {id}.
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Por definicién L es el cuerpo de descomposicién del un polinomio sepa-
rable P — 2. Por el corolario 1.5.2 tenemos que L es una extensién ga-
loisiana de Q. En la prueba 1 demostramos que [L : Q] = p(p — 1). Por
lo tanto |Gal(L/Q)| = p(p — 1), en particular [L : Q((,)] = p y por ende
m W,Q(Cp)(m) = 2P — 2. Por otro lado, como los automorfismos de K llevan

los generadores (p, {/2 a sus conjugados tenemos que estos son de la forma:

¢ij V2= 20, G — G,

dondei=0,--- ,p—1yj=1,---,p—1. Lafuncién ¢;; es un automorfismo
ya que es la extensién a K del homomorfismo v, : Q(¢,) — Q((,) definida
por ¥;(¢p) = CIZ. Esto se demuestra aplicando la proposicién 1.2.11 al

homomorfismo 1; y al polinomio irreducible m WQ(CP)(x) = 2P — 2. Sea
le{l,---,p—1} tal que (I) = (Z/pZ)* y considere:
o V2= V2, G — G
T2 = Y2, Cp%ds-
Note que, como Ti(Cp) = 5, tenemos que las p — 1 potencias de 7 recorren
el conjunto {¢g; : j = 1,---,p}. Ahora bien, como ¢'(¥/2) = /2¢,
tenemos que {¢;;} = {oir7 :i=1,--- ,pyj=1,---,p—1}. Esto prueba
que Aut(L/Q) = (o, 7). Por iltimo note que o!7 = 7. Esto nos permite
concluir que Aut(L/Q) = (o, 7: o? = id, 7P~ ! =id, o'7 = 70) = C,xCp_;.

Problema 3: Sea K el cuerpo de descomposicién de p(z) = x® + 2z + 2
sobre Fs.

Muestre que K es una extension galoisiana de grado 3 de Fs.

Demuestre que Gal(K /F3) estd generado por el automorfismo de Frobenius.

Desarrollo:

Sea [F3 una clausura algebraica de Fs fija. Note que p(z) = 23 —2+2 y dicho
polinomio es separable. De hecho, si a € F3 es una raiz de p(z), entonces
{a,a + 1, + 2} son las raices de p(z). Luego, como K es el cuerpo de
descomposicion de un polinomio separable, se tiene que K es una extensién
galoisiana de F3. Por otro lado, como K = Q(«) con mqr,(z) = p(z), se
tiene que [K : F3] = 3.

En clases se demostré que K = Fys = {a € F3 : ® = a}. Por otro
lado, por [i], tenemos que K tiene 3 automorfismos que son la identidad
sobre F3. Sea ¢ : K — K el automorfismo de Frobenius definido por
#(a) = a®. Note que ¢? es un homomorfismo distinto de la identidad, ya
que si ¢?(a) = a” = a para todo a € K, se tiene que r(x) = 2% — x tiene 27
raices distintas. No obstante ¢3(a) = @ = a para todo a € K. Esto nos
lleva a que ¢* = id. Por lo tanto ¢ € Aut(K/F3) es un elemento de orden
3. Concluimos que Gal(K/F3) = C3 y que dicho grupo estd generado por
el automorfismo de Frobenius.
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Ayudantia 8: En esta ayudantia estudiaremos grupos de Galois, subgru-
pos de este y subcuerpos de extensiones galoisianas.

Problema 1: Sea K = Q(v/2,/3).

Demuestre que K es una extensién galoisiana de Q.

Calcule G = Gal(K/Q).

Determine los cuerpos fijos por cada uno de los subgrupos de G.

Desarrollo:

Note que K es el cuerpo de descomposicién, contenido en C, del polinomio
p(z) = (22 — 2)(2® — 3). Por otro lado las raices de p(z) son {+v/2, +1/3}.
Esto implica que p(z) es un polinomio separable. Se sigue del corolario
2.1.5 que K es una extensién galoisiana de Q.

El problema 7 del control 1 implica que [K : Q] = 4. Por ende Gal(K/Q)
tiene 4 elementos. Considere las funciones 0,7 : K — K definidas por
0(v2) = —v2 o(v3) = V3 y r(v2) = V2 7(v/3) = —V3. Note que
ooT =Too0 es la funcién definida por 0 o 7(v/2) = =2 y 0 0o 7(v/3) =
—/3. Por otro lado, como todo Q—automorfismo lleva v/3 a £v/3 y V2 a
+4/2, se tiene que id, o, 7 y o7 son las tnicas funciones que pueden ser
Q—automorfismo de K. Concluimos que Gal(K/Q) = {id,o,7,07}. Es
inmediato de la defincién de o y 7 que 02 = id, 72 = id. Concluimos que:

G=(o,7:0°=7%>=id,07 = T0) = Cy x Cs.

Los subgurpos no triviales de G son (o), (1), (o7). Dado que {1,v/2,/3,/6}
es una QQ-base de K tenemos que:

K9 ={z=a+b2+cV3+dV6:2=a—bV/2+cV3—dV6}.

Por lo tanto K = {a + ¢V/3 : a,c € Q} = Q(v/3). Por un argumento
andlogo se tiene que K7 = Q(v/2) (ejercicio). Ahora bien, como z =
a+bv/2+cV/3+dve e Ktom) si y solamente si z :a—b\/ﬁ—cx/g—&—d\/é,
se tiene que K{°7) = Q(v/6). Por otro lado, es sencillo ver que K14} = K
y que si z = a+bv/2+ cv/3 +dv/6 cumple con z = 0(2), z = 7(z), entonces
se tiene que b = ¢ = d = 0. Por lo tanto K¢ = Q. Concluimos que

{Q,Q(v/2),Q(v/3),Q(v/6), K} son cuerpos fijos por los subgrupos de G.

Problema 2: Sea K = Q(¥/2,w), donde w = e*5".
Demuestre que K es una extensién galoisiana de Q y determine G =
Gal(K/Q).

Determine los cuerpos fijos por cada uno de los subgrupos de G.

Desarrollo:

Observe que K es el cuerpo de descomposicion, contenido en C, del poli-

nomio separable p(r) = 2% — 2. Esto implica que K/Q es una extensién
27

galoisiana. Por otro lado, en la ayudantia 7 se prob6 que para w =e» y
le{l,---,p—1} un generador de (Z/pZ)* se tiene que:

Gal(Q(¥/2,w)/Q) = (0,7 : o® =id, 7P~ ! =id, o'r = 70),
donde:

o W*} {ﬁépa Cp%Cpa
Y2 V2, Cp%g,.
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En particular, tomando p = 3 en la identidad anterior, tenemos que G =
(o,7:0% =id,7? =id, 0717 = 70) = Ds.

Los subgrupos no triviales de G son (c), (1), (o) vy (r0?). Por otro lado,
se sigue del problema 2 de la prueba 1, tenemos que:

6 = {L \3/57 e/zawawe/i>w\3/1}7

es una Q-base de K. Por lo tanto, z = a; +asV/2 + asV/4+ asw + asw/2 +
agwv/4 € K7 siy solamente si z = a1 +asv/24a3 VA+a,w ™ +asw 1 /2+
agw™ /4. Pero w™! = —1 —w y por ende z = a3 — a4 + (az — a5)V2 +
(a3 — ag) V4 — agw — asw+/2 — agw+/4. Por la independencia lineal de 3
tenemos que z = aq + a2 ¥/2 + a3 v/4. Esto implica que K(7) = (@(\3@) Por
un argumento analogo se tiene que K (7% = Q(w+/2) y K({mo*) = Q(w?+/2)
(ejercicio). Por otro lado z = a; +as 24 as A+ agw~+ asw/2+ agw V4 €
K{9) siy solamente si z = a1 +asw 2+ asw? VA+asw+asw? 2+ ag V4 =
ay + aswV/2 + az(—w — 1)V/4 + agw + as(—w — 1)¥/2 + ag /4. Nuevamente
por la independencia lineal de 8 tenemos que as = az = as = ag. Esto
nos lleva a que K’ = Q(w). Es sencillo ver que K14} = K y que K¢ =
Qw)S = Q. Concluimos que {Q, Q(w), Q(/2), Q(¥3w), Q(Y2w?)} son

los cuerpos fijos por los subgrupos de G.

Problema 3: Sea F, una clausura algebraica de F, y K = F,» la extension
de grado n de F, contenida en F,,.

Demuestre que K es una extensiéon galoisiana de [Fp,.

Determine el grupo G = Gal(K/Q).

Determine los cuerpos fijos por cada uno de los subgrupos de G.

Desarrollo:
Recordemos que en clases se demostré que K es el cuerpo de descomposicién
de polinomio p(z) = 2" — z, donde p/(x) = —1. Esto implica que p(z) es

un polinomio separable y por ende K es una extensién galoisiana de [Fy,.

Lo probado en [i] implica que |G| = [K : Fp] = n. Ahora bien, en clases
de prob6 que la funcién ¢ : K — K definida por ¢(a) = a? es un au-
tomorfismos, el cual denominamos automorfismo de Frobenius. Por otro
lado sabemos que K = {a € F, : a?" = a}. Sea s € {1,---,n—1}. Si
el automorfismo ¢° definido por ¢°(a) = a”” es la identidad, se tiene que
zP" — x se anula en p” puntos. Esto nos lleva a una contradiccién. Por lo
tanto |¢| = n. Concluimos que G = C,,.

Por la ciclicidad de G tenemos que todos sus subgrupos son también ciclicos.
Es més, todos los subgrupos de G son de la forma H = (¢%), donde d|n.
Note que K = {a € K : a" = a} =T 4. Esto nos dice que {F,a : d|n} es
el conjunto de los cuerpos fijos por los subgrupos de G.
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Ayudantia 9: En esta ayudantia trabajaremos con el teorema principal
de Galois.

Problema 1: Considere L = Q(({,) como el n-ésimo cuerpo ciclotémico y
K=Q(+¢ 1)

Demuestre que L/Q es galoisiana y describa Gal(L/Q).

Demuestre que K/Q es galoisiana y describa Gal(K/Q).

Desarrollo:
Sabemos que L es el cuerpo de descomposicion del n-ésimo polinomio ci-
clotémico @, (z). Como car(Q) = 0, tenemos que ®,(z) es separable.

Por lo tanto L/Q es galoisiana. En clases se demostré que la funcién
¢ : Gal(L/Q) — (Z/nZ)* definida por ¢(o;) = i donde 0;((,) = (& es
un isomorfismo de grupos. Por lo tanto Gal(L/Q) = (Z/nZ)*.

Note que Gal(L/Q) es un grupo abeliano. Por ende todas sus subexten-
siones son galosianas sobre Q. En particular K/Q es galoisiana. Por el
mismo argumento dado en la prueba 1, tenemos que [L : K] = 2. Por
lo tanto Gal(K/L) es un subgrupo de Gal(K/Q) de orden 2. Note que
0_1(Cn+Cn—1) = ¢+t Porlo tanto K € L{°~1). Ahora bien, como [L :
Lo-1] = |{o_1)] = 2 = [L : K] tenemos que L = K. Concluimos, del teo-
rema fundamental de Galois, que Gal(K/L) = (o_1) =2 {1, -1} C (Z/nZ)*.
Por lo tanto Gal(K/Q) = Gal(L/Q)/Gal(K/L) = (Z/nZ)* /{1, —1}.

Problema 2: Sean K;, K5 dos extensiones de galois sobre F.

Demuestre que la interseccién K7 N K5 es galoisiana sobre F.

Pruebe que el composito K1 K> es galoisino sobre F.

Demuestre que grupo de galois Gal(K; K5 /F') es isomorfo al subgrupo H
de Gal(K;/F) x Gal(K2/F) formado por los elementos cuyas restricciones
a la interseccién K7 N K5 sean iguales.

Desarrollo:

Sea o € K1 N Ky y p(x) = mg,r(x) €l polinomio minimal de a. Como
K/ F es separable, tenemos que p(z) es separable y por ende K1 NKs/F es
separable. Para demostrar que K1 NKs/F es galoisiana basta ver que para
todo o € K1 N Ko el polinomio m,, p(x) tiene toda sus raices en K; N K.
En efecto, como K;/F y K5/F son extensiones normales tenemos que, si
Mmea,r(B) = 0 entonces f € K1 N Ky. Esto demuestra lo pedido.

Como K;,/F y K3/F son extensiones galoisianas, sabemos que K; es el
cuerpo de descomposicién del polinomio separable p(z) € F[z] y que K es
el cuerpo de descomposicién del polinomio separable g(z) € Flz]. Luego
K1K5 es el cuerpo de descomposicién de la parte libre de cuadrados de
p(z)q(z). Esto prueba lo pedido.

Considere el homomorfismo de grupos ¢ : Gal(K1K3/F) — Gal(K/F) x
Gal(K3/F) definido por ¢(¢) = (0|k,,0|k,). Note que el nicleo de ¢
consiste en ¢ : K1 Ko — KK tales que o(a) = a, para todo a € K; U
K;. Como Ki/F y K5/F son extensiones separables, por el teorema del
elemento primitivo tenemos que Ky = F(a) y Ko = F(f). Luego o(a) = «,
o(B) = By como K1 Ky = F(a, ) concluimos que o = id. Esto prueba que
¢ es inyectivo. Por otro lado, para todo (o|k,,0|k,) € Im(¢), se tiene que
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0k, [Kinks = OlKinKs = 0|k, | KNk, - Sea:
H={(r,p) € Gal(K1/F) x Gal(K2/F) : T|k,nK, = Plrinic, -
Considere el homomorfismo sobreyectivo:
res : Gal(Ko/F) — Gal(K; N Ky /F),

definido por res(o) = o|k,nK,, donde ker(res) = Gal(Ky/K; N K : 2).
Entonces, por lo sabido de teoria de grupos, un elemento cualquiera en
Gal(K; N K3/F) tiene |Gal(K2/K; N K3)| preimagenes en Gal(Ksy/F).
Equivalentemente, por cada elemento 7 € Gal(K;/F) existen |Gal(K2/K1N
K3)| elementos 1 € Gal(Ks/F) cuya restriccién a K1 N K2 es T|k,nk,-
Luego tenemos que |H| = |Gal(K;/F)||Gal(K2/K; N Ks)| y por lo tanto

H = |Gal(K,/F)] |G|§(é}1((;2]éf/)ll,)l = Uf&ﬂkﬁ%ﬁq Para una extensién K;/F
galoisiana y Ky /F finita se tiene que % = [K1 K5 : F] (ejercicio

control 4). Esto implica que |H| = [K1 K3 : F] = |Gal(K1 K2 /F)|.

Problema 3: Sea K/F una extension finita. Para o € K, sea Ly : K — K
la tranformacién F-lineal definida por L, (b) = ab. Definimos P, (z) como el
polinomio caracteristico de Lo y N p (), trg/p(a) como el determinante
y la traza de L, respectivamente.

Pruebe que P, (x) = mq,r(z)™, donde m = [K : F(«)].

Sean aji,- - ,ay todas las raices de P, (z) y suponga que aq, - ,a, € K.
Demuestre que N, p(a) = [[i; a; y que trg/p(a) = >0 o

Concluya que si F(a)/F es galoisiana y G = Gal(F(a)/F) entonces la
norma y la traza satisfacen que Ny, p(o) = ([T eq U(a))m, trg/p(e) =
my cqola).

Desarrollo:

Considere la base {1,a, - ,a*"!} de F(a)/F y {e1, - ,en} una base
cualquiera de K/F(«). Entonces sabemos que:

k—1 k—1
,8:{61,0461,"',04 €l1," " Em,y, Ay, - -0, Y 677L}7

es una base de K/F, la cual en todo lo que sigue consideraremos ordenada
como anteriormente. Sea Ma,F = 0o + a1 + -+ + akxk. Entonces, en la
base § tenemos que la tranformacién lineal L, estd representada por m

bloques diagonales de la forma:

0 - 0 —ap
1 - 0 —-a
B =
0 -+ 1 —ap_1

Concluimos, de un célculo directo de los determinantes, que P,(z) =
det(B — )™ = mgq,p(x)™

Escribimos Py (x)) = 2™ + b,—12" "' 4 -+ 4+ by. Es un resultado de dlgebra
lineal, que (—1)"by = det(L,) v que —b,—1 = tr(Ly). Luego si P,(z) =

[T, (z — a;), se tiene que [] ; a; = det(Ly) y Doy = tr(Ly). El
resultado pedido se sigue directamente de este hecho.
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iii.- Supongamos que F(«)/F es galoisiana. Entonces como las imdgenes de «
por los distintos automorfismos o € G son las otras raices de mq, r(z) se
tiene que mq,r(z) = [[,cq(z — o(a)). Por lo tanto Py(z) = [] cal(z —
o(a))™. De [ii] se sigue que:

N p(a) = (H U(Oz)) , trg p(a) =m Z o(a).

ceG ceG



i-
ii.-

iii.-

2.-
i-

ii.-

iii.-

CUERPOS Y ALGEBRAS 31

Ayudantia 10: Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y 3. En
esta ayudantia estudiaremos la solubilidad por radicales de la ecuacién de
grado 3 sobre K.

Problema 1: Sea p(x) € K[z] un polinomio mdnico separable. Se de-
n(n—1)

fine el discriminante de p por D(p) = (=1)" = ][, ,;(a; — ), donde
{ai, -+ ,ay} es el conjunto de todas las raices de p(x).

Muestre que D(p) € K.

Sea L = K(ai, -+ ,ap). Pruebe que \/D(p) € K si y solamente si
Gal(L/K) es isomorfo a un subgrupo de A,,.

Para p(z) = 2® + pr + q demuestre que D(p) = —4p> — 27¢>.

Desarrollo:

Sea L = K(ajg, - ,a,). Note que L es el cuerpo de descomposicién
del polinomio separable p(z). Por lo tanto L/K es una extensién ga-
loisiana. Sea G = Gal(L/K). Para demostrar que D(p) € K basta pro-
bar que o(D(p)) = D(p), para todo ¢ € G. En efecto, como o(w;) es
otra raiz de p(z) y o(ay) # o(a;) para ¢ # j, tenemos que o(D(p)) =
(~1)™% " [1,;(0(cw) — o(a)) = D(p). Esto demuestra lo pedido.

Considere la funcién m : G — S, definida por o(a;) = ar)u)- Es un
ejercicio probar que 7 es un homomorfismo inyectivo. Por otro lado, observe
que \/D(p) = [[,;(ci — ;). Luego, si identidicamos o(a;) con ag(;),
tenemos que:

o(v/D(p) = [[(a0(i) — ao(s)) = sen(0)/D(p).
i<j
Por lo tanto o(+/D(p)) = \/D(p) si y solamente si w(c) € A,. De esto se
sigue lo pedido.

Note que el polinomio p(x) satisface p(z) = (x — a1)(z — a2)(x — a3). De
esta forma, la derivada D, (p(x)) de p(x) es:

Dy (p(x)) = (x — an)(x — a2) + (x — a1)(@ — a3) + (z — az2)(z — a3).

Luego D, (p(a1)) = (a1 — ag)(a1 — a3), Da(p(az)) = (a2 — a1)(ag — as)
y Diz(p(as)) = (as — a1)(as — ag). Por lo tanto tenemos que D(p) =
—D,(p(a1))Dy(p(a2))D.(p(as)). Por otro lado tenemos que D, (p(z)) =
3z2+4p. Por lo tanto, de un calculo directo usando las identidades anteriores,
se obtiene que D(p) = —4p® — 27¢°.

Problema 2: Para L el cuerpo de descomposicién de p(x) = z3 + pz + q
determine G = Gal(L/K).

Desarrollo: Si p(z) es reducible sobre K entonces L = K o bien [L :
K] = 2. En el segundo caso tenemos que Gal(L/K) = Cs. En lo que sigue
supondremos que p(x) es irreducible, en particular tenemos que [L : K] es
divisible por 3. Por el problema 1 parte [iii] tenemos que G < Ss3, luego
G = Az o bien G = S3. Note que por el mismo resultado tenemos que
G = S3 si y solamente si D(p) = —4p® — 27¢® es un cuadrado en K. En
dicho caso [L : K] = 3 y por lo tanto K(«a;) = L. Por otro lado, si G 2 S,
emplenado el mismo argumento anterior con K (1/D(p)) como cuerpo base
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tenemos que H = Gal(L/K(1/D(p)) = As y que L = K(1/D(p), a1). Note
que un generador de H es 0 : K — K tal que o(a1) = ag, o(az) = az y
o(as) = ay. Sea 7: L — L la funcién definida por 7(1/D(p)) = —+/D(p),
7(a1) = 1. Es un ejercicio probar que 7 es un isomorfismo. Ahora bien
como o y cualquier elemento de orden 2 de G generan S3 tenemos que

G = (o,T) = 5;.

Sea L una extensiéon ciclica de grado n de K que contiene al conjunto
iy, de las raices n-ésimas de 1 y o € Gal(L/K) un generador. Sea a € L
y ¢ € p, una raiz n-ésima de 1. Se define la resolvende de Lagrange («, ()
por (a,¢) = a+(o(a) £+ (""" a).

Problema 3: Para K = QQ deduzca formulas explicitas para las raices de
p(r) = 2% + px + ¢ en términos de los coeficientes p, q.

Desarrollo: En lo que sigue consideraremos G 2 S3. Sea w = (3 una raiz
3-ésima primitiva de la unidad y sea F' = Q(w). Note que [F(y/D(p)) :

Q(/D(p))] € {1,2} y que [L : Q(+/D(p))] = 3. Como dichos grados son

relativamente primos tenemos que [L(w) : F(m)] = 3 y por ende:
Gal(L(w)/F(y/D(p)) = Cs.

Aplicando el resolvente de Lagrange obtenemos que 61 = (w, 1) = a3 +

wag+w?az, Oy = (w?, a1) = oy +wlaz+was y que (1, a1) = aj+as+as =

0. Esto tltimo pues a +aa+as es el coeficiente de grado 2 en p(z). Observe

que:

01 + 05 = 3a1, w201 + why = 30, Wby + w3y = 3as.

En lo que sigue calcularemos 65 en términos de D(p). En efecto, mediante
un célculo algebraico se obtiene que:

3

3 3v—3

W=D 0l ga?aj + 25 (D(p)) + arazas.
1= i#£]

Como ademas como o1 = a3 + as + az = 0, tenemos que:

3

o = E ol -3 E afaj + 6ajazas = 0.
i=1 i#j

Sea 09 = ajan + asaz + ajaz. Observe que 09 = p y que ajasaz = —q.

Es un célculo directo que:

2
0=o0109 = g aj o + 3o anas.

i#j
Sumando las identidades (2) y (3)) obtenemos que 2?21 -3 Dk alaj+
6aiasaz = 2—27a1a2a3 = —%q. Por lo tanto:

0= 20+ 22 /BG) € (/D))

Por un arguemento anédlogo obtenemos que:

27 3V/=3
0 =-S4—=5—VD®)
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Luego, como 6; + 05 = 3a;, tenemos que:

=3 j—ﬁq—f’)M+ jf;q—m D<p>> .

2

De las demaés identidades mostradas en se obtiene que:

33
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5. ALGEBRAS:

Ayudantia 11: En esta ayudantia comenzaremos nuestro estudio de
algebras.

Problema 1: Sea F' cuerpo tal que car(F) # 2. Sea A = (%) un

algebra de cuaterniones sobre F' y considere x = ¢+ z, donde ¢ € F'y
z € Fi+ Fj+ Fij. Se define el conjugado de = por T = ¢ — z y su norma
N(z) = 2z, ademds z se dice puro si ¢ = 0. Pruebe que:

Vz € A se tiene que N(z) € F 'y que N(z) = N(z), Z==x.

Muestre que si 2 € F entonces x es un cuaternién puro o bien z € F.
Pruebe que N(zy) = N(z)N(y), para todo x,y € A.

Desarrollo:

Sea x € A escrito como en el enunciado. Es sencillo notar que si &z =c¢ — z
entonces & = c+z = x. Escribimos ahora x = ag+aii+asj+asij. Mediante
un célculo directo podemos concluir que N (z) = 2% = a2—aa?—ba3+abaj €
F. Por el mismo célculo concluimos que N(Z) = a3 — aa? — ba3 + abaj =

N(x).

Escribimos z = ¢+ z como en el enunciado. Entonces, como 22 = —N(z) y
cz = zc tenemos que 72 = 2 +cz + zc — N(2) = 2+ 2c2 — N(z) € F. De
esto se sigue que cz = 0. Por la independencia lineal del conjunto {4, 7,45}
la igualdad anterior implica que ¢ = 0 o bien z = 0. Esto nos permite
concluir que z es un cuaternién puro o bien x € F.

Se sigue de un célculo directo (Ejercicio).

Problema 2: Sea A = (%) un algebra de cuaterniones sobre F' tal que

car(F') # 2. Pruebe que son equivalentes:

A es un algebra de divisién.

Para todo z € A no nulo se tiene que N(z) # 0.

Si ag, a1,as € F satisfacen la ecuacién z3 = ax? + bz entonces ag = a1 =
a9 — 0.

Demostracién: Primero mostremos que [i] y [ii] son equivalentes. Sea
x € A tal que N(xz) = 0. Si A es algebra de divisién tenemos que existe
y € A tal que yr = zy = 1. De la identidad N(zy) = N(z)N(y) se sigue
que 1 = N(zy) = N(z)N(y) = 0. Esto nos lleva a una contradiccién.
Invsersamente, si N(z) # 0, para todo x # 0 se tiene que y = ﬁ es un
elemento tal que zy = yx = 1. Esto ultimo es un resultado directo del
problema 1 parte [i]. Utilizando la igualdad N(ag 4+ a1 + asj + azij) =
at —aa? — ba3 + abaj se concluye facilmente que [ii] implica [iii]. Por ltimo
mostremos que [iii] implica [ii]. En efecto, supongamos que a2 —aa? — ba3 +
abaj = 0, es decir ag — ba% = a(ba3 — a?). Por lo tanto:

(baj — a?)? = (baj — a3)(ad — ba3) = (apay + bazas) — b(agas + araz).

Por [iii] tenemos que ba% — a3 = aga; + basaz = apaz + ajaz = 0. Esto
implica que ag = a1 = as = agz = 0. Concluimos lo pedido.
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Problema 3: Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Considere
a,be K*y A= (“71’) el algebra de cuaterniones asociada.

Para K = R muestre que A es un &lgebra de divisién si y solamente si
a,b < 0.
Muestre que (%) >~ My (K).

Pruebe que B = (%) =~ M, (C), para todo a,b € C.

Desarrollo:

Usamos el criterio [iii] del problema 2. En efecto, supongamos que a,b < 0.
Si a2 = aa? + ba3 tenemos que a3 < 0. Por lo tanto ag = 0 y aa? + ba3 =.
Esto implica que a; = ag = 0. Concluimos que A es un albegra de divisién.
Ahora bien, si a > 0 entonces a € R?. Como a # 0 tenemos que la ecuacién
aa? + ba3 = tiene una solucién a (y/a,1,0) y por ende A no es un &lgebra
de divisién. Andlogamente deducimos que si b > 0 entonces A no es un
algebra de divisiéon. Esto prueba lo pedido.

Considee A = (%) y la funcién ¢ : A — My(F') definida por:

=5 % )en=(9 ).

Note que ¢(i)? = ¢(j)? = id € My(K). Esto implica que, expandi-
endo ¢ lineal y multiplicativamente, se tiene que ¢ es un homomorfismo

de K-dlgebras (Ejercicio). Note que ¢(ij) = ( _01 (1) ) Por lo tanto
{(1), (i), 0(4), v(ij)} es un conjunto linealmente independiente en My (K).
De esto se sigue que ¢ es sobreyectiva. Como dimg(A) = dimg (M3 (K)) =

4, concluimos que ¢ es un isomorfismo. Esto prueba lo pedido.

Como C es algebraicamente cerrado, podemos hacer el cambio de variable
i ﬁ v j— ﬁ. Note que dicho cambio de variable estd bien definido
pues ﬁﬁ + ﬁﬁ = ﬁ(ij + ji) = 0. Por lo tanto B & (%) y por el
item [ii] concluimos que B = My(C).

Problema 4: Sea G grupo y sea F' un cuerpo. Se define el F-algebra de
grupo F[G] por:

F[G]:{Zagg:gGG,ageF}.

Donde la suma y el producto por escalar se define puntualmente y la mul-
tiplicacién como la extension lineal del producto g.h = gh, Vg,h € G. Sea
g € G un elemento cualquiera.

Demuestre que el ideal izquierdo (g) generado por g es F[G].

Para G = (2, demustre que existen ideales de F[g] no triviales.

Desarrollo:

Sea g € G un elemento arbitrario. Note que el producto por izquierda de
g con hg~! es h. Por lo tanto h € (g), para todo h € H. Esto implica que
todas las sumas finitas ), ., anh € (g). Concluimos que (g) = F[G].
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ii.- Considere un elemento generador g € Co. Note que (1 — g)? = 0 y que
r = 1 — g es un elemento no trivial. En particular dicho elemento es no
invertible. Por lo tanto (z) # F[G] y (z) # {0}. Esto concluye lo pedido.
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Ayudantia 12: En esta ayudantia comenzaremos a estudiar la estructura
del producto tensorial de médulos y algebras.

Problema 1: Sea M un R-médulo y S C R un conjunto multiplicativo
con uno. Se define el médulo localizado S~'M por:

S_lM:{%:meM,SGS},

con la identificacion = = T—,/ < 3Iel: t(s'm—sm')=0.
Pruebe que S™'M es un S~!R-médulo.

Muestre que M @z S"'R= S~ M.

Concluya que si R es un DI y K = Quot(R) entonces M ®pr K es un

K-moédulo libre.

Desarrollo:
Definimos la accién de S~'R sobre S™'M por ¢ = 2%, donde a € R,
s,t € Sym € M. Observe que si ¢ = %’ y F = T—,l entonces existen

" " € S tales que s”(as’ —a’s) =0y ¢'(t'm —tm') = 0. Luego tenemos
que s"t"(s't'am — sta’m’) = 0. Por lo tanto la accién estd bien definida.
Es relativamente sencillo demostrar que se cumplen los axiomas de médulo
en este caso (Ejercicio).

Considere el R-morfismo bilineal ¢ : M x S™'R — S~'M definido por
1) (m7 %) = . Se sigue, de un argumento analogo al dado en [i], que ¢ estd
bien definido. Por la propiedad universal del producto tensorial tenemos
que existe un tinico homomorfismo de R-médulos ¢ : M ®@r S™'R — S~'M
tal que ¢ (m ® %) =¢ (m, %) = #%. Por otro lado, considere la funcién
@: S8 'M — M ®gS™'R definida por ¢ (%) =m® % Observe que ¢ esta
bien definida, pues si ZL—,/ = ™ entonces existe ¢ € S tal que ts'm = tsm/,

luego tenemos que m ® % =tsm® =tsm' ® - =m' ® L. Observe

1
. ts's ts’s
que p oY = idygs-1g ¥ Y o = idg-1),. Luego tenemos que 1 es un
homomorfismo biyectivo. Concluimos que v es un isomorfismo.

Se deduce de lo mostrado en [i] e [ii] que M ®p K es un K-mdédulo. Luego
tenemos que M ®r K es un K-espacio vectorial. Por lo tanto M ®r K es
libre sobre K.

Problema 2: Sean A, B,C, D cuatro R-médulosy f: A— B, g:C — D
dos R-homomorfismos cualquiera.

Pruebe que existe un homomorfismo de R—médulos t: A®r C — B®pr D
tal que t(a ® ¢) = f(a) ® g(c), para todo a € A,c € C.

Muestre que si f y g son invertible entonces ¢ también lo es.

Desarrollo:

Considere la aplicacién h : A x C' — D ®g B definida por h(a,c) = f(a) ®
g(c). Dicha funcién es R-bilineal pues f y g son lineales y el tensor es
bilineal. Por la propiedad universal del producto tensorial tenemos que
existe una unico R-homomorfismo ¢ : AQr C — B®pr D tal que t(a®c) =
fla) ®g(c), para todo a € A,c € D.



38

ii.-

i.-
ii.-

iii.-

1.-

ii.-

iii.-

4.-

i-

ii.-

4.-
i.-

ii.-

CUERPOS Y ALGEBRAS

Considere 7 : B®gr D — A ®pr C definida por 7(b,d) = f~1(b) ® g~1(d).
Note que Tot =idag,c ¥y que toT = idpg,p. Esto nos permite concluir
que t es invertible.

Problema 3: Sea R un anillo conmutativo con uno y M un R-thodulo
cualquiera.

Muestre que M ®r R™ = M™.

Sean M, N dos K-espacios vectoriales de dimensién m y n respetivamente.
Pruebe que M @ N = K™™.

Suponga que {v;};2; y {w;}7_; son K-bases de M y N respectivamente.
Pruebe que § = {v; ® w;};}Z, es una K-base de M @ N.

Desarrollo:
Sabemos que M @ @) | N; = @), M @ N;. Ademds, como se vi6 en
clase, tenemos que M ®pr R = M. De esto se sigue lo pedido.

Note que si M, N son dos K-espacios vectoriales de dimensién m y n re-
spetivamente, entonces M = K™ N = K" y en particular por el prob-
lema [2ii] tenemos que M ®x N = K™ @k K™. Del item [i] se sigue que
M @ N = (K™)". Concluimos que M @y N = K™,

De la construccion de M ® i N se desprende que § es un conjunto generador.
Ahora bien, como dimg (M ® x N) = mn, se concluye que [ es una K-base
de M @k N.

Problema 4: Sea A una K-dlgebra y L/K una extensién de cuerpos.
Pruebe que A;, = L ®k A es una L-dlgebra. Ay se denomina extensién
escalar de A.

Pruebe que si {a1, a2, -+ ,a,} es una base de A entonces f ={1®a;,1®
as, -+ ,1®a,} es una base de Ay, vista como L-algebra.
Desarrollo:

Sea A € L fijo. Definimos la aplicacién K-bilineal hy : L x A — A, por
ha(r,a) = Ar ® a. El hecho de que h sea K-bilineal queda como ejercicio.
Por la propiedad universal del producto tensorial tenemos que existe una
Unica funcién K-lineal fy : Ay — Ap tal que fy(r®a) = (Ar,a). De esto se
sigue que el producto escalar A\(r ® a) = (Ar) ® a dota a A, de estructura
de L-algebra, pues es relativamente sencillo demostrar que se cumplen los
axiomas de requeridos (Ejercicio).

Por un lado sabemos que existe un isomorfismo K-lineal tal que A = K™.
Por lo tanto Ay, &2 L ®x K" & K" ® L = L™, por lo mostrado en el
problema 3. Luego, para probar lo pedido, basta probar que el conjunto 3
genera Ay. En efecto sabemos que {r ® a,, : r € L,i = 1,--- ,n} genera
Ay, como K-espacio vectorial. De la defincién del producto escalar en Ap
dada en [i] tenemos que {1 ®a, :i=1,--- ,n} genera Ay, como L-espacio
vectorial.
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Ayudantia 13: En esta ayudantia estudiaremos el algebra T(M). En
particular, estudiaremos productos tensoriales iterados de mddulos.

Problema 1: Sea M un R-médulo. Pruebe que T'(M) estd generada como
R-4lgebra por T (M).

Demostracién: Sabemos que = {m; ® - -®@my, : k € Zso} U{1} genera
T(M) como R-médulo, en particular como R-algebra. Ademds el producto
en T'(M) estd definido por:

(M1® - @mE)QM1® - ®@n)) =mi® - @MERn Q-+ -Qny € TkJFl(M).

Por lo tanto, tomando productos de elementos m € M podemos generar §—
{1}. Luego v = {m € M} U {1} genera T'(M) como R-dlgebra. Como y C
TY(M) concluimos que T'(M) estd generada como R-dlgebra por T (M).

Problema 2: Sabemos que el producto tensorial C @k C es libre de rango
4 como médulo sobre R, con base:

52{61:1(@1, e =1®1, e3=1®1, €4=i®i}.

Sea g1 = %(61 +e4)yeg = %(el — e4). Pruebe que €165 = 0, &) +e3 =
1, s? = ¢j, para j = 1,2. Deduzca que A es isomorfa como anillo al
producto directo de dos ideales principales, a saber, A ~ g1 A X g5 A.
Demuestre que C @g C ~ C x C.

Concluya que el R-dlgebra T(C) es un C-espacio vectorial de dimensién
infinita.

Desarrollo:

Note que €7 = (el +eresteser+e) = 1(1Q014+2iQi+ (1)@ (1)) = 1.
Analogamente se prueba que €5 = 5. Por otro lado 61 + e = 1® 1y
E9E9 = €169 = %(e% —e3) = 0. Ahora bien, como A = (1®1)A = g1 A+e24,
se tiene que el anillo A es suma de los subanillos €1 A y 2 A. Por otro lado,
si z € eANegA, se tiene que z = e1t; = eato donde ty,to € A. Luego
g1z = sftl = 2y €1z = €162z = 0. Concluimos que z = 0 y por ende
A= ElA D EQA = €1A X EQA.

Basta probar que 14,604 = C. En efecto note que e1e; = &1, €160 =
—e1e3 y €1e4 = €1. Como [ es una R-base de A se tiene que 1A =
e1R@e1esR = 1 (e;R@esR), donde ey = 14y €3 = —e; = —14. Considere
la funcién ¢ : £1A — C definida por ¢(e1(ae; +bes)) = a+ib. Dicha funcién
es un homomorfismo de anillos pues €2 = 1 (Ejercicio). Ademés tiene por
inversa a la funcién @ : C — &1 A definida por v(a + ib) = e1(ae1 + bes).
Esto nos permite concluir que €1 A = C. Andlogamente podemos deducir
que e2A = C. Esto demuestra lo pedido.

Observe que T3(C) = Cog(CxC) = (CarC)x (C@rC) = C*. Por inducién
se prueba que TH(C) = C2"'. Esto implica que T(M) = @ ,C* ',
donde T(M) es un C-espacio vectorial de dimensién infinita.

Problema 3: Pruebe que Q/Z ®z Q/Z = {0}. Concluya que T(Q/Z) =
Z&Q/Z.
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Demostracién: Primero demostremos que Q/Z ®7 Q/Z es trivial. En
efecto sabemos que Q/Z®;Q/Z esté generado por %@?, donde %,g €Q/Z.
Luego si demostramos que estos elementos son triviales tenedremos que el

médulo en cuestioén lo es. En efecto:
DT P, T_W T T
q S q gs q qs as
Concluimos que Q/Z ®7Q/Z = {0}. Ahora bien, como T*(Q/Z) = Q/Z®y,
Q/Z ®7 @z - ®7 Q/Z, tenemos que T*(M) = {0} para todo k > 2. Esto
implica que T(Q/Z) = T°(M) ® T'(Q/Z) = Z & Q/Z.

Problema 4: Sea R un anillo conmutativo y unitario, I un ideal de R y
M = R/I un R-médulo. Pruebe que T'(M)/I = R/I[x].

Demostracién: Por el ejercicio 14 del control 5 tenemos que M @ M =
R/I. Esto prueba por induccién que T#(M) = R/I, para todo k > 0. Por
lo tanto tenemos que:

T(M)/I=R/I®R/I®R/I---

En lo que sigue denotamos a la suma directa de la derecha como un conjunto
de tuplas cuyo soporte es finito. Considere el homomorfismo ¢ : T(M)/I —
R/I[z] definido por ¢((r;)52,) = >0, ri2*, donde r; € R/I. Dicha funcién
esta bien definida pues r; = 0 para casi todo i € N. Es sencillo demostrar
que ¢ es un isomorfismo R-lineal. Por otro lado tenemos que:

( 7077"1‘70,"')("' 7077”3';0,"'):("' ,0,7”17"]',0,"'),

donde 7;7; estd en la posicién i + j-ésima. Utilizando esta identidad y
escribiendo cada elemento (r;)$2; como:
o0
(ri)?il - Z( ’ri70'”)a
i=0
se prueba que ¢ es un homomorfismo de anillos. Concluimos que ¢ es un
isomorfismo de R-dlgebras. Esto prueba lo pedido.
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Ayudantia 14: En esta ayudantia estudiaremos el dlgebra simética y
exterior. Ademads incluiremos un pequefnio andlisis de dlgebras centrales
simples.

Problema 1: En el anillo R = Z[z], sea I = (2, z) el ideal generado por 2
y por x. Entonces el anillo Z/2Z = R/I es un R— mdédulo aniquilado por
T y por 2.

Pruebe que ¢ : I x I — Z /27, definida por:

olag+ -+ anz™, bo+ -+ + bpa™) = %bl (mod 2),

es R-bilineal.

Pruebe que hay un homomorfismo de R— médulos de I @ g I — Z /27, que

lleva p(z) ® q(x) en @q’(O), donde ¢'(z) es el polinomio derivado de ¢(x).

Pruebe que 2 ® = # = ® 2.

Desarrollo:
Observe que ¢ esta bien definido pues ag € 2Z. Ahora bien, tenemos que:

Plr(a) ot ~+ana"), (@) = ro b1 = r(a)paot+ana" s a(z) (mod 2),

donde q(z) = b+ - - -+ bypz™, r(x) = 1o+ - - + r12* y donde identificamos
Z/2Z con R/I. Andlogamente tenemos que:

a
P(p(2), (@) o + -+ bma™)) = royby = r(@)p(p(e),bo + -+ + ba™)
donde p(z) = ag + - - - + a,z™. Esto demuestra que ¢ es R-bilineal.

Con las notaciones de la parte [i] tenemos que ag = p(0) y que by = ¢'(0).
Luego, de la propiedad universal del producto tensorial, deducimos que
existe un homomorfismo de R— médulos de ¢ : [ @ I — Z/27Z, definido

por ¢ (p(z) ® q(x)) = 22¢/(0).

Si 2®@x = £®2 entonces su imagenes bajo ¢ son iguales. Pero ¢(2®x) = 1,
mientras que (x ® 2) = 0 en Z/2Z. Concluimos que 2® = #  ® 2.

Problema 2: Sea V un K-espacio vectorial y {vy, -+ ,v,} C V. Considere
o € S, una permutacién cualquiera. Pruebe que ve1)y A+ A V) =
sgn(o)(v1 A -+ Awvy), donde sgn es la funcién signo de permutaciones.

Demostracién: Primero demostramos este hecho para una trasposiciéon
7 = (ij), donde i < j. En efecto, el elemento:

2=01 A AN+ V)N A (v U) A Ay,
donde los factores v; + v; van en las posiciones i y j, cumple con:
2= A NN ANUGA AUy F 0L A AU A AU A N Uy,

pues cada vez que se repite un factor en la cuna, esta es nula. Por el mismo
argumento z = 0. De esto se sigue que:

VIA - AVGA AV A AUy = —01 Ao A,
Por lo tanto:

VIA- AU A A A Avp =sgn(T)(v1 A+ Avp).
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Ahora bien, como toda permutacion es un producto de trasposiciones, ten-
emos que o = 110- - -07,, donde sgn(c) = (—1)". Aplicando inductivamente
el resultado anterior obtenido sobre las trasposiciones se sigue que:

Vg (1) VARERIVAN Vg (n) = (71)7”(1)1 VARERIAN ’Un),
es decir:
Vo(1) N+ AVUg(n) = sgn(a) (V1 A== Avyp).

Problema 3: Sea V espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo
F con base B = {vy,- - ,v,}. Pruebe que los vectores:

Vi1 NV, A= A, paral <ip <ig--- <1 < n,
son una base de AF(V), y que A¥(V) = {0} si k > n.

Demostracién: En clases de probé que los tensores v;, ® -+ - ®v;, , donde
i; € {0, ,n} forman una base de T%(V). Ahora bien, como cualquier
permutacién en los subindices de dichos vectores cambia a lo mas en un
signo al tensor alternante, se tiene que

5:{vi1Avi2/\-~~/\vik :1§z’1<i2~-~<ik§n},

genera AF(V). Para demostrar que son linealmente independientes basta
encontrar una funcién k-lineal alternante de V* a F la cual es 1 en un
elemento dado:

(Viy s Vigy o+ 503, ), paral <ip <idg--- <ip <,

y es nulo en los vectores (vj,,vj,, -+, v; ) con la misma propiedad de orden
en los subindices. Esto tltimo pues, por la propiedad universal del producto
exterior, si lo anterior se cumple, se tiene una funcién F-lineal que vale 1
en vy, Avi, A---Av;, € By cero en los demas elementos de 5. Considere
la base v = {(vj,, 055, ,vj,) : i € {1,---,n}} de VF(V) y la funcién
k-lineal f : V¥ — F definida en v por f((vj,,v;,, "+ ,vj,)) = sgn(o) para

(J1,- -+ ,jk) la permutacién por o de (i1,---,ig), es decir si o(i;) = Ji
para todo I € {0,---,k}. Definimos f((vj,,vj,, - ,vj)) = 0 si es que
(j1,- -+, Jjr) no es una permutacién de (i1,--- ,ir). Note que f es cero en
todo vector con las entradas repetidas, pues sus tuplas de subindices no
pueden ser una permutacién de (i1,---,i). Esto implica que f es una
funcién alternante. Ademds esta funcién es 1 en (v, v, - ,v;,) y cero
en de demas vectores con la misma propiedad de orden en los subindices,
pues dichos subincices nos son permutaciones de (i1, - ,ix) (para mayor

detalle ver un libro de teorfa de grupos y permutaciones). Esto concluye
que 3 es base de A*(V). Observe que si k > n entonces todo elemento de
la base v;1 A vi, A -+ Av;, cumple con v;; = vy para j # 1. Por lo tanto
B = {0}. Esto implica que A*(V) = {0} si k > n.

Problema 4: Sea K un cuerpo y A una K-élgebra simple de dimensién
finita.

Pruebe que Endg (A) es una K-élgebra de divisién.

Muestre que si K = C entonces Endg (A) = C.

Desarrollo:
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Considere T' € Endg(A) un endomorfismo cualquiera no nulo. Para de-
mostrar lo requerido debemos probar que T' es invertible. En efecto, como
ker(T) es un ideal de A y A es un dlgebra simple, tenemos que ker(7) = {0}.
Esto implica que T es una aplicacién K-lineal e inyectiva. Como T es una
funcién entre espacios de igual dimensién, concluimos que T es invertible.
Esto prueba lo pedido.

Basta probar que para todo T € Endg(A) existe A € C tal que T =
Aid.  Esto ya que en dicho caso Endg(A4) = {Aid : A € C} = C como
C-élgebras. En efecto, sea A € C un autovalor de T, el cual existe pues C
es algebraicamente cerrado. Por definciéon T'— AI no es invertible. Por otro
lado T'— AI € Endk (A). De [i] concluimos que T'— AI = 0. Esto prueba lo
pedido.



	1. Ejercicios de Cuerpos:
	1.1. Parte básica:
	1.2. Extensiones de cuerpos:
	1.3. Extensiones algebraicas:
	1.4. Cuerpo de descomposición:
	1.5. Cuerpos algebraicamente cerrados y finitos:
	1.6. Extensiones separables y polinomios ciclotómicos:
	1.7. Teoría de Galois:
	1.8. Terema fundamental de Galois:
	1.9. Extensiones por radicales:

	2. Ejercicios de Álgebras:
	2.1. Parte básica:
	2.2. Homomorfismos de álgebras:
	2.3. Productos tensoriales de módulos y álgebras:
	2.4. Álgebra tensorial T(M):
	2.5. Álgebra simétrica S(M):
	2.6. Álgebra exterior (M):

	3. Cuerpos:
	4. Teoría de Galois:
	5. Álgebras:

