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Campo Central

Se denomina campo central a un campo de fuerza que
cumpla con la condicion

- dU (1)
F = &
dr g

r es la coordenada radial.

1) En un campo central se conserva el momentum angular

S dU S
rx F = rxr=1_0 = T=rXxF =0

dr .
dl
T — 0
dt




Conservacion de Momentum Angular:

, dL
) 7=0  —-=0

L = m7 x @ =m(r#) x (i + r00)

A

L = mr20(+ x 0) = mr?0k

L = mr26




Campo Central

2) En un campo central el movimiento es planar

L=mrxuv

- L=mv-(rxr)=0
En un campo central el vector posicion siempre €s
perpendicular al momento angular
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Campo Central

3) Ecuaciones de Newton en un campo central F = F(r)#
m(i — r6?) = —F(r)
m(r6 + 210) = 0
Para la parte angular
m(r + 270) = 0 /r
m(r26 + 2rrf) = 0

d(mr20)

=0
dt

L = mr30



Campo Central

Para la parte radial
m(7r — 7“6’2) = —F(r)

1

Sea U — e entonces

du d (1) 1 dr 1 dr dt 1 mr? dr m

40 do\r) " T rZa0 " r2dtdd 2 L dt L
@_ mdr'*_ mdff“dt_ m2r27,;
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Obtenemos

Campo Central

m(i — r6%) = —F(r)

L? L?
m2u2u// Tm2r4) :—F(fr‘)
LQ
—E(UZU” +u’) = —F(1/u)
m
wu” +u’ = ﬁF(l/u)




4) En un campo central se conserva la energia

Conservacion de la Energia:

1 .
E = §m(7'“2 +720%) + U(r)

1 1 L\’
E = §m7'“2 + §mr2 (—mr2> + U (r)




Resumen Campo Central
1) En un campo central se conserva el momentum angular
L = mr’6
2) En un campo central el movimiento es planar

3) Ecuaciones de Newton en un campo central

2 7 ST
+ u’ L2 F (1/u)
4) En un campo central se conserva la energia
1, L
E=—mr-+ + U(r)

) 2mr?



Problema de dos Kepler

Dos objetos de masa m; y my se atraecn mutuamente a
traves de una fuerza Gravitacional .
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Problema de dos Cuerpos

Vector posicion relativa 7 = 77 — T2
o i T 1 T m277 2
Vector centro de masa roM =
1 1T 19
Energia
1 - 1 .

E:§m17“1—|—§m17“2—|—U(771—772)

Consideremos un sistema de coordenadas tal que 7cnm =0

—

r = 1—7?2 O:m1771+m2772



Problema de dos Cuerpos

Resolviendo las ecuaciones anteriores

. TTLQF . mlf’
1 = o —
mi + Mo mi + mso
Entonces,
252 2. =2




Problema de dos Cuerpos

. 17N
Masa reducida m — L2
mi + Mo
, AN
S1 M1 >> M2 entonces m =~ - = M2

Energia del problema de dos cuerpos en sistema con
el centro de masa en el origen

1 .

S1 la energia potencial solo depende de la distancia relativa,
el problema es 1sotropico (independiente de la direccion)

U(r) = U(r)



— a
Problema de Kepler £ = ST a = Gmm,
r
— dU a
F = 7, U=——
dr r
Resolvamos la ecuacion de Binet para en el problema de
Kepler uzu// 1+ u3 _ @u2 _ u_z
L2 D
1
u// by ==
p
., I 1 e
Solucion U =—=—+ —cosl
rp p

Ecuacion de la orbita r —

1 +ecosb



Problema de Kepler

Ecuacion de la orbita
1

E = §m7'°2 +Usp(r) L =mr%0

dr dr dt mr? | 2
— = — —/—(FE —-U,
0~ dtdo~ L \Im ( ff (T)>

Solucion

D 1.2 \/1 2EL?
| [ = — e — }
1+ ecosf’ — mao?




Puntos de retorno

Escribamos la energia

1
§m7"2 = F — Ueff(T) Z 0

Los puntos de retorno, son puntos de la orbita tales que

r =20 E:Ueff(r)

En el problema de Kepler
B L? a

2mr: r

Ecuacion cuadratica de segundo orden con dos soluciones



Problema de Kepler

U(r) = — a = Gmimo

41 .

A S — Hiperbola.

. — Parabola
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R ~— Elipse
—4|

Y A «—— Circulo_
_6.-

00 05 1.0 15 2.0



1) Orbita Circular

Excentricidad e = (0

Ecuacion de la orbita
LZ
1

;T = p _ —
maol
. , ,
Conservacion de la energia £ = Emv — —
r
Ley de Newton (radial)
Vz 04 ) 10/
mM— = = my- = —

r 72 r



1) Orbita Circular

1 , Qa a a a
Ey=—m"——=———=——
2 r 2r r 2r

Radio de la orbita

dU L2 L2
eft _ _ + = =0 = r

dr mr3  r mao

Cuando E < 0 el movimiento es finito, es
decir, el sistema describe Orbitas cerradas.



2) Orbita Eliptica

4
\



Centro de la Elipse: Punto O
Focos: P1, P2 ! Semi-¢je menor




Propiedades de la Elipse
P1P3 + P1P2 = 2a

c* + b* = a*




Excentricidad de la Elipse %




De la ecuacion de la orbita

r = P
1 +ecosd
=0 ry e = P
1 +e
0=n Vinin = &
] —e



Reescribamos las distancias a, b y ¢ en funcion

deeyp.

p p
rmax_rmin_l_l_e_l_e
v, —r, . = 2pe = 2C
max min_ez_l_

pe
C =
e? — 1
P PE€
Cl=Vmin+C=1_e—1_62

p(l —e—1-—¢)
] — e?

- p(l+e)—pe

B ] — e?



ad=7r

i ] —e2 ] —e2
Utilizando
c* + b* = a*
h — az_czzp\/l_ezz P
1 — e? \/1 _ 2
Note que

b=a\/1—62

Esta relacion sera util para demostrar las leyes
de Kepler



En una oOrbita eliptica la energia
Ey< E<O

Calculemos los puntos de retorno

|
—mr =E—Uef:0 =
2

Utilizando E=-—|FE]

E=U

eff
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— r + = ()
[E] 2m|E]

r

o o - L?
— T —
21E] ~  \21E] om | E|
Existen dos soluciones reales distintas, las
que corresponden a yins Py

Cuando o 2 72
(2|E\) Com|E|

Se recupera el caso del circulo.

0



Escribamos la solucion como

rminer_A rmax=VO+A
Vipin = A — C Viax — A+ C
Donde o
7‘0=
2| E]

(5i7) 71
A = _
V\2|E] om | E|



B 94
 2|E]

CZ=I”O

Qa : L?
c = N\ = —
\<2\E|> 2m|E|

Finalmente



3) Orbita Parabélica




Cuando E > 0 el movimiento es infinito

-
c - 2L°E
e — — —
a \ ma?
Parabola FE =0, e =1

Calculemos los puntos de retorno

1
) _ —
—Inr _E_Uef —O — E— Ueff

2
L? o L? p
0= o = Vinin = — 5
2mr?  r 2ma 2




4) Orbita Hiperbolica

min



Cuando E > 0 el movimiento es infinito

c 2L°E
e=—=14/1+
a mot?
Hipérbola E > 0, e > 1

Calculemos los puntos de retorno

|
D _ —
Emr _E_Uef —O — E— Ueff




E = — —
2mr: r
, QA L?
re 4+ —r — =0
E 2mE

a a : L?
r=——=q/l—) +
2F (ZE) 2mE

Manteniendo la solucion positiva

o 04 : L?
Vpin = — == T '~ +
2F 2F 2mE



De la ecuacion de la orbita
1%
-

14+ ecosf

_ 1%
1l +e

e > 1



