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Capitulo 1

Curvas en R"

Introduccion

Geometria diferencial es la rama de las Matemadticas que se encarga del
estudio local de curvas, superficies, y variedades en general. Es decir, estudia
las propiedades de estas en una vecindad de un punto. Esto no quiere decir
que esta teoria no nos permita entender propiedades globales de las figuras,
pero este estudio se realiza en términos de objetos locales. Por ejemplo, en
este capitulo estudiaremos el largo de una curva, una propiedad global de la
misma, en términos de una propiedad local, el elemento de longitud de arco,
0, en un lenguaje méas moderno el médulo de la derivada. Aqui el uso de
herramientas del cédlculo multivariado y el dlgebra lineal es indispensable, por
lo que supondremos que el lector estd familiarizado con estos temas. Mas
adelante, una cierta familiaridad con la teoria de ecuaciones diferenciales
serd conveniente. Advertiremos al lector cuando llegue el momento.
Solemos imaginar, intuitivamente, una curva plana como un alambre
que se enrolla sin romperse. Matematicamente, esta idea de mo romper
el alambre se modela mediante el concepto de funcién continua. En estas
notas, una curva es una funcién continua « definida en algin intervalo I =
[a,b] € R tomando valores en algin espacio euclideano R™. Otra analogia
util es pensar en la curva como la trayectoria de un punto que se desplaza
en funcién del tiempo. En este contexto, el pardmetro tiempo varia de un
instante inicial dado por ¢ = @ y un instante final ¢t = b. El valor de la
funcién «(t) nos dé la posicién del punto en un instante intermedio dado
t. En este sentido, podemos definir la parabola como la trayectoria de una
bala disparada por un canon, como el que se observa en la figura 1. Esta
es, sin embargo, sélo una analogia y a menudo nos interesa poder cambiar
un parametro dado a priori por otro mas conveniente. En el caso de una
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©) — .

Figura 1.1: La trayectoria de un proyectil describe una curva con el tiempo
como un parametro natural.

trayectoria, el tiempo no es, sind, uno de los posibles parametros.

Como la geometria diferencial se apoya mayoritariamente en las her-
ramientas del calculo diferncial, nos interesa particularmente, en estas notas,
el caso en el que a es una funcién infinitamente diferenciable. Otras ramas
de la matematica, como la topologia, se interesan en curvas arbitrarias. Para
nosotros la diferenciabilidad es esencial y serd asumida en todo lo que sigue,
a no ser que se especifique lo contrario.

Un ejemplo de curva no diferenciable es la curva de Peano. Una curva que
llena el interior de un cuadrado, como la que se obtiene, mediante el proceso
de paso al limite, con la construccién cuyos primeros pasos se ilustran en la
figura 2. Las curvas diferenciables que se utilizan en la geometria diferencial
no presentan este comportamiento patolégico como veremos mas adelante.

Figura 1.2: Primeros pasos en la construccion de la curva de Peano
(Fuente:Wikipedia).
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Puntos y vectores

Antes de comenzar, conviene establecer algunas notaciones bésicas que cor-
responden al algebra lineal, pero que no corresponden, necesariamente, con
las notaciones que uno utilizaria en dicho curso. Haremos a menudo referen-
cia al espacio euclideano R™, pero lo consideraremos bajo dos encarnaciones
diferentes. Un conjunto de puntos P que interpretamos como una n-tupla de
coordenadas P = (ag, ..., a,), y un conjunto de vectores v que se interpreta
como una combinacion lineal de vectores de una base candnica

$:b121+b222+...+bn2n.

Se nos ensena en un curso de algebra lineal que ambos objetos son “lo
mismo”, v de hecha podemos usar la definicién formal en términos de n-
tuplas para ambos, pero jugaran un rol diferente en la geometria difer-
encial, cuya naturaleza se comprenderda mejor una vez hayamos estudiado
la geometria intrinseca de superficies, tema en el cual las ideas de punto
coordenado y vector tangente son interpretados como objetos en espacios
completamente diferentes. Hasta ese punto, la distinciéon entre vectores y
puntos debe interpretarse como una conveniencia notacional. En general
asumiremos que la suma v+ w de vectores es un vector, que la suma P+ v
de un punto y un vector es otro punto, mientras que la suma de puntos no
serd considerada una operacién bien definida.

Estas convenciones son naturales para quienes tienen una mentalidad
fisica, puesto que la interpretacién de un punto en el espacio como una 3-
tupla requiere la eleccién de un sistema de coordenadas, lo que incluye la
eleccion arbitraria de un origen, mientras que un vector se visualiza como
un “desplazamiento”. La idea de espacio tangente elaborard, en un contexto
mucho mas abstracto, esta idea bésica.

Curvas y vectores tangentes

Una curva es una funcién infinitamente diferenciable o : I — R", donde
I es un intervalo (finito o infinito). La variable ¢ € I recibe el nombre de
pardmetro, y la imagen «(I) se denomina trazo de la curva. Nétese que
la imédgen de la curva estd formada por puntos. No los consideraremos, en
general, como vectores.

Ejemplo 1.1. La recta que pasa por el punto P = (ag,...,a,) y tiene la
S, — - — — . .

direccion del vector v= b; e; +by €9 +...+ b, € 20 estd parametrizada

mediante «(t) = (ag + bot,...,an +byt) = P+t v con t € R, con las
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convecciones de coordenadas y adicién vectorial descritas en el apartado
anterior. Un ejemplo fisico de este tipo de curva es la trayectirio de una

(4)! (B)

Figura 1.3: La recta y el circulo como curvas parametrizadas.

particula que se mueve a velocidad constante. Notese que, entre los instantes
t = g yt=1,1la _Particula se ha desplazado desde el punto P al punto
P+ v, por lo que v puede interpretarse como el desplazamiento unitario,o
por unidad de tiempo, de la curva. Notese que, a(t) estd definida también
para valores negativos de la variable (ver Fig. 1.3(A)).

Ejemplo 1.2. El circulo con centro P = (a,b) y radio r estd parametrizado
mediante la ecuacién

N
a(t) = (a+rcost,b+rsent) = P+r 5(t), t €[0,2m).

En particular, O+ g(t) parametriza el circulo de radio 1 centrado en el
origen de coordenadas O = (0,0) (ver Fig. 1.3(B)), también llamado circulo
unitario. Un circulo arbitrario puede interpretarse como un desplazamiento
seguido de una ampliacién o reduccién (cambio de escala) del circulo uni-

_>
tario. El despazamiento esta dado por el vector P= a 21 +b 22 que satisface

O+ ]_9): P. Para el fisico, existe un sistema de coordenadas apropiado en el
cual ambos puntos coinciden. En este sentido, nuestra notacién nos permite
tratar los puntos como si fueran independientes de la eleccién de un origen.

Observese también que la ecuacién que parametriza el circulo estd definida
para todo valor t € R, pero su trazo no crece ya que la curva definida sobre
toda la recta real sdlo recorre el circulo una y otra vez. este es un ejemplo
de curva cerrada.
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t=3m/2

Figura 1.4: El circulo como una curva cerrada y periddica.

En la Figura 1.4 hemos dibujado unas flechas que denotan la direccién
del movimiento. Vamos a darle un sentido preciso a esta nocién, definiendo
un vector que indica la direccion de movimiento puntual de una curva. Para

la curva «o(t) = <a1 (t),... ,an(t)>, el vector tangente se define por

—s/

a () =d\(t) e +...+d,(t) en.
Podemos interpretar este vector tangente como la derivada del vector posicién
o) =ai(t) €1 +...+an(t) en.

Notese que el vector posicién se relaciona con la curva mediante la relacion
— . e

O+ «a (t) = «(t), continuando con la costumbre de distinguir puntos de

vectores.

Ejemplo 1.3. La curva
a(t) = (&, )

no es una curva diferenciable en ninguin intervalo que contenga al 0, pues la
funcién ¢ — |t| no es diferenciable en 0. esto significa que el vector tangente,
por lo tanto, no existe en ese punto (ver Fig. 1.5(A)). Puede comprobarse
que la curva de Peano, mencionada en la introduccién, no tiene un vector
tangente definido en ninguin punto, es decir, las funciones que definen sus co-
ordenadas no son derivables. En las aplicaciones, consideraremos a menudo
curvas donde la derivada (y por lo tanto el vector tangente) se indefinen en
un conjunto discreto de puntos, pero nunca en cada punto, ya que las her-
ramientas de la geometria diferencial no son ttiles en ese contexto. Este tipo
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de puntos, en los que la derivada se indefine, reciben 1 nombre de vértices o

cuspides.
o B vértice |
(cuspide) STW
(4) (B)

Figura 1.5: Una“curva” con un vértice (A) y una parametrizacién de la
hipérbola (B).

Ejemplo 1.4. La curva diferenciable definida por
a(t) = (cosht,senht), t € [—00,00)

recorre una rama de la hipérbola de ecuacién 2 —y? = 1. Esto se obtiene de
remplazar las funciones coordenadas x = cosht e y = senht en la ecuacién

cosh?t — senh?t = 1.

Como el coseno hiperbdlico es positivo, mientras que el seno hiperbdlico es
creciente, y satisface los limites

lim senht = oo, lim senht = —oo0,
t—o00 t——o0

la rama de la hipérbola correspondiente a x > 0 es recorrida completa y
cada punto de dicha rama corresponde a un unico valor de ¢t. Para la rama
opuesta se requiere una parametrizacion distinta. Por ejemplo, puede uti-
lizarse a(t) = (— cosht,senht).

Ejemplo 1.5. La curva diferenciable definida por la ecuacion
at) = (COS t(2cost — 1),sent(2cost — 1))7 t €10,2m),

puede graficarse utilizando las coordenadas polares. Estas, como el lector
recordara, estan dadas por la substitucién

r=+/x%+y2, Gzarctan%
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Esto no quiere decir otra cosa que re-escribir la definicién de « en la forma
alt) = (T(t) cos O(t), (1) senH(t)), t € [0,2n7).
Por simple inspeccién de la definicién obtenemos las férmulas
r(t) =2cost — 1, 0(t) =t,

por lo que el parametro ¢t puede interpretarse como el angulo 6. Nos gustaria
interpretar estas férmulas como las coordenadas polares del punto «(t) de
la curva. Por otro lado, el grafico de la funcién () = 2cosf — 1 es como
se muestra en la Figura 1.6(A). Observamos que r(¢) es positivo en los
intervalos [0, 5] y [%”, 27], pero negativo en el intervalo [%, %”], por lo que
entre dichos angulos, la curva aparece en la direcciéon opuesta cor respecto

al origen. Obtenemos asi la curva graficada en la Figura 1.6(B).

0 2m
(4) ‘ \\J (B)

Figura 1.6: La curva del Ejemplo 1.5.

Las rectas marcadas corresponden a los dngulos 6 = § y 0 = %’T Es-

tas pueden interpretarse como las pendientes de los vectores tangentes a
lacurvaent = 5 yt = ‘%“ Noétese que, ain cuando la curva se cruza a
si misma, de modo que los puntos correspondientes a estos dos valores del
parametro coinciden, los vectores tangentes correspondientes son diferentes.
Recuérdese que la pendiente de un vector planar v=a 21 +b 22 se define

como tan (%) .

Ejercicios

1. Mostrar que ninguna curva a : I — R? tiene como trazo las dos ramas
de la hipérbola.

2. Demuestre que los vectores tangentes en el origen de la curva del ejem-
plo 1.5 tienen efectivamente la pendiente de las rectas indicadas.
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3. Determine cuales de las siguientes funciones de un intervalo I en R
son curvas regulares.

(a) I =[-1,1], a(t) = (t,t?). (e) I=[—m,m], a(t) = (sent,cos2t).
(b) T=[-1,1], a(t) = (t3,¢3). (f) I=[—m, 7], a(t) = (sen2t,cos 3t).
() I=[1,5], a(t) = (t*,1%). (8) I=1[-1,1], a(t) = (& [t])-

(d) I=[—m, 7], a(t) = (sent,cost). (h) I=1[1,5], a(t) = (1 |¢])-

4. Calcule el vector tangente de las siguientes curvas:
(a) a(t) = (t,t?). (¢) a(t) = (senht,cosht).
(b) a(t) = (sent,cost). (d) aft) = (e't2, ).

5. Sea f : I — R una funcién diferenciable, y sea a : I — R? la curva,
definida por

alt) = (t, f(t)).

Calcule la pendiente del vector tangente a a en funcién de f y sus
derivadas.

6. Probar que si una curva tiene un vector posiciéon que es perpendicular
a su vector tangente en cada punto, la curva es un circulo centrado en
el origen.

—! .
7. Sea « una curva cuyo vector tangente a es paralela al vector posicién
*> .
a en cada punto. Que puede decirse de a?

8. Sea « cualquier curva cuya imagen esté contenida en el conjunto
{Ze RY|F(z) = 0}.
-/ . . -
Probar que o es perpendicular al vector gradiente ¥V F' en todo punto.

/
9. Sea o una curva tal que o (t) = — o (t) en cada punto. Encuentre a.

Reparametrizaciones

Sia: I — R"esuna curva, y si g : J — I es una funcién continua
estrictamente creciente, entonces a o g se denomina una reparametrizacién
de la curva . En particular, la curva original y su reparametrizacién tienen
el mismo trazo. La relacién

a es una reparametrizacion de [
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es una relacion de equivalencia. A no ser que se especifique lo contrario,
supondremos en lo que sigue que la funcion g es una funcién diferenciable con
derivada estrictamente positiva. Esto se denomina una reparametrizacion
suave. Si tg es un punto del intervalo I, el punto g~'(¢g) € J se denomina
el valor correspondiente a tg del nuevo parametro.

Ejemplo 1.6. El circulo unitario tiene las parametrizaciones
a(t) = (cost,sent), t €0,2m),

y
B(t) = (cos2t, sen 2t), tel0,m).

En este caso la funcién g : [0, 7] — [0, 27] es g(t) = 2¢. La curva [ representa
la trayectoria de una particula que se mueve al doble de velocidad que la
descrita por la curva «. Al reparametrizar, es usual utilizar una letra distinta
para el nuevo parametro, por lo que a menudo escribiremos ecuaciones del
tipo a(t) = B(1), donde t = g(7) = 27. En este sentido, ayuda considerar a
T como una variable distinta del tiempo.

Ejemplo 1.7. La rama de la hipérbola parametrizada mediante
a(t) = (cosht,senht), t € [—o00,00),
tiene la parametrizacion alternativa

B(t) = (sect,tant), te [—E, E) )
272
En este caso la funcion g que realiza el cambio de pardmetro es
g(7) = arctan (senh 7').

Ambas funciones, el arcotangente y el seno hiperbdlico, son biyectivos en
los intervalos respectivos. En particular, una particula Pg cuya trayectoria
estd dada por la curva 8 describe la misma rama del arco-tangente que
una particula P, cuya trayectoria estda dada por la curva «. Noétese sin
embargo que Pg escapa al infinito en tiempo finito. Alternativamente, puede
interpretarse a 7 como un parametro que permanece acotado cuando P,
escapa al infinito.

Ejemplo 1.8. La curva parametrizada
a(t) = (cos®t,sen’t), t €10,2m),

describe un segmento de recta que se repasa una y otra vez. Esta curva no
es una reparametrizacion de la recta G(t) = (t,1 — t) puesto que la funcién
g(1) = cos?(7), la que serfa nuestra candidata natural para un cambio de
parametro, no es biyectiva.
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Figura 1.7: Una curva ciclica cuyo trazo es un segmento de recta.

Ejercicios
1. Encuentre las siguientes reparametrizaciones 8 = « o ¢.
(a) a(t) = (t,1*), ¢(t) = *.
(b) aft) = (sent,cost), ¢(t) = tan"1(t/2).
(¢) a(t) = (senht,cosht), ¢(t) = tanh™*(t/2).

2. Demuestre que la relacion “x es una reparametrizacion de y” es efec-
tivamente una relacion de equivalencia.

3. Muestre que la reparametrizacion del Ejemplo 1.7 tiene derivada pos-
itiva.

4. Encuentre una reparametrizacion de la recta con un pardmetro aco-
tado, como la del ejemplo 1.7.

5. Encuentre una curva ciclica cuyo trazo sea sélo la mitad inferior del
circulo.

6. Para los siguientes pares de curvas, determine si la segunda es o no una
parametrizaciéon de la primera en algin intervalo. En caso afirmativo,
determine los mayores intervalos en los que esto ocurre.

(a) aft) = (1 —1t,t2—2t), B = (sent,cos?t).
(b) a(t) = (sent, cost), B(t) (t% i—;})

(¢) a(t) = (sent,cost), B(t) = (g;}, t22fr1>'
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Reparametrizacion y vector tangente

Si 8 = a0 g es una reparametrizacién de la curva «, se tiene por la regla de
la cadena

—/ 1

6 (=g a (sn)
Esto se interpreta diciendo que la direccién del vector tangente es indepen-
diente de la parametrizacién pero su magnitud no lo es. Es importante con-

siderar valores correspondientes de los respectivos parametros. Si la curva
«a describe el movimiento de una particula, su velocidad estd dada, por

!/
definicién, por el vector tangente o (t), mientras su rapidez, o velocidad

escalar, estd dada por el largo | o (t)].

Si la curva « tiene derivada no nula para cierto valor del parametro, la
regla de la cadena nos dice que cualquier reparametrizaciéon suave § = aog
tiene la misma propiedad para el valor correspondiente del nuevo parametro.
El punto correspondiente del trazo, el que no depende de la parametrizacion,
se dice un punto regular de la curva. También diremos que la curva es regular
para ese valor del parametro. Un punto en el que la derivada de « se anula
se denomina un punto singular de a. La ecuacién precedente nos muestra
que una reparametrizacién suave (o, como diremos tambien en lo sucesivo,
regular) preserva los puntos regulares y singulares de la curva.

Si una curva a : I — R? es regular en un punto tg, la recta tangente a
la curva en el punto «a(tg) se define como la recta L, que pasa por el punto

a(tp) y tiene la direccién del vector o (to). En otras palabras
—/ 2
Ly, :{AOé (to)—i—O&(to)P\ER} C R~

!/
Nétese que dicha recta es la imagen de la curva regular [(\) = A o (to) +
! —/
a(tp). Las curvas [ y « satisfacen o (to) =1 (0). La recta tangente tiene la
misma derivada que la curva en ese punto. Mds ain, el Teorema de Taylor

nos dice que la curva tiene una expansion en serie del tipo
/
a(to+ A) = alt) + )\( o (to)+ € (/\)>,

donde ¢ (A) es un vector que se anula para A = 0. Puede darse una ecuacién
de la recta tangente que no depende de la parametrizacién definiendo el

vector tangente unitario
!/

Ql

Nl
N2
Il
=1
==
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Figura 1.8: Una curva y su recta tangente.

Dicho vector es independiente de la parametrizacion. La recta tangente
puede ser definida por

I1(A) = alto) + A ? (to).

Longitud de arco

Ellargo de una curva o : I = (a,b) — R", dada por a(t) = <a:1(t), . ,xn(t)>,
se define mediante la integral

En particular, para cada punto intermedio ¢t € I, el largo de la restriccion de

« al subintervalo (a,t) estd dada por s(t) = fat o (u)‘ du. La funcién s es

/
una funcién creciente del pardmetro ¢ y su derivada es s'(t) = ‘3 (t)‘ > 0
en cada punto regular de la curva. Se sigue que s(t) es un cambio reg-
ular de pardmetro. La reparametrizacién 8 = « o s~! se denomina la
reparametrizacién por longitud de arco de la curva a. Noétese que

—/

B (1) = S,[Sll(t)] a (s7'0) = m =T [~ (t))-
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En particular, si se asume que una curva estd parametrizada por longitud
de arco, entonces su derivada es el vector tangente unitario en cada punto.
Conversamente, si una curva « tiene esa propiedad, entonces la funcién
longitud de arco esta dada por

s(t) :/at

de modo que, salvo por la eleccién arbitraria del punto inicial ¢ = 0, el
parametro ¢ es la longitud de arco. Muchas ecuaciones que veremos en
capitulos posteriores se simplifican bastante al utilizar esta pardmetrizacion.
Notemos por ahora que el vector tangente unitario estd dado por la derivada
con respecto a este pardmetro. En simbolos, escribimos esta relacién como
sigue:

—/

t
e (u)’du:/ ldu =t — a,

da)_—>
s L

Ejemplo 1.9. Considere la parametrizaciéon del circulo unitario dada por
a(t) = (1_t2 2 ) El vector tangente estd dado por

1+t27 1442

1 2 — —
a (t)= m(—zt e1 +(1—1t%) ey )
por lo que su largo es ﬁ(l +12) = Hit? Se sigue que la funcién longitud

de arco estd dada por

b2 ¢
s(t) = 5 ds = arctan ,
0 1 + s 2

lo que nos d4 la reparametrizacién usual 3(s) = (cos s, sen s).

Ejemplo 1.10. Considere la parametrizacién del circulo de radio R dada
por «a(t) = (Rcost, Rsent). El vector tangente estd dado por

—/

a (t)=R (cost €1 +sent 32) ,

por lo que su largo es R. Se sigue que la funcién longitud de arco es s(t) = Rt,
lo que nos d& la reparametrizacién

B(s) = (Rcos%,sen%) .
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Ejemplo 1.11. Considere la curva dada por la parametrizacion

at) = ((cos t)?, (sen t)2>.

El vector tangente estd dado por

—/

a (t) =2sentcost(—1,1),

por lo que su largo es 2v/2sentcost. Se sigue que la funcién longitud de
arco es

t
s(t) = / 2v/2sen s cos s ds = (sent)?v/2,
0

lo que nos déa la reparametrizacién (s) = %(1 —5,8). En particular, la
curva dada, en el intervalo en el cal es regular, es una recta.
Ejercicios

1. Para cada una de las reparametrizaciones de los ejemplos 1.6 y 1.7,
determine la proporcion entre los vectores tangentes de ambas curvas
involucradas.

. —! .
2. Sea «a una curva parametrizada regular tal que a (¢p) no es vertical.
Probar que x puede usarse como parametro en una vecindad de tg.

3. Sif(t) = a(c—t) para cierta constante ¢, demuestre que las reparametriza-
ciones de ambas curvas por longitud de arco satisfacen una relacion
similar. Es cierta la conversa?

4. Reparametrice la pardbola a(t) = (t,t?) por longitud de arco.
5. Encuentre la longitud de arco de la curva a(t) = (2 + 1,t,t2).

6. Encuentre, en forma de integral, la funcién longitud de arco de una
elipse. Puede probarse que esta integral no puede calcularse por
métodos elementales.

7. Sea « : [0,7/2] — R? una curva parametrizada por el dngulo, es decir:
a(f) =r(0)(cosb,send)

(a) encuentre una formula integral para la longitud de arco.
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10.

11.
12.
13.

14.

(b) Utilice le férmula obtenida para probar que el arco del circulo
unitario que une (1,0) con (0, 1) es mas corto que cualquier otra
curva de este tipo que, manteniendose al exterior del circulo uni-
tario, conecte ambo puntos.

Encuentre el largo de las siguientes curvas en el intervalo dado:
) = (t,t%), I = (—2,2).

) = (sen?t,cos?t), I = (0,7/2).

t) = (sen’t,cos?t), I = (0, ).

)

t) = ( 2 t2_1), I = (—00,00).

t2+17 1241

Reparametrice las siguientes curvas por longitud de arco.

(@) at) = (&, £"). (©) a(t) = (2. 552).
(b) a(t) = (sen®t,cos’t). ( i +1>

/
Sea « una curva tal que a-a<—k para alguna constante k. Probar
que «(t) = (0,0) para algin t si « estd definida en un intervalo sufi-

. . P it
cientemente grande. Probar con un ejemplo que la condiciéon o - a < 0
no es suficiente.

Probar que una curva no acotada tiene largo infinito.

Dar un ejemplo de una curva acotada de largo infinito.

Calcule el largo de la espiral logaritmica de ecuacién polar r = ce™™0

en el intervalo 0 < 6 < oc.

Probar que entre todas las curvas que unen los puntos (0,0) y (1,0),
el segmento de recta es el que tiene la menor longitud (sugerencia:
(2')* + (y)* = ).

Curvas definidas por ecuaciones intrinsecas

En aplicaciones, a menudo se consideran curvas descritas, como subconjun-
tos del plano, por una ecuacién del tipo F'(z,y) = 0. De hecho, si F' es una
funcién diferenciable, con un gradiente no nulo en un punto dado, lo que
escribimos como

oF oF
VF(x07y0) — (aaj(x()ay())a ay(x(]vyﬂ)) 7é 07
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emtonces la ecuacion precedente realmente define una curva. Por ejemplo,
si se tiene %—5(900, yo) # 0, el teorema de la funcién implicita nos dice que

existe una vecindad del punto (xo, yo) en el cual las soluciones de la ecuacién
tienen la forma (33, f (33)), siendo f una funcién continua tal que f(zg) =
yo. Se sigue que el conjunto solucién de F(x,y) = 0 es la imagen de la

curva «aft) = (t, f (t)), la que es no singular, dado que el vector tangente

/
o (t) =¢, +f'(x) €y es siempre no nulo. Por abuso de lenguaje se habla
de la curva F(x,y) = 0. Noétese, sin embargo, que la parametrizaciéon no

es Unica. Si a(t) = (z(t),y(t)) es cualquier parametrizacién del conjunto

solucién de F(x,y) = 0, la regla de la cadena nos dice que

oF OF

/ /

:ct—(a:t, t)+ t—(wt, t)zO.

(05 (20.500) + v 05 (20500

En particular, el vector tangente a la curva es perpendicular al gradiente.
Se sigue que la ecuacion intrinseca de la recta tangente en tg esta dada por

(1= ott0)) 5 (2000 0(00)) + (= w(t0)) G- (s(t0).00)) =

Ejemplo 1.12. El circulo de ecuacién F(xz,y) = y? + 22 — 1 = 0 se puede
parametrizar mediante a(t) = (cost?,sent?). El punto ¢ = 0 es un punto
singular de la curva asi parametrizada. Sin embargo, como el gradiente no se
anula en dicho punto, el teorema de la funcién implicita implica la existencia
de una parametrizacién alternativa en la cual dicho punto es regular. En
este caso se trata de la parametrizacion usual del circulo.

Ejemplo 1.13. La cuva de ecuaciéon F(z,y) = y> — 22 = 0 se puede

parametrizar mediante a(t) = (t3,#3). El punto t = 0 es un punto sin-
gular de la curva, con dicha parametrizaciéon. En este caso F' tiene ambas
derivadas nulas en el origen, por lo que el teorema de la funcién implicita no
entrega una reparametrizacién que haga la curva regular. De hecho puede
probarse que dicha parametrizacion no puede existir. A grandes rasgos,
el razonamiento es como sigue. Si nos aproximamos al punto singular por
abajo, el vector tangente unitario converge a un vector que apunta hacia
la izquierda. Si nos aproximamos por abajo, el vector limite apunta hacia
la derecha. Concluimos que el vector limite en el punto singular no existe.
En casos como éste, se dice que la curva posee una cuispide. Nétese que el
angulo de la Figura 1.5A es otro ejemplo de ete fenémeno.
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.
\

Figura 1.9: Una curva con una cuspide.

Ejercicios
1. Convierta el argumento del ejemplo 1.13 en una demostracién formal.
2. Encuentre los puntos (z, o) donde el gradiente de la funcién F(x,y) =
22 — y? se anula. Muestre que el conjunto definido por la ecuacién

F(z,y) = F(x0,y0) no es el trazo de una curva en ninguna vecindad
de tal punto.

3. Parametrize la curva en la que el cilindro 2% + y? = 1 intersecta al
plano z = x + y.

4. Razonando como en la seccién precedente, bajo que hipdtesis es posible
probar, utilizando el teorema de la funciéon implicita, que un subcon-
junto del espacio tridimensional dado por dos ecuaciones

F(z,y,2) = G(z,y,2) =0

es una curva en una vecindad de un punto dado? Generalice a curvas
en R”.



Capitulo 2

Curvas planas I

Tangente y normal

En este capitulo, consideramos sélo curvas a con trazo en R%. Cada vez que
el parametro se denote por la letra s, supondremos que es la longitud de
arco. .

Notese que, como el vector tangente T tiene largo 1, para cada valor del

— —
parametro s se tiene T' (s)- T (s) = 1. Derivando esta ecuacién se obtiene
—/ —
T (s)- T (s) =0.

*)
Se concluye que la derivada de T, con respecto a la longitud de arco, es

—
T (s)

H
un vector perpendicular a 7' en cada punto. Definimos k(s) = y

s
ﬁ (s) =T (s)/k(s) si k(s) # 0. Estos reciben los nombres de curvatura y

—
vector normal unitario, respectivamente. Notese que N es también un vector

unitario, por lo que el mismo razonamiento anterior se aplica y concluimos
—/ —
que N debe ser paralelo (o antiparalelo) a 7. De hecho, al derivar la relacién

= = .
T - N= 0 se obtiene
— = — =/
T -N+T-N=0,
—/ — — =/ .= —
y como T = k N se concluye que T - N = —k, en decir N (s) = —k(s) T (s).
- =
Los vectores 7'y N forman una base ortonormal de R? en cada punto
en que la curvatura es no nula. Reciben el nombre de sistema de referencia

movil de la curva.

19
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Ejemplo 2.1. El circulo de ecuacién 3(s) = (R cos %, Rsen 4) se encuentra
ya parametrizado por longitud de arco. El vector tangente unitario es

— —/

T(s)=p8 (s)= —sen% €1 —|—cos% €.
Derivando una vez maés se obtiene
—/ 1 s — s —
T (s) = = (—COSE €1 —senp 62> ,

Por lo que la curvatura y el vector normal unitario estdn dados por el par
de féormulas

Por analogia con este ultimo ejemplo, para cualquier curva 3, la que

podemos asumir parametrizada por longitud de arco, el circulo de radio

1 ) centrado en el punto S(sg) + ﬁ Kf (so) recibe el nombre

T’(SO) = 7]{:(50
de circulo de curvatura de la curva B correspondiente al valor s = sy del

parametro. El valor r(sg) se denomina radio de curvatura.

Ejemplo 2.2. Sea a = a(s) una curva de curvatura constante k(s) = ko.
Y

En este caso, el circulo de curvatura tiene centro €(s) = a(s) + k(ls) Kf (s)
se tiene
s s K(s) = 1 =, — 1 —

= — — = -0+ ——[—k =0.
7(5) =a(5) = aroy N(s)+ 5 N(5) =T = 0+ 5 k() T(0)
Se sigue que €(s) = ¢p es constante. Como tambien es constante el radio de
curvatura, se sigue que « es un circulo centrado en el punto €.

En general, el circulo de curvatura es el circulo que mejor se ajusta a la
curva (ver Fig. 2.1). Para comprobar esto asumamos que en el punto s = 0 se
— —
tiene a(0) = (0,0), T (0) =€,y N (0) —¢5. Un circulo parametrizado por
longitud de arco que sea tangente a la curva en el origen tiene necesariamente
una ecuacién del tipo

s s
v(s)=(0,R) + R (senﬁ € —cos 22)
- 2 5
:(070)+S €1 +ﬁ €9 +....

Recordemos que la curva a se parametriza en una vecindad de 0 mediante

/ §2
a(s):oz(())-i—s&)(())-i-?a 0) +...
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Se sigue es dicho circulo aproxima la curva a un orden mayor a s

2
k
(0,015 ¢y +5MO) 2

2 si y s6lo

si R= k.

k(0)

Figura 2.1: El circulo de curvatura.

Ejercicios

1.

Probar que si la curvatura de una curva (plana o no) « es nula, la
curva es una recta.

Probar que si una curva plana tiene un vector normal constante, en-
tonces es una recta.

Encuentre todas las curvas que satisfacen la relacién ? (s) = cos(s) €1
+ sen(s) €.
Encuentre todas las curvas que satisfacen la relacion ]Tf (s) = cos(s) 21
+sen(s) <.
Calcule el circulo de curvatura de la parabola y = 22 en el origen.

Encuentre el circulo de curvatura de la pardbola «(t) = (¢,t?) en el
punto t = 1/2.

Calcule el circulo de curvatura de la elipse

-3
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en cada uno de los puntos donde la curva intersecta los ejes de coor-
denadas.

7. Sea « una curva parametrizada tal que el vector posicién o (t) y el

_)
vector normal N (t) son antiparalelos en cada punto. Probar que « es
un circulo.

ﬁ
8. Sea o una curva tal que los vectores — a (s) y — T (s) subtienden
un angulo constante 7 < 7/2 en cada punto. Derivando los productos

- = — = -
escalares a (s)- T (s) y a (s)- N (s) obtenga una expresién para la

derivada r'(s) del largo r(s) = ’(—f(s)‘ del vector posicién.

9. (Problema de los escarabajos). En cada uno de los vértices de un
cuadrado, como el que muestra la Figura 2.2, se encuentra un es-
carabajo. Cada escarabajo camina a velocidad constante, siempre en

Figura 2.2: El problema de los escarabajos.

la direccién en la que se encuentra el escarabajo siguiente, hasta que
al final todos se reunen en el centro del cuadrado. Calcule el largo del
camino recorrido por cada escarabajo. Generalice a un poligono de n
lados (Sugerencia: utilizando el ejercicio precedente, calcule fOL r'(s)ds
de dos maneras distintas).
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10. Probar que las curvas de los dos problemas precedentes tienen una cur-
vatura que es inversamente proporcional al largo del vector posicién.

Niumero de vueltas de una curva alrededor de un punto

Consideremos una curva del tipo a(t) = (z(t), y(t)), cuyo trazo no contiene
al origen. Nos preguntamos como puede definirse en forma consistente el
angulo 0(t) que subtiende el vector posicién « (t) con un vector fijo dado, que
para fijar ideas asumiremos que es el primer vector ?1 de la base candnica.
En principio uno podria definir este angulo mediante la férmula

tan (0(75)) = iEg

Esto tiene algunos defectos. La funcién inversa de la tangente, el arcotan-
gente, estd definida sélo salvo multiplos enteros de w. Esto se resuelve a
menudo escogiendo una rama del arcotangente, por ejemplo aquel que toma
valores en (—%,7%). También se indefine cuando la abscisa z(t) se anula.
Esto tltimo puede remediarse asignando un valor en 5 + 7Z al 4ngulo para
dichos valores del argumento ¢, pero es imposible, a menudo hacer esto de
forma que se obtenga una funciéon angulo continua. Hay dos maneras de
sortear esta dificultad. Una de ellas depende del uso de derivadas, por lo
que estd limitada a curvas diferenciables, pero no la otra, la que tiene una
naturaleza puramente topoldgica.

Comenzamos con la solucion “diferencial”. Para esto se deriva la ecuacion

anterior:
<tan2 (00) + 1) o) — Y20 — v (e)

z3(t)
Utilizando nuevamente la férmula para la tangente se obtiene

() — y(0)a )
TO= " e

Esto nos dé una féormula bien definida para la derivada del angulo que puede
utilizarse para definir esta tltima funciéon mediante la integral siguiente:

[y [ V@) )0
e A A I

La solucién “topoldgica” se obtiene mostrando que es posible subdividir el
intervalo de definicién [a,b] de la curva utilizando una particién a = ¢ty <
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t1 < --- < t, = b lo bastante fina para que, en cada uno de los intervalos
[ti, ti+1] exista una coordenada, ya sea z o y, que no se anula en ningin
punto de dicho intervalo. De este modo, se puede definir la funcién angulo
secuencialmente un cada uno de estos intervalos, mediante el arcotangente
o el arco-cotangente segin corresponda, ajustando las ramas de manera que
se obtenga una funcién continua. Los detalles de esta construccién se dejan
como ejercicio para el lector.

De un modo u otro, se deduce que una curva cerrada, la que tiene la
propiedad de que a(b) = a(a), debe complir necesariamente que 0(b)—6(a) es
un multiplo de 27, es decir un elemento de 277, al que se denomina niimero
de vueltas de la curva. El ntimero de vueltas es un invariante topoldgico
esencial. Mediante este invariante pueden determinarse algunas propiedades
importantes, como el llamado “tipo de homotopia”. Estas costrucciones se
detallan en los ejercicios.

Ejercicios

1. Rellene los detalles de la construccion de la funcién angulo mediante
particiones esbozada en el texto.

2. Demuestre que, para cada par de valores t y t' del parametro que
satisfacen a(t) = —a(t’), se tiene que 6(t) = a(t') + nr con un valor
impar de n. Del mismo modo, para cada par de valores ¢t y t' del
parametro que satisfacen a(t) = a(t’), se tiene que 0(t) = a(t') + nw
con un valor par de n. Sugerencia: Dividir el plano sin origen en
sectores que corresponden, via la funcion angulo, a intervalos cuyos
bordes deben cruzarse para pasar de un valor a otro del angulo, como
muestra la Figura 2.3.

Figura 2.3: Divisién de la recta en intervalos sugerida en el Ejercicio 2.
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3. La funcién exponencial compleja exp : R? — R2—{(0,0)} esta definida
mediante la férmula

exp(z,y) = (e” cosy, e” seny).

Muestre que para toda curva «(t) = (x(t), y(t)), cuyo trazo no contiene
al origen existe una curva ((t) que satisface la ecuacién «a(t) = exp o

B(t).

4. Utilizando el teorema de la funcién inversa del cdlculo multivariado,
muestre que la funciéon exponencial compleja tiene una inversa en una
vecindad de cualquier punto. Utilice este hecho para dar otra de-
mostracién de la existencia de la funcién angulo.

5. Mediante un desplazamiento, defina el niimero de vueltas de una curva
alrededor de cualquier punto fuera de su trazo.

La curvatura como derivada del angulo

Otra interpretacion de la curvatura es la de derivada del angulo formado por
el vector tangente unitario y el eje X. Precisaremos ahora esa nocién. Si «
esta parametrizada por longitud de arco, el vector tangente unitario puede
escribirse en la forma

—)
T (s) = cosf(s) €1 +sen 0(s) €.
Derivando esta ecuacién se tiene

—/ —

T (s) =k(s) N(s) = 0’(3)( —senf(s) €5 +cos 0(s) €y )
De aqui se concluyen las identidades
k(s) = +0'(s) y N(s) = j:( —senf(s) €1 +cosf(s) o )

De aqu’i concluimos, la relacién k(s) = |0'(s)|, dado que por definicién la
curvatura es positiva. Utilizando esta interpretacién puede demostrarse el
siguiente resultado:

Proposicion 2.3. Sea a una curva con curvatura no nula en el punto s = 0.
FEntonces, existe un intervalo abierto que contiene a 0 en el cual la curva
estd contenida en uno de los semiplanos determinados por la recta tangente
en s = 0. FEs decir, la curva no corta su tangente en este punto como en
Fig. 2.4(A).
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Figura 2.4: Una curva con curvatura estrictamente positiva con su tangente
(A) y dos curvas tangentes con distinta curvatura (B).

Demostracién. Denotemos la curva por a(s) = (z(s),y(s)). Medi-
ante un cambio de coordenadas, podemos suponer que «(0) = (0,0), que su

— —

tangente es T'o(0) =¢1, y que su normal es Na(0) =¢,. Utilizando las iden-
; - ' = / = N e\ A " =

tidades T'o(s) = 2/(s) €1 +Y'(s) €2y ka(s) Nal(s) = 2"(s) e1 +y"(s) eq,

concluimos que y'(0) = 0 e y”(0) = k(0) > 0. Se concluye que y(s) tiene un

minimo estricto en s = 0, de donde el resultado sigue. O

Proposicion 2.4. Sean o y 5 dos curvas tangentes en s = 0. Supongamos
que kqo(s) > kg(s). Entonces las curvas no se cortan en dicho punto, es
decir, existe una vecidad en la que una curva queda al mismo lado de la otra
como se ve en la Figura 2.4(B).

Antes de iniciar la demostracion queremos observar el hecho de que, en
principio, la afirmacién anterior requiere probar que existe una vecindad en
la que los conceptos de lado derecho y lado izquierdo de la curva estan bien
definidos. No entraremos en esta discusién aqui, pero algunas indicaciones
de como encarar este tema se dejan en los ejercicios.

Demostracion. Si los vectores normales tienen direccién opuesta, el
resultado sigue facilmente de la proposiciéon anterior, como el lector podra
comprobar facilmente. En lo que sigue, supondremos que los vectores nor-
males coinciden. Supongamos, como antes, que «(0) = §(0) = (0,0), y que
ademas

— — — — — —
Ta(0) =T5(0) =€, Na (0) =Ng (0) =es.
En particular, z7,(0) = 2}3(0) = 1, por lo que ambas curvas se pueden
parametrizar en términos del parametro x en una vecindad de 0, por el
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teorema de la funcién implicita. Digamos que yo(s) = fa[za(s)] ¥ ys(s) =
falza(s)] en alguna vecindad de s = 0. Bastard con probar que fq[x] —
fslxz] no cambia de signo en una vecindad de = 0, es decir que tiene un
extremo estricto en este punto. Pareciera que uno puede razonar como en la
demostracién precedente, pero hay una dificultad. Utilizar el hecho de que
la curvatura nos da la segunda derivada de la coordenada y en cada caso
s6lo nos permite comparar puntos correspondientes a valores similares del
parametro s, no del parametro x. Esto nos obliga a calcular las derivadas
de fo y fs en su lugar. Para ello realizamos el cdlculo siguiente:

o (o)) — Ya(s) _ senfa(s)
fa[ 0‘< >] x/a(s) COSQO&(S)

= tanf,(s).

En términos de la funcién inversa u,, de x4, la que existe en una vecindad de
x = 0, por el teorema de la funcién inversa, se tiene f/[z] = tan 6, uq(x)].
Observemos ahora que

¥y que

= ZM%@ {Qa (ua(O)ﬂ =— SGCZ(O) = ka(0).

Lo mismo se aplica a 3, por lo que, como antes, la funcién f,[z] — f3[z]
tiene una primera derivada nula y una segunda derivada no nula en 0. Mas
precisamente

(fa = f5)'(0) = ka(0) — k3(0) > 0,
de donde se obtiene lo pedido. O

Proposicion 2.5. Sean « y 5 dos curvas tangentes en s = 0. Supongamos
que la diferencia de curvaturas kq(s) — kg(s) tiene un cero aislado en 0, es
decir, su derivada no se anula en ese punto. Supongamos, ademds, que las
normales ]TTQ(O) Y ]ng(O) coinciden. Entonces las curvas a y B efectivamente
se cortan en dicho punto como en la Figura 2.4.
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N

o

Figura 2.5: Dos curvas tangentes que se cruzan.

Demostracion. Como en las proposiciones anteriores, suponemos que
— — — — - —
06(0) = ﬁ(O) = (070)7 que Ty (O) =Ts (0) =e€1,yque Ngo (O) =Ng (O) =€2.
Sean fo, fg, Ua Yy ug como antes. El mismo razonamiento que en la de-
mostracién anterior nos prueba que en este caso

FL10] = f5l0) = f2[0] — f4[0] = 0.

Bastard, pues, probar que la segunda derivada cambia de signo en 0. Para
esto, calculamos una expansién de Taylor a primer orden de la expresion

" _ ka (ua (x)> 2
fale) = YT [ba (wal@))] -

Nétese que se tiene u,(x) = 2+ O0(z?), dado que u,(0) = 0y ul,(0) = 1. Del
mismo modo se tiene 0, (u) = ko (0)u+O(u?) y 2, (u) = 1 +uz! (0) + O(u?).
Por otro lado, el polinomio de Taylor de primer orden de la secante es igual

a 1 pues su derivada en 0 se anula. Concluimos que

ka(0) + xk,(0)

2
L aan(o) oW

fala] =

Dado que la curva estd parametrizada por longitud de arco, z/(0) es la
primera coordenada del vector normal en 0 y por lo tanto se anula. Con-
cluimos que

fz] = Ea(0) + xk,(0) + O(2?).

Lo mismo se aplica a la curva 3, por lo que se tiene

fala] = f5la] = (Ka(0) = ka(0)) + 2 (k4 (0) = K4(0)) + O(a?),
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de donde se sigue lo pedido. O

Ejemplo 2.6. Si 3 es el circulo de curvatura de la curva o correspondiente
al valor s = 0 del pardmetro, entonces k:/’B(O) = 0, por lo que concluimos
que la curva cruza a su circulo de curvatura en cualquier punto donde Ia
derivada de k., no se anule. Los puntos donde la derivada de la curvatura
se anula son denominados vértices de la curva en la literatura, si bien este
término se reserva, a veces, a los puntos en los que la curvatura alcanza
un maximo o un minimo. Nosotros adoptaremos esta ultima convencién en
nuestra discusion del Teorema de los cuatro vértices que se encuentra en el
capitulo siguiente. El resultado precedente no da informacién respecto del
comportamiento del circulo de curvatura en un vértice.

Para poder realizar calculos explicitos, es a menudo conveniente tener
una férmula para la curvatura con respecto a un parametro diferente de
la longitud de arco. Sea o = «(t) una curva regular arbitraria. Notemos

Y
que el vector unitario 7" puede escribirse como funcién de un parametro ¢

. . . , = 10
arbitrario mediante la féormula T (t) = ‘_,,( )’
a(t

. En otras palabras, podemos

/ /
escribir o (t) = ‘3 (t)

T(t). Por otro lado, la longitud de arco se calcula
!/

. .7’ _) .
mediante la ecuacion % = ‘oz (t) ’ Se sigue que la curvatura puede calcularse

como sigue:

%
— d — dt d — 1 d = 47 (t)
KNt =—T@0) =——T() = — 7)) =4
) N () dsT() ds dt T ds/dtdtT() )al(t)’
, ) 0 .
Por este razén, la curvatura estd dada por k(t) = ‘_"(t) Si fijamos la
notacién para las coordenadas de la curva mediante «a(t) = (x(t),y(t)),
entonces podemos escribir
— "(t) €1 +y/(t) €
T(t) _ Z ( ) 1Ty ( ) 2

202+ ()7
En este punto, los calculos se vuelven algo complejos, por lo que omitiremos

el pardmetro y utilizaremos la convencién de que todos las derivadas son
con respecto al pardmetro t.

& @ wy (@R

d — xug +//2 22" + 'y N N
@ 1TY 2 vy ($/€1+y/ €2>



L. Arenas-Carmona 30

(m/l(y ) y/y//’m/) e 1 +<y//(x/) l,/x//y/) 22
((@)2 + (y)2)3/2
"y — o2 ( 1= g )
= €1 —T €9 |.
(@) + w22\
El vector en paréntesis en esta tultima expresion tiene el mismo largo que

/
o . Se sigue que la curvatura estd dada por la férmula

2"y — y"a'|
k(t) = ((2/)? + (y/)2)3/2‘

Ejemplo 2.7. una elipse de ecuacién

con b > a, tiene la parametrizaciéon a(t) = (bsent,acost). Se sigue que la
curvatura estd dada por

ab

H= <(a sent)? + (bcos t)2)3/2

Luego, los vértices se obtienen calculando los extremos de la funcién
(asent)® 4 (bcost)? = a* + (b* — a*) cos t.
Se sigue que la elipse tiene cuatro vértices, a saber:
1. Los puntos £(0, a) donde la curvatura es k(0) = k(m) = a/b%.
2. Los puntos #(b,0) donde la curvatura es k(7 /2) = k(37/2) = b/a>.

En el primer caso, el circulo de curvatura es exterior a la elipse, mientras
que en el segundo es interior. En ningin caso corta la elipse en el punto.

Ejercicios

1. Probar que en un vértice donde la segunda derivada de la curvatura no
se anula, la curva no corta su circulo de curvatura (Sugerencia: Repita
la demostracién de la Proposicion 2.7, pero utilizando una expansion
de Taylor a segundo orden).
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2. Verifique las afirmaciones hechas al final del dltimo ejemplo de la
seccién precedente. Tanto directamente como utilizando el ejercicio
precedente.

3. Probar que una hipérbola tiene curvatura maximal en sus vértices y
esta decrece monotonamente en cada rama. Calcule la curvatura limite
cuando el punto tiende a infinito.

4. Calcule la curvatura de la espiral de arquimides de ecuaciéon polar
r==6.

5. Calcule la curvatura de la cicloide de ecuacién x = u — senu, y =
1 —cosu.

6. Probar que cada circulo de curvatura de una elipse tiene exactamente
tres puntos en comun con la elipse. Puede usar como conocido el hecho
de que un circulo o elipse se cortan en cuatro puntos a lo mas.

Curvas cerradas y Curvatura total

Para nosotros, una curva cerrada es una curva « para la cual existe un
periodo p que satisface a(t + p) = a(t). Esta propiedad no es invariante
bajo parametrizaciones. Por ejemplo, la curva a(t) = (cost®,sent?) es una
reparametrizacion de circulo que no es una curva cerrada. Sin embargo, se
tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.8. La reparametrizacion por longitud de arco de una curva
cerrada es una curva cerrada.

Demostracion Basta ver que, si a es una curva cerrada, entonces
cumple la relacién

s(t+p) = /t:po ‘52’ (u)‘du—i—/

t=p

p —/ t —/
:/ ‘a (u)‘du—i—/ ‘a (u—i—p)’du
=0 t

=0

:/:O‘a’ (u)(dw/j e (u)‘du:/tp & )|+ 5(0).

=0 =0

t+p
‘c_xw (u) ’du

Concluimos que s(t + p) = s(t) + ¢, por lo que la inversa s~! satisface
s Yr+q) = s7Y(r) + p. Se sigue que la reparametrizacién 3 por longitud
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de arco satisface
B(r+q) = a(s‘l(r + q)) = a(s‘l(r) —i—p) = a(s‘l(r)> = B(s).

O

Nos referiremos al niimero ¢ de la demostracién anterior como el largo

de un periodo de la curva. El siguiente resultado se deja como ejercicio para
el lector.

Proposicién 2.9. Siq es el largo de un periodo de una curva serrada, esta
satisface las relaciones ?(s +q) Z?(s), ]Tf(s +9q) :]Tf(s) y k(s +q) = k(s).
Ademds, si la curva es reqular, y si 0 es el dngulo que forma la tangente con
la horizontal, es decir f“(s) = cosf(s) €1 +sen 0(s) €4, entonces O(s+q) =
0(s) 4+ 2mn para un entero constante n.

El entero n del resultado anterior puede interpretarse como el nimero

de vueltas que da la funcién (0,0)+ ? (s) alrededor del origen de coorde-
nadas (0,0). Nos referimos a esta cantidad como el nimero de vueltas de
la tangente. Utilizando la interpretacién de la curvatura como derivada del
angulo, se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.10. Si « es una curva cerrada con un periodo de largo q, y
st su tangente tiene numero de vueltas n, entonces

/Oq 0'(s)ls = /Oq (sgn 9’(s)>k(5)d5 — 9.

En particular, si la funciéon angulo no tiene puntos criticos, en particular
si la curvatura no se anula, la curvatura total es un multiplo entero de 2.
Un caso particularmente importante es el de una curva cerrada simple. El
Teorema de la curva de Jordan (que no demostraremos en este curso) dice
que una curva de este tipo divide al plano en una regién interior y una region
exterior.

Teorema de Gauss-Bonnet para curvas planas. FEl numero de
vueltas de la tangente de una curva cerrade simple es 1, es decir

/Oq <sgn 9’(3)>k(s)ds = 2.

En la literatura se utiliza a menudo una nocién de curvatura con signo
que nos permite evitar el complicado integrando en la identidad precedente.
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Puede definirse escogiendo de antemano la rotacion R, en un angulo recto,

- =
que satisface R T=N, y escogiendo el signo de k que preserve la identidad
—/ —

T =k N. A continuaciéon demostramos una versién de este resultado valido

para curvas simples que acotan una regién convexa. En este caso el signo
no representa un problema.

Proposicion 2.11. Si « es una curva cerrada, con un periodo de largo q,
que acota una region convexa, entonces la funcion dngulo es no decreciente

Y q
/0 k(s)s = 2.

Demostracion Considerense dos tangentes a la curva en puntos cer-
canos P y @, como muestra la Figura 2.5(A). Estas tangentes no pueden
cortar a la curva en ningin otro punto. Asumamos primero que estas tan-
gentes no son paralelas, como en la figura. Entonces deben intersectarse en
un punto exterior, por lo que el trozo de la curva que se encuentra entre
los puntos de tangencia debe ser interior al triangulo formado por P, Q y
el punto de interseccién. En otras palabras, la crva entra al triangulo por
P y sale por ), como en la figra. Se concluye que la funcién angulo es
mayor en el punto de tangencia que se encuentra a la izquierda en la figura,
siendo la diferencia igual al angulo exterior del tridangulo. Para terminar la
demostracién, basta con dibujar un poligono circunscrito a la curva, como
se muestra en la Figura 2.5(B) y utilizar el hecho de que los dngulos exteri-
ores de un poligono convexo suman 27. Falta considerar el caso en que dos
tangentes sean paralelas, pero esto sélo puede suceder si la region interior se
encuentra entre las dos tangentes, y en tal caso es sencillo agregar tangentes
para volver al caso anterior (ver Fig. 2.5(C)). O

El proceso de remplazar zonas curvas por esquinas o, mas generalmente,
cuspides, puede realizarse en ambos sentidos. Dejamos al lector la tarea de
utilizar esta idea para demostrar la siguiente versién mixta:

Proposicién 2.12. Si a es una curva cerrada, con un periodo de largo q,
que es regular salvo por un conjunto finito de cispides y acota una region
conveza, entonces la funcion dngulo es no decreciente y se tiene

q n
/ k(s)dSJFZ%:?W,
0 i=1

donde 71, ...,v, denotan los dngulos exteriores de las cuspides.
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=]

Figura 2.6: Dos tangentes cercanas de una curva (A) y un puligono circun-
scrito a una curva cerrada convexa (B).

Uno podria conjeturar que una demostracién similar se aplica a una curva
cerrada simple cualquiera. El principal obstaculo es encontrar el analogo
apropiado de un poligono circunscrito. Sin embargo podemos utilizar un
procedimiento de suma y resta de regiones para probar el Teorema de Gauss-
Bonnet para una familia amplia de regiones planas, como se ilustrara en los
ejercicios.

Ejercicios

1.

Pruebe que en toda curva regular cerrada existen al menos dos puntos
en los cuales la tangente es horizontal y al menos dos puntos en los
cuales la tangente es vertical.

Probar que una curva regular cerrada tiene largo finito.

Sea v : R — R? una curva regular cerrada. Demuestre que existe un

%
punto sy € R tal que el vector posicién ¥ (sg) es perpendicular al

—/
vector tangente Y (so).

Calcule el nimero de vueltas de la tangente en cada una de las curvas
de la Figura 2.6(A).

Considere una curva que recorre la estrella de la Figura 2.6(B). Pruebe
que el nimero de vueltas de su tangente es 2. Asuma que la estrella es
regular (con todos sus dngulos y lados iguales). Utilice los resultados
de esta seccion para calcular los angulos interiores de las puntas.
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Figura 2.7: Algunas figuras utilizadas en los ejercicios.

6. Pruebe el Teorema de Gauss-Bonnet para la medialuna de la Figura
2.6(C), escribiendo su regién interior como la diferencia de dos regiones
convexas utilizando la linea punteada.

7. Sea a: [0, L] — R? una curva cerrada convexa de largo L. Probar que
existen puntos s y s en [0, L] tales que ko(s1) < 2n/L y kq(s2) >
27/ L.



Capitulo 3

Curvas planas 11

En este capitulo veremos cémo la nocién de curvatura nos permite conocer
diversas propiedades globales de las curvas planas. Recuerdese que, por
convencion, el pardmetro s denota siempre longitud de arco, a menos que
se especifique lo contrario. En la primera subseccién de este capitulo se
requiere cierta familiaridad con la teoria de ecuaciones diferenciales.

Teorema fundamental de la teoria de curvas (caso planar)

Proposicion 3.1. Sea o una curva reqular de curvatura no nula. La funcion
curvatura s — k(s) determina la curva a salvo por una isometria del plano,
es decir, una transformacidon obtenida componiendo reflecciones, rotaciones
0 movimientos rigidos.

Demostracién. Sea [ una curva cuya funcién curvatura es s — k(s).

Escribamos 5(s) = (x(s), y(s)) En tal caso se tiene

— —
T(s)=a/(s) €1 +y/(s) €2 N(s) = £( = y/(s) €1 +a(s) €2 ).
Asumamos el signo positivo en KZ . En este caso ecribimos lo siguiente:
s
(2"(5) €1 +9"(s) €2 ) =T () = k(s) N(s) = h(s)( ~¢/(5) €1 +a'(s5) €2 ).

De aqui se tiene en particular que x e y satisface el sistema de ecuaciones
de segundo orden
" / " /
' = —ky, Yy =kx'.

36
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Este sistema puede escribirse en forma matricial como

(0 )=Caty 7))

Se sabe de la teoria general de sistemas de ecuaciones diferenciales que el
sistema estd totalmente determinado dadas las condiciones iniciales

(=©@.5@).  (2(0).5).

Noétese que estas condiciones determinan la posicién inicial y direccién del

-
vector tangente unitario 7' (0) de la curva en su punto inicial, respectiva-
mente. La condicién de que la curva esté parametrizada por longitud de

—
arco implica que el vector 7 (0) = 2/(0) s +y/(0) €4 es un vector unitario.
Sea ahora « la curva de curvatura k con condiciones iniciales a(0) = (0, 0)

—/ . . s
y a (0) = e;. Sea f la curva de curvatura k con condiciones iniciales

=/ — —
B(0) = (a,b) y B (0) =c €1 +d €9, con 2 +d? = 1. Sea R una rotacién
que satisfaga la ecuacion
c 1
(i)=7(a)

~v(s) = Ra(s) + (a 21 +b 22)

Entonces la curva

/ / /

satisface v(0) = (a,b) = B8(0) y 5 (0)=R o (0)=c €1 +d 22:7 (0). Por

—/ —/ —/
otro lado 7 (s) = R « (s) es un vector unitario, puesto que « (s) lo es. Se
sigue que vy estd parametrizada por longitud de arco. Ademés su curvatura

%
k. es igual a k ya que, si NV, denota su vector normal, se tiene
— ! 1 —
ky(s) Ny (s) =B (s) = R o (s) = k(s)[R N (s)].

Por la unicidad ya demostrada, concluimos que

B(s) = 1(s) = Ra(s) + (a €1 +b €2)

para cada valor de s.

N
Si en lugar de tomar el signo positivo en la ecuacién que define N,

i

(it ) =T 0) (aty 57)(T0):

tomamos el signo negativo, se debe remplazar la matrix (

por
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Si, ahora, (:Ul(s), yl(s)) denota la solucién del sistema

o\ 0 k(s) @)
yi )\ —k(s) O Y
con las condiciones iniciales

(#10.00) = (450.20) e (#40.410)) = (4(0).2/©®).

Entonces necesariamente (ml(s), yl(s)) = (y(s), x(s)) por la unicidad de la

solucion. Esto nos dé una imagen especular de la curva original. O
Noétese que para cualquier funcién s — k(s), las ecuaciones 2"/ = —ky/
y " = k2’ definen funciones x e y, por lo que se obtiene una curva a.

Afirmamos que dicha curva esta parametrizada por longitud de arco. Maés
— /!

precisamente, si T (s) —a (s), se tiene

- = - =

(T . T)/ —oT . T=22"2 +y//y/ =0,

H
dadas las ecuaciones que satisfacen las derivadas. Se sigue que, si 7' (0) es
_)
un vector unitario, también lo es T'(s) para todo valor del pardmetro s. Del
—/ — —

mismo modo, las ecuaciones implican T (s) = k(s) N (s), donde N (s) es un

N
vectos unitario perpendicular a 7' (s). Se sigue que k es, de hecho, la funcién
curvatura de dicha curva. Este argumento prueba el siguiente resultado:

Proposicién 3.2. Toda funcion continua s — k(s) es la funcion curvatura
de una curva plana. Si la funcion k es no-nula, esta curva es unica salvo
isometrias del plano. La curva asi obtenida es infinitamente diferenciable si
k lo es.

La dltima afirmacion es una consecuencia de las propiedades de diferen-
ciabilidad de las soluciones de una ecuacién diferencial. Un tema en el que
no entraremos en estas notas.

Ejercicios

— —
1. Probar que cualquiera de las dos funciones 7' (s) o N (s) determina la
curva salvo una traslacion.

2. Comprobar que una curva de curvatura k satisface la identidad u” =
+iku’, donde u = x + iy e i es la unidad imaginaria. Utilice esta
férmula para deducir una férmula integral para las coordenadas.
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3. Describa, mediante una parametrizacion, la curva con curvatura dada
por k(s) = 1.

4. Dé una parametrizacién para la curva que aparece en el problema
de los escarabajos (sugerencia: puede utilizar el problema anterior,
descubra por qué).

5. Describa, mediante una parametrizacion, la curva con curvatura dada
M )
por k(s) = s. Puede dejar expresadas las integrales que no pueda
calcular.

El teorema de los cuatro vértices

Recordemos que hemos decidido adoptar la convencién de que un vértice es
un punto donde la curvatura alcanza un maximo o un minimo local. Dado
que los maximos y minimos locales de una curva se alternan, el namero de es-
tos en una curva regular cerrada debe ser par. Para evitar casos patologicos,
asumiremos que la curva no contiene arcos rectlineos ni sectores circulares,
en los que la curvatura es constante. Probaremos en este apartado que el
numero de vértices no puede ser dos, es decir, una curva con una curvar-
tura periédica no puede ser una curva cerrada con un periodo igual al de la
curvatura. Notese, sin embargo, el ejemplo presentado en el Ejercicio 1 mas
abajo.

A fin de probar este teorema cldsico, necesitamos el siguiente resultado
previo:

Proposicién 3.3. Sean o, : [0,L] — R? dos curvas parametrizadas por
longitud de arco con el mismo largo total L. Supongamos que

1. para cada s € [0, L] la curvatura ko (s) es mayor que la curvatura kg(s),

2. El trazo a([(), L]) sequido del segmento de recta que va de a(L) a c(0)

(es decir la cuerda subtendida por «) es el borde de una region convezxa,
y lo mismo ocurre para 3,

entonces la cuerda subtendida por o es menor que la cuerda subtendida por
B (ver Fig. 2.7).

Demostraciéon Sea L el largo de cada curva. Coloquemos, tras una
rotacion y traslacién apropiadas, cada una de las curvas en la posicién que
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Figura 3.1: Dos curvas del mismo largo que satisfacen las hipdtesis de la

Proposicion 3.3.

muestra la Figura 3.2, de modo que las cuerdas subtendidas se encuentren
en el eje X. Asumamos que el vector tangente unitario de « estd dado por

—

?a(s) = (cosﬁa(s)) € +(sen6a(s)> €9,

de modo que, como se vi6 en el capitulo precedente, se tenga €/ (s) = kq(s).
Las mismas convenciones se aplican a la curva 8. Se sigue que, para todo

N,

Figura 3.2: Las curvas de la Figura 3.1 giradas y trasladadas.

par de valores s; < sg en el intervalo (0, L), se tiene la relacién

52

Oo(51) — 0o (5) = /52 ka(s) ds > / ka(s)ds = 05(s1) — O5(s2).

S1 S1

Observese que el largo de la cuerda asociada a « es

L L
To(L) = 24(L) — x4(0) = /0 zl (s)ds = /0 cos O, (s) ds.
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Sea sg el punto de « donde el vector tangente es horizontal, es decir,
0a(s0) = 0, como muestra la Figura 3.3. Supondremos primero que también

Figura 3.3: El punto de tangente horizontal.

se tiene 03(sp) = 0. Entonces, para todo s > s se tiene f,(s) > 03(s) > 0,
y por lo tanto cosf,(s) < cosfs(s). Del mismo modo, si s < sg se tiene
0a(s) < 8p(s) <0, luego cos b, (s) < cosfg(s). Se sigue que

L L
xo(L) = /0 cos O, (s) ds < /0 cosbg(s)ds = xg(L).

Esto concluye la demostracién en este caso particular. Para el caso general
definimos el dngulo desplazado 0%(s) = 05(s) — 05(so). Nétese que 0} tiene
también derivada kg y se anula en sp, por lo que el argumento anterior
prueba que

L L
aza(L):/O cos 0,(s) ds</0 cos 03(s) ds.

Afirmamos que esta tltima integral es menor a zg(L) lo que concluye la
demostracién. De hecho la integral

L
mg(L)z/O cos 0(s) ds

es la coordenada x del extremo de la curva 3’ que se obtiene al rotar 5 en un
angulo de 03(sg) (ver Figura 3.4) y es por lo tanto igual a zg(L) cos8g(so).
Noétese resultado sigue, independientemente del signo del dngulo de rotacion
0 Jé] (80) . ]

Teorema de los cuatro vértices. Una curva cerrada dos veces difer-
enciable tiene al menos cuatro vértices.
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Figura 3.4: La curva (3 girada.

Demostraciéon Supongamos que « tiene sélo dos vértices. En ese caso
la curvatura k es una funcion periddica con sélo un maximo y un minimo
en cada periodo como muestra la Figura 3.5.

Figura 3.5: La curvatura como funcién de la longitud de arco.

Cortemos el grafico de la Figura 3.5 de acuerdo a varias rectas horizon-
tales de la forma k = ¢ con c¢ constante. Esto tiene el efecto de dividir
el grafico de la funcion curvatura, vista como una funcién definida en el
circulo, en dos partes. Utilizando los valores correspondientes del parametro,
también se divide la curva original en dos arcos. Si ¢ estd muy cerca del
valor méaximo de la curvatura, como es el caso del Corte 1 en la Figura 3.6,
el arco correspondiente a la parte superior es mucho mas corto que el arco
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opuesto. Si ¢ estd muy cerca del minimo, ocurre lo contrario. Se sigue,
por el Teorema del valor intermedio, que existe un valor de ¢ para el cual
ambos arcos tienen el mismo largo, digamos el Corte 2 en la figura. El re-
sultado precedente implica que la cuerda correspondiente al arco de menor
curvatura debe ser mas larga, Pero esto es imposible, pues ambas cuerdas
son la misma. La contradicciéon demuestra lo pedido. O

\ g T

corte 3

Y

Figura 3.6: Algunos cortes de la curva cerrada, determinados por puntos de
igual curvatura.

Ejercicios

1. Pruebe que, si p es el largo de la elipse (es decir de un periodo), la
funcién curvatura de esta satisface k(s + p/2) = k(s).

2. Con las hipétesis de la Proposicion 3.3, suponga que « 'y 3 son arcos
de circulo y verifique la proposicién calculando la longitud de cada
cuerda explicitamente como funcién de la curvatura correspondiente.

3. Sea « una curva y sea [' su circulo de curvatura en sg. Suponga que
I" vuelve a cortar el circulo en a(s1). Suponga que el menor arco de I'
que une ambos puntos de interseccién tiene un largo mayor a s; — So.
Probar que existe un valor s € [sp, s1] en el cual la funcién curvatura
satisface k(s) < k(so).

Evolutas e involutas

Consideremos una curva « arbitraria, cuyos vectores tangente y normal se
- =
denotan 7'y N. La curva definida por la ecuacién siguiente:
1 -

E(t) = aft) + 0] N(t)
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recibe el nombre de evoluta de la curva « y describe el movimiento del
centro de curvatura de un punto moévil de la curva. Derivando la formula
de la evoluta se tiene

Bs) =a'(s) + (k(l)) N+ N = (k(l)) N ).

Se concluye que la longitud de arco de la evoluta es

— —

y su vector tangente estd dado por T'g(s) = £+ N (s). El signo positivo en

las identidades precedentes se obtienen cuando la curvatra es decreciente, es

decir el parametro crece en la misma direcciéon en que aumenta la curvatura.

Supongamos esto en lo que sigue. De la ecuacion precedente obtenemos,
—/ —

derivando, la identidad T'5(s) = —k(s) T (s), de la que concluimos que el

—
vector normal a la evoluta es la inversa aditiva Ng (s) = — T (s) de la
tangente de la curva original.

Ejemplo 3.4. una elipse con parametrizaciéon «(t) = (bsent,acost) tiene
curvatura dada por

ab

k(t) =
((a sent)? + (bcos t)z)

3/2°

Por otro lado, su tangente unitaria estd dada por

— 1 — —
T(t) = 7 (bcost e1 —asent 62),
((a sent)? + (bcos t)Q)
por lo que la normal estd dada por
= 1 — -
N(t) = 73 (—asent e1 —bcost 61).

((a sent)? 4 (bcos t)2>
Se sigue que la evoluta viene dada por la parametrizacién

(asent)? + (bcost)?

E(t)=(b t t
(t) = (bsent,acost) + 7

— —
(—asent e1 —bcost 61) .
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Si fijamos la notacién para las coordenadas de la evoluta escribiendo E(t) =
(u(t), U(t)), entonces podemos calcular que

2 2 a2

u(t) = bsent — %(sent)S — bsent(cost)? = ——— (sent)?

y, del mismo modo, que v(t) = #(COS t)3. De estas dos expresiones

deducimos la formula para la evoluta de la elipse

bu 2/3 av 2/3
b2 _ 2 + a2 _ b2 =1

El gréafico de la evoluta de la elipse es que se muestra en la Figura 2.13.

Figura 3.7: Evoluta de la elipse.

Otra curva auxiliar que se define a partir de una curva dada es la involuta,
también llamada evolvente (pero no “envolvente”) en la literatura. Una
involuta de una curva « parametrizada por longitud de arco es una curva
de la forma .

I(s) = a(s) —s T(s).

Decimos wuna involuta, dado que el pardmetro de longitud de arco esta
definido sélo salvo constante, por lo que una curva dada tiene mas de una in-
voluta. De hecho existe una familia uniparamétrica de tales curvas definidas

mediante I.(s) = a(s) — (s +¢) ?(s) La involuta describe el movimiento
del extremo de una cuerda de largo fijo que se va adheriendo a la curva. Por
ejemplo si la curva describe el borde de un tambor de madera y enrollamos
una cuerda a su alrrededor, la trayectoria de cada punto de dicha curva es
una involuta (ver Figura 2.14).
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Y

Figura 3.8: Un punto de una cuerda que se adhiere a una curva dada describe
una involuta.

Derivando la férmula de la involuta se tiene
1(5) =a'(5)= T(s) = s 7 (5) = —sh(s) N (5).
Se concluye que la funcién longitud de arco de la involuta satisface s/(s) =
sk(s), y su vector tangente es ?1(5) = — Kf (s). Derivando esta tltima
identidad se tiene ﬁ(s) = — ]7/(5) = k(s) ?(s) Se sigue que la curvatura

de la involuta esta dada por la férmula

ki(s) = g Tls) = s

— —
y el vector normal es Ny(s) =T (s).

Proposicion 3.5. Una curva regular es la evoluta de cualquiera de sus
imwvolutas y una involuta de su evoluta.

Demostracion La evoluta de una involuta I estd dada por la ecuacion

1 — — 1 —
s Ni(s) =a(s) —sT(s)+ /s T (s) = a(s).

E[(S) = I(S) +

Del mismo modo, una involuta de la evoluta esta dada por la ecuacién

—

Ip(s) = E(s) = [o(s) + ] Tr(s),
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donde o(s) es la longitud de arco de la evoluta. Para fijar el signo en
las formulas para la evoluta, nos restringimos a un intérvalo en el que la
curva dada tiene curvatura monétona. La podemos asumir decreciente,

parametrizando en sentido contrario de ser necesario. Utilizando la férmula

o(s) = ﬁ, demostrada mas arriba, asi como ? p(s) = Kf (s), el resultado

sigue tomando ¢ = 0. O

Ejercicios
1. Probar que todas las involutas de un circulo son congruentes.

2. Determine las evolutas de las siguientes curvas:

3. Probar que la evoluta de una curva con curvatura no nula no puede
contener un segmento.

4. Probar que la curvatura de la evoluta de una curva regular cerrada tres
veces diferenciable se indefine en al menos cuatro puntos. Concluir que
la elipse no es la evoluta de una curva de este tipo.

Arcos espirales

Un arco espiral es por definicién una curva de curvatura estrictamente
monoétona. En la literatura, se pide a menudo signo constante, si uno no
utiliza la convencién de que la curvatura es siempre positiva. Utilizando esta
convencion, esto no es necesario, ya que un punto donde la curvatura es 0 no
puede tener una vecindad donde la curvatura sea estrictamente mondtona.
En un arco espiral la longitud de arco de la evoluta estd bien definida y es
no nula, por lo que la evoluta es una curva regular.

Proposicion 3.6. Si I'y y 'y son dos circulos de curvatura de un arco
espiral, entonces I'1 estd al interior de I's o bién I'y estd al interior de I'q

(ver Figura 2.15(A)).
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Figura 3.9: Dos circulos de curvatura de un arco espiral (A) y el lado interior
a uno de estos circulos (B).

Demostraciéon Basta ver que la distancia entre los centros de dichos
circulos es inferior a la diferencia entre sus radios. La distancia entre dos
centros de curvatura no puede ser mayor que el largo de la evoluta en el
intervalo correspondiente, es decir

o(s2) —o(s1) = ‘k(sl) o)
donde, como antes, o denota la longitud de arco de la evoluta. El resultado
sigue. O

Corollary 3.6.1. Un lado de un arco espiral estd siempre contenido en el
circulo de curvatura (ver Figura 2.15(B)).

Corollary 3.6.2. Un arco espiral no tiene puntos dobles (ver Figura 2.16(A)).

Demostracion Si este fuera el caso habria dos circulos de curvatura
del arco espiral con un punto en comun. O

Corollary 3.6.3. Un arco espiral no tiene tangentes dobles (ver Figura
2.16(A)).

Demostracién Si hubiese una tangente doble, esta seria tangente a
ambos circulos de curvatura simultaneamente. En particular, seria tangente
al circulo mas exterior y contendria un punto interior, pero no puede trazarse
una tangente a un circulo desde un punto interior. O
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\

esto no puede
pasar

Figura 3.10: Un punto doble (A) y una tangente doble (B).

Ejercicios

1.

Demuestre, en detalle, que la evoluta de un arco espiral es una curva
regular.

Explique por qué, a la luz de los resultados de la seccion precedente,
la evoluta de una curva no puede tener cuspides salvo en los puntos
que corresponden a los vértices de la curva original, como se observa
en la evoluta de la elipse.

Probar que la curva ¢(t) = (t cost,tsint) es un arco espiral.

Pruebe que la curva de ecuacién polar 7 = ¢’ (o espiral logarftmica)
es un arco espiral.

Sea « la curva plana de ecuacién intrinseca k(s) = s, definida para
s > 0. Demuestre que « es una curva acotada de largo infinito que no
se cruza a si misma.

Probar que el vértice de una parabola esta contenida en cada uno de
sus circulos de curvatura.

El vector posicién @ de una curva « : [0, L] — R? satisface o (s)- ?
(s) = —1/2 para cada valor del parametro s (que es la longitud de
arco). Encuentre una férmula para la curvatura como funcién de s y
determine si es 0 no un arco espiral.

sea I' la recta tangente a un punto P de un arco espiral A. Probar que
todos los puntos de A en los cuales la curvatura es mayor que en P se
encuentran al mismo lado de T'.
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9. sea « un arco espiral. Probar que el vector 7(8) que satisface a(s) =

— L . . )
a(sp)+ v (s) gira siempre en el mismo sentido a medida que la cur-
vatura disminuye, es decir

v (s) = r(s)(cos p(s) €1 +sen p(s) €y )

con p mondtona.



Capitulo 4

Areas y perimetros

El principal objetivo de este capitulo es demostrar un resultado clasico de la
teoria de curvas que relaciona el largo de una curva con el area de la regién
encerrada. Para ello repasaremos algunos conceptos previos que suelen ser
parte del temario de un ctrso elemental de calculo multivariado. Lo expon-
dremos, sin embargo, en un lenguaje mas acorde al que se utilizara en los
capitulos posteriores.

Integrales de linea y homotopias diferenciables

Sea D un subconjunto abierto de R? y sea « : [a,b] — D una curva. Sean
F,G : D — R dos funciones continuas. La integral de linea fa Fdx+ Gdy
se define mediante la férmula

/aFda:+Gdy:/ab [F(:c(t),y(t)>x’(t)+G(x(t),y(t))y/(t)} dt,

donde «(t) = (:c(t),y(t)). Nétese que, si se define la funcién vectorial

— —
E: D — R? mediante la ecuacién E (x,y) = F(z,y) € +G(z,y) €5, la
integral del lado derecho puede también escribirse, en términos del producto

/a "B (@) a'war,

H
por lo que a menudo se escribe [ FE .dZ. La notacién dz= (dx) €

punto escalar, como

+(dy) 22, puede considerarse solo eso, parte de la notacién de la integral,
aunque tendremos ocasién de hablar del significado preciso de los diferen-
ciales mas adelante. Por ahora nos referimos a la integral de linea de arriba

%
como la integral de linea del campo escalar F a lo largo de la curva a.

o1
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SN

Figura 4.1: Una deformacién de una curva en otra con un estado intermedio.

Una deformacién, u homotopia diferenciable, de una curva « en una
curva 8 es una funcién continua H : [a,b] X [¢,d] — D que es derivable al
interior del rectangulo, cuyas derivadas parciales se extienden continuamente
al borde del mismo, y que satisface las condiciones de borde

H(7,0) =a(r) y H(1,1) = (7).

Para cada punto ¢ € [c,d], la curva 7 definida por v:(7) = H(7,t) es una
curva diferenciable, que puede pensarse como un estado intermedio de la
deformacién, como en la Figura 3.1. La funcién H tiene dos coordenadas,
que denotaremos por z e y, cada una de las cuales puede interpretarse como
una funcién de dos variables = z(7,t) e y = y(7,t). La homotopia se dice
de extremos fijos cuando las expresiones H(0,t) y H(1,t) son constantes
como funciones de t. Esto se interpreta en términos de las curvas interme-
dias, diciendo que el punto inicial y final de la curva 7; es independiente de
t. Consideremos la integral de linea de un campo escalar fijo con respecto
a una de estas curvas intermedias como una funcion del parametro ¢ de la
deformacién. En este caso, las derivadas que aparecen en la definicién de
integral de linea deben interpretarse como derivadas parciales, en el sentido
siguiente:

br ox oy
K(t)—/;thl"i‘Gdy—/a |:F87'+G87':| dT

La existencia de derivadas parciales continuas de cada érden en un conjunto
compacto (el cuadrado) nos permite derivar bajo el signo integral, de donde
se obtiene, utilizando la regla de la cadena, la identidad siguiente:

bT/OF 0x  OF Oy Oz 0G 0x O0GIy\ dy
/ P [ — —_—— —_— [ —_—— —_—
K(t)_/a [(ax at "y 8t> ar * <8:1: ot " oy at> aT] ar
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b 2 2
0°x o0°y
+ /a [F oror Gafat] ar.
Integrando por partes la ultima expresién, se tiene
b 2 2
0“x 0°y Ox oy
+/a |:F67'8t + G@Tat] dr = [ o " Gat]
_/ 8F8x+6F8y 8x+ 8G8x+8G8y 9y J
\ozar Tayar)ar " \azar ayar) otV

Cancelando y agrupando términos se tiene la férmula

brOF  OG Oy dx Oz dy Oz oy
/ — — — e JR—
K(t)_/a <8y 8%)(81587’ Btar) d”[ 8t+G8t]

T=b

T=a

=b

T=a

Se sigue ahora del teorema fundamental del calculo que

oF 0G Oy dx Oz Oy
K(d K'(t)dt = — || == - == ) drdt
/ // <8y ><8t@7‘ 61587‘) T

T=b
Oz oy
+/c [ &m&]

dt.
T=a
El dltimo término se anula en el caso de una homotopia de extremos fijos,
pues los valores s=ay s=1b corresponden a los extremos de las curvas in-
termedias y las derivadas parciales 22 Sy 8t son nulas alli pues estos extremos
son constantes. Obtenemos por lo tanto la férmula

OF 8G Oy dx Oz dy

Una primera aplicacién de esta férmula es el resultado siguiente:

Proposicion 4.1. Bajo las hipdtesis anteriores, si %F = 8:;: identicamente

en la region D, la integral de linea sobre dos caminos que pueden deformarse
uno en el otro, mediante una homotopia diferenciable de extremos fijos,
coinciden. O

La Figura 3.2 muestra una regién D con un agujero en la zona tarjada.
aqui la curva «p puede deformarse en s, pero no en ag. Podemos concluir
del resultado precedente que las integrales de linea sobre las dos primeras
lineas coinciden, pero no la tercera. Por cierto, para demostrar la existen-
cia de una deformacién entre dos curvas es suficiente con dar una formula
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—
(651 a9
—
ag
T

Figura 4.2: Tres curvas en una regién con un agujero.

explicita, lo que a menudo es engorroso, pero no dificil. Por ejemplo, si
a1(1) = as(m)+ v (1) para cierta funcién ¥ a valores vectoriales, y si el
segmento que une los puntos a;(7) y aa(7) estd contenido en D para cada
valor del pardmetro 7, entonces puede definirse una homotopia mediante la
féormula

H(r,t) = on(r) +t v (1),

la que satisface H(7,0) = ay(7) y H(7,1) = aa(7). A 0jo vemos que esto
ocurre con las curvas a; y as de la Figura 3.2, por ejemplo, si el pardmetro
T es proporcional a la longitud de arco. Nétese que la integral de linea
es independiente de la parametrizacién, por lo que puede escogerse una
parametrizacién de esas caracteristicas para realizar el calculo. En casos
mas generales, es a menudo posible dibujar una sucesién de curvas, cada
una de las cuales puede probarse que es una deformacién de la precedente
por el método ya descrito, y esto basta para probar que las integrales de
linea coinciden. Maés dificil es, a menudo, comprobar que dos curvas no
pueden deformarse una en la otra. Para esto, una alternativa es encontrar
un campo vectorial explicito para el cual las integrales sean diferentes. Un
ejemplo de tal campo es el gradiente de la funcién angulo
— -y - r -

v (xay):m €1 +m €2,

el cual se indefine en el origen de coordenadas y sirve para distingir curvas
que pasan sobre el origen de curvas que pasan bajo el. Algunos ejemplos de
este tipo se encuentran en los ejercicios.
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Figura 4.3: Una regién acotada por dos curvas homotdépicas.

Antes de probar el siguiente resultado necesitamos recordar el Teorema
de Cambio de Variables. Recuerde que un difeomorfismo es una biyeccion
diferenciable con inversa diferenciable, o, equivalentemente, una funcién con-
tinua entre dos dominios cerrados que es derivable, con matriz Jacobiana
invertible al interior del dominio y con una inversa global bien definida.

Proposicién 4.2. Si H : D — D' es un difeomorfismo, y si K : D' — R es
una funcion continua, entonces se tiene la identidad

[[ = [ ucemaun,

donde J(H) es el determinante de la matriz jacobiana de H. ([

Una consecuencia inmediata del resultado precedente y de la férmula
que ya hemos demostrado es la siguiente forma del Teorema de Green:

Proposicion 4.3. Bajo las hipdtesis anteriores, si la deformacion H puede
escogerse de modo que se restrinja a un difeomorfismo del interior del rectangulo
R = [a,b] X [¢,d] con su imagen, entonces

K(d) — K(c) :/ | ((gj - g) dz dy.
0

Nétese que K(d) — K(c) puede interpretarse como la integral de linea
del campo vectorial a lo largo del perimetro de la regiéon encerrada, como se
muestra en los ejercicios (ver Figura 3.3).
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Ejercicios

1.

2.

Probar que la integral de linea es independiente de la parametrizacién.

Probar que si la curva opuesta ~a : [~b, —a] — R? a una curva « :
[a,b] — R? se define por ~a(7) = a(—7), entonces la integral de linea

satisface la propiedad f,a E = — fa E dz.

Sia:lab = R2yB:[bc — R?son curvas que satisfacen a(b) =
B(b), definimos la curva yuxtapuesta v = « * /3 por

af(r) siT<b
7(7—):{5(7’) siT>b

_)
Probar que la integral de linea tiene la propiedad aditiva fa* s B dz=
— — — —
JLE &+ [ E-d.

Utilice los resultados anteriores y la Proposicién 3.3 para deducir el
Teorema de Green:

F
/Fdx—l—Gdy:/ <8—6G> dx dy,
~ A\0y Oz

donde A es una regién acotada por una curva  que puede escribirse
como yuxtaposicion v = « x 3, bajo la hipdtesis de que existe una
deformacién H de a a ~—f que se restringe a un difeomorfismo del
interior de un rectangulo con el interior de A.

Sean f,g : J — R dos funciones continuas que son diferenciables
al interior del intervalo cerrado J. Asumamos también que f y g
coinciden en los extremos de J, mientras que f < ¢ al interior de J.
Probar el teorema de Green para la region acotada por los graficos de

I'yg

En el ejercicio precedente, eliminar la condicién de que f y ¢ coincidan
en los extremos del intervalo mostrando que el término

a1 oz oy
F—+G—=
/C [ ot " 8t]
coincide con la suma de la integral de linea de los tramos verticales del
contorno.

T=b

dt,

T=a
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Figura 4.4: Las dos curvas del ejercicio 9.

7. Demuestre el Teorema de Green para la regién definida por las de-
sigualdades

3
1§x2+y2§4, 0§Arctan<g> gg,
T

de dos maneras distintas:

(a) Subdividiendo la regién anterior en trozos a los cuales se pueda
aplicar el ejercicio precedente.

(b) Directamente, utilizando un difeomorfismo de la figura en un
rectangulo. Se sugiere usar coordenadas polares.

Cuando = = 0, considere que Arctan (£) = % siy >0y Arctan (£) =
3T 3
5 sty <0.

8. Demuestre, por cualquier medio, el Teorema de Green para un tridngulo.

9. Demuestre el Teorema de Green para una region acotada por dos rec-
tas y dos curvas, con la propiedad de que las curvas se parametrizan
por el mismo intervalo, de modo que las rectas que unen puntos cor-
respondientes no se cortan, como en la Figura 4.4.

La desigualdad isoperimétrica

En esta seccion abordaremos finalmente la demostracion de un teorema
clésico sobre curvas cerradas, la desiguadad isoperimétrica. Para ello necesi-
tamos recordar algunos hechos sobre areas y perimetros. Asumiremos como
conocido el hecho de que una curva cerrada que no se cruza a si misma
(simple) divide el plano en dos regiones, una interior D y una exterior U.
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M3és atun. al recorrer la curva, se tiene siempre el interior a un lado y el
exterior al otro. Decimos que la curva estd recorrida en sentido positivo, o
levégiro, si el interior estd siempre a la izquierda del obervador que recorre
la curva, como en la Figura 4.5(A). Este es el sentido contrario al que posee
el movimiento de los punteros de un reloj.

Sea «a : [a,b] — R? una curva cerrada simple. Sea R, = ( (1) _01 ) es
la matriz de rotacién levégira en 7 radianes. Una manera precisa de decir
que la curva estd recorrida en sentido positivo es decir que el vector ]\} (s) =
R ;(s) apunta a la regién interior D. En otras palabras a(s) + € ]\7(8) es
un punto de_}a region D para valores pequenos de e.

Siendo M un vector ortogonal al vector tangente, se tiene claramente

— —
M= £+ N. Sin embargo, podemos decir mas. La expansién de Taylor nos
dice que la tangente, en primera aproximacion, estd dada por

—

T (s +€) =T (s) + ek(s) N (s) + O(¢).

Al mismo tiempo, en términos de la funcién angulo 6, podemos expresar la
tangente como sigue:

—

T(s+e) = R<9(5+€) —9(5)) T(s), R(n) = ( ;’EZ _Cf)‘;nn" > .

Un célculo sencillo muestra que R'(n) = R;R(n), de donde

—

T(s+¢) = [RO)+ 05 + ) — 0s)RR(0(s + ) — 0(5)) | T'(s)

+0 [(e(s te) - e(s)f] = [R(0) + ¢/ ()R R(0)] T () + O(?)

=T (s) + €t/ (s) M (s).

i — , = . — — .
Concluimos que k N= 0" M, es decir que M= — N precisamente en aquellos

puntos en los cuales la funcién dngulo 0(s) es decreciente.
—
Consideremos ahora la curva «, definida por a,(s) = a(s) —r M (s), es
decir la curva descrita por un punto que se mantiene a distancia r por fuera
de la curva original, como en la Figura 4.5(A).
Noétese que, derivando la definicién de la curva se obtiene la relacion

s/ s/ —/

a,(s) =0 (s) —r M (s) = [L+8(s)] T(s).
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(4) (B)

Figura 4.5: Una curva a distancia r de una curva dada (A) y dos rayos
perpendiculares a las tangentes que no se cortan (B).

Se sigue que el largo [(a,.) de la curva «, estd dada por

b b
(o) = / [1+6'(s)] ds= (b—a) +r/ 0'(s)ds = l(a) + 27r.

Este argumento demuestra el siguiente resultado:

Proposicién 4.4. Sea a : [a,b] — R? una curva simple parametrizada
por longitud de arco. Entonces la curva «, definida mds arriba satisface la
formula (o) = l(«) + 27r.

Supongamos ahora que la regién D es convexa, es decir que el segmento
que une dos cualesquiera de sus puntos estd contenido en D. Recuérdese que
la Proposicién 2.3 nos dice que, en un punto de curvatura no nula, la curva no
cruza su tangente, es decir todos los puntos de esta que son suficientemente
cercanos al punto de tangencia se encuentran a un mismo lado de la tangente.
De hecho este es tambien el lado al que se encuentra el vector normal, como
se aprecia en la Figura 2.4(A). La hipétesis de convexidad nos dice que, en
este caso, toda la curva debe encontrarse a ese mismo lado. Concluimos que

la normal apunta hacia el interior, en particular se tiene ]\7[ :Kf y el angulo

0 es no decreciente. .
De lo anterior, es facil ver que los rayos de la forma I's = a(s)—R>o M (s)

no se cortan, como en la Figura 4.5(B), incluso en los puntos de curvatura
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0, o en el caso en que la curva contenga un segmento de recta como la que
se muestra en la Figura 4.5(A). Concluimos que la curva «, no puede tener
ningin punto doble, es decir es una curva simple y encierra una regién D],

Si « estd dada por a(s) = (x(s),y(s)), con nuestras convenciones, la
tangente y la normal interior estan dadas por

—

T(s)=2/(s) €1 +y/(s) €2, M(s) = —y/(s) €1 +2/(s) €3 .

En particular, la 1dltima férmula corresponde al vector normal en el caso
convexo. El drea encerrada por « es, segun el Teorema de Green:

A@n:i//}mdyzilxdy:_:tydx
D

Utilizando las férmulas para la tangente y la normal, més la definicién de
la curva o, = (x,,y), el drea encerrada por esta tltima estd, en el caso
convexo, dada por:

b b
/ Tryy ds = / (z+ry)(y —ra') ds =

b b b
/:Edy-i-r/ (y’)zds—r/ xx”ds—rQ/ 2"y ds.

La tercera integral del lado izquierdo se integra por partes para obtener

b b
—7"/ xz” ds :r/ (z)% ds.

De este modo tenemos, utilizando el hecho de que la tangente es un vector
unitario, que

b b
Am»:mw+rfumﬂuwﬂw—ﬂ/x@ws

b b
:A(a)—I—T/ dS—T2/ 2"y ds

b
= A(a) +rl(a) — T2/ 2"y ds.

Utilizando el hecho de que z” es la primera coordenada del vector normal,
y por lo tanto es igual a —ky/, se tiene

b b
/ 2"y ds = —/ k(s)y (s)? ds.
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Por otro lado, integrando por partes, se tiene

b b b
/x”y’ds:—/ x'y"ds:—/ k(s)x‘(s)st.

Promediando ambas identidades, se tiene

b 1 b 1 rb
/ 2"y ds = —2/ k(s)[z4(s)* + y'(s)*] ds = —2/ k(s)ds = —m.
Se concluye el siguiente resultado:

Proposicién 4.5. Sea a : [a,b] — R? una curva cerrada simple parametrizada
por longitud de arco que encierra una region convexa D. Entonces la curva
. definida mds arriba satisface la formula A(a,) = A(a) + ri(a) + mr2.

Figura 4.6: Limando esquinas y sacando la vuelta.

Puede interpretarse I(a,) v A(a,) como el drea A(D,r) y el perimetro
P(D,r) de la regién D"l formadas por los puntos a distancia no mayor a r de
la regién D. Las identidades que hemos demostrado para estas cantidades
contintdan siendo ciertas para curvas convexas con esquinas, ya que estas
pueden aproximarse por curvas regulares, por ejemplo, en el caso de un
poligono, la curva «, tiene una discontinuidad en la esquina que puede
subsanarse agregando un sector circular como en la Figura 4.6(A), y esta
curva «, converge uniformemente a a cuando r tiende a 0. Incluso, puede
probarse que esto puede hacerse de modo que los largos de las curvas que
aproximan converjan al largo de la curva limite. Esto tltimo no es inmediato
como se muestra en los ejercicios.

Cuando las curva a no es convexa, como en la Figura 4.6(B), la curva
«, puede autointersectarse, por lo que, eliminando estas vueltas, obtenemos
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que las dreas y perimetros de las regiones formadas por los puntos a dis-
tancia no mayor a r de la regién D satisfacen, en este caso mas general, las
desigualdades siguientes:

P(D,r) < P(D) +2rr,  A(D,r) < A(D) +rP(D) +
Ahora estamos en posicién de probar la desigualdad isoperimétrica:

Proposicion 4.6. Una curva cerrada de largo P encierra un drea no mayor
a P%/(47) con igualdad si y sélo si la curva es un circulo.

Demostracion Observemos primero que la demostraciéon se reduce
facilmente al caso en que la regién encerrada D es convexa, puesto que
si no, podemos remplazar D facilmente por una regiéon de menor perimetro
y mayor area, remplazando el arco de la curva que une los extremos de un
segmento exterior a la curva por dicho segmento como muestra la Figura
4.7(A). El drea de la nueva figura incluye también el drea de la regién D',
mientras que el perimetro disminuye por ser la recta la distancia mas corta
entre dos puntos, de modo que el segmento que forma parte del perimetro de
la region DU D’ es mas corto que el borde comtn entre D y D’. Inscribamos

| /4 |

— > (2

(4) (B)

Figura 4.7: Reduccién al caso convexo (A) y el circulo inscrito usado en la
demostracién de la desigualdad isoperimétrica.

un circulo I' de radio maximal r al interior de D como en la Figura 4.7(B), y
trazamos una cuerda n que pasa por el centro de dicho circulo. Esta cuerda
corta el borde de D en dos arcos c¢1 y co. En particular, el perimetro de D
es P(D) = l(c1) + l(c2). Como T tiene radio maximal, ningtin punto de la
region D puede estar a una distancia mayor a r del borde de D.

Trazamos un circulo I con el mismo centro que I' y un radio R > r
suficientemente grande, de modo que la regiéon D esté totalmente contenida
en su interior. Prolongamos la cuerda n por p y ¢ de modo que p *n * ¢ sea
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un didmetro de I". Este didmetro divide a I en dos arcos, S; y S3. Sean
D1 y Dy las dos regiones conexas que quedan al retirar del disco B, interior
al circulo I”, la regién D y los segmentos p y ¢ (ver Figura 3.7). Nétese que

Figura 4.8: Un circulo muy grande alrededor de la region D.

el area del circulo mayor es
mR?* = A(D) + A(Dy) + A(D»).

Sea p > r un real. Para cada regién (o curva) F, denotamos por F[! la
regién formada por aquellos puntos a distancia no mayor a p de F. Notese
que D C D[lp ] UD[Qp ], dado que ninguin punto de D puede estar a una distancia
mayor a r del borde. Obsérvese tambien que:

1. A(BPy = (R + p)2.

2. A(pll) = 7p? + 2pl(p).
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3. A(g) = mp? + 2pl(q).

Aqui los segmentos p y g se consideran como regiones de area 0 cuyo borde se
obtiene recorriendo dos veces el segmento. Esto puede considerarse un caso
limite de nuestros resultados anteriores y se deja como ejercicio al lector
convencerse de que nuestras formulas generales son validas en este caso.
Véase la Figura 3.8. Aplicando las observaciones anteriores a las regiones
Dy y Ds, se tienen las desigualdades

A (DY) < AD1) + p(ier) + 1) +Ug) + 7R) + 7

A (Dgp}) < A(Ds) + p(z<02) +1(p) + 1(q) + TrR) +p?

Por otro lado, si p € <r, @), la unién de las regiones Dgp ] y Dgp | contiene

a la totalidad de la regién B}, mientras que las regiones pl?! y ¢/”! estan
contenidas simultdneamente en ambas regiones y no se intersectan (pues
2p <l(n)). Se concluye que

A(BU) 4+ 4 (o) + 4 (q¥) < a(DF) + a (D).

Remplazando los valores ya calculados para cada una de las regiones del
lado izquierdo y las cotas para las regiones de la derecha, se tiene:

m(R+ p)* + 2mp% + 20 (1(p) + 1(a)) <
A(Dy) + A(Dy) + ,0<l(01) + 1(02)) + 2p(l(p) +1(q) + WR) +omp?,
Arreglando y cancelando se tiene
(WRQ — A(Dy) - A(Dg)) < pP(D) — mp.

Noétese que la diferencia de la izquierda es el area de D. Se concluye que
A(D) < pP(D) — 7p? y por lo tanto

P(D)? — 47 A(D) > P(D)? — 4 (pP(D) . 77,02) - (P(D) - 27rp)2.

Esto termina la demostracion de la desigualdad, porque el cuadrado en el
lado derecho es no negativo. Nétese que si p varia en un intervalo de largo
positivo, este cuadrado no puede ser nulo para cada p. Se concluye que la
igualdad sélo es posible si [(n) = 2r, lo que significa que D es un circulo. [
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Figura 4.9: Las curvas a distancia p de B, p y q.

65
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Ejercicios

1. Utilizar la férmula

Area(D) = / x dy

87

para calcular el area encerrada por la curva r = cos? 6.

2. Probar que entre todos los poligonos de perimetro P no existe uno con
area maximal.

3. probar que la existencia de puntos aislados de curvatura 0 en los que
la curva cruza la tangente contradicen la hipétesis de convexidad.

4. Probar que si la regién D es convexa y su curva borde « contiene un
segmento de recta, entonces D se encuentra conpletamente a un lado
de la recta que prolonga dicho segmento.

5. Para toda curva cerrada a que acota una region D, defina el cociente
C(a) = A(D)/l(a)?. Probar que si D es convexa, entonces C(a.) es

una funcién creciente de r y lim, o, C(ay) = ﬁ.

6. Sea « una curva cerrada convexa que encierra un area A. Probar que
en algin punto ¢ la curvatura k(t) satisface

Pruebe, mediante un ejemplo, que dicho valor es optimal.

7. Sea « una curva regular y sea {a, }, una sucesion de curvas (definidas
en el mismo intervalo) que converge uniformemente a a. Demuestre
que

lim (o) > ().

T—00

Dé un ejemplo donde la igualdad no se cumple.



Capitulo 5

Curvas en el espacio

En este capitulo trabajaremos con curvas en el espacio, es decir, curvas del

tipo a(t) = (x(t),y(t),z(t)). En este contexto, es ain posible definir un

—/ —
vector normal y una curvatura mediante la férmula T (s) = k(s) N (s). El

par {?, ﬁ } ya no forma, sin embargo una base del espacio ambiente. La
manera tradicional de remediar esto es introduciendo un tercer vector uti-
lizando el producto cruz vectorial, el que se estudia en la primera seccion
de ese capitulo. Una consecuencia de este hecho es la imposibilidad de de-
terminar el vector normal utilizando sélo la condicién de ortogonalidad con
el vector tangente. Se necesitan, por lo tanto, nuevas versiones de las ecua-
ciones fundamentales, las que involucran una base candnica de 3 vectores.
Esta teoria se desarrolla en las secciones subsecuentes para su uso en diver-
sas aplicaciones, asi como para establecer una generalizaciéon del Teorema
Fundamental.

El producto cruz vectorial

Este se define en la base candnica mediante las ecuaciones

— - = — —
€1 X €g9=€e3= — €9 X €7,
— - = — —
€9 X €3=€1= — €3 X €9,
— - = — —
€3 X €1=€g= — €1 X €3,

M — - = - = —

€1 X €1=€9 X €9=¢€3 X €3= 0,
para luego extenderlo por bi-linealidad a todo el espacio tridimensional. Se

L. . . - = - =
deduce facilmente que el producto cruz tiene la propiedad £ x y=— Y x =

67
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para cada par de vectores Ze g De hecho, esto se deduce de las identidades
precedentes, ya que cada lado de esta ecuacion es una funcién bilineal y
ambas coinciden en la base, por lo que son identicas. De aqui se deduce
facilmente que Z x 2=0. El producto cruz no es, sin embargo, asociativo,
ya que se tiene

mientras que
— — —
(e1 X e1)x ex=0

por la propiedad de ser alternante. El producto cruz también suele calcularse
utilizando la mecdnica del calculo de determinantes, como sigue:

xr1 T2 T3
= —
XY=| Y1 Y2 Y3 |=(x2y3s —z3y2) €1
e
€1 €2 €3

N
T

—

%
+(xsy1 — z1y3) €2 +(z1y2 — x2y1) €3,

— — — — — — — — .
donde z= x; €1 +x2 €9 +x3 €3 e Y=1y; €1 +y2 €2 +ys €3. Dejamos

al lector la comprobacién de que este algoritmo coincide con la definicion
precedente, asi como la demostracién de algunas de las propiedades mas
conocidas de este producto, las que se detallan en los ejercicios.

Ejercicios

—
1. Demuestre que, para todo par de vectores (?, y) que subtienden un

angulo 6, se satisface la identidad
— — — —
[z xy[=]z|[Y|[sen()].

—
Concluya que | Z x Y | es el drea del paralelégramo cuyos lados son

i
los vectores = y ¥ (ver Figura 5,1).

p - 7 = .
2. Demuestre que, para todo trio de vectores (a, b, c), se tiene
— - = - =\ =7 B
ax(bxc):(a~c> b—(a b) c
, - 2 = .
3. Demuestre que, para todo trio de vectores (a, b, c), se satisface la

identidad de Jacobi

— - = - - = — - =
ax(bxc)—i—bx(cxa)—i—cx(axb>:0.
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Figura 5.1: Interpretacion geométrica del producto cruz vectorial. En la
—
figura T XY=z,

ﬁ
4. Demuestre que, para todo trio de vectores ((_f, b,?), se satisface la

identidad del producto escalar triple

ap a2 ag
- [ —
a-<b><c): b1 by b3
i C2 C3

5. Demuestre que el producto escalar triple del ejercicio anterior es igual

, - = =
al volumen del paralelégramo de lados a, b y c.

El sistema de referencia mévil

Como una base en R estd formada por 3 vectores, se necesita agregar un

tercer vector, a la tangente y la normal, para formar una base. Este se
- — —

define como el producto cruz vectorial B=T X N, y se lo denomina el
vector binormal de la curva (ver Figura 5.2). El plano normal a la curva

- —
es el plano normal a la tangente y tiene como base al conjunto {N, B}. El
plano osculador ala curva es el plano normal al vector binormal y tiene como

- —
base al conjunto {7, N}. Puede interpretarse como el plano que mejor se
ajusta a la curva. El plano rectificante a la curva es el plano normal al vector

— —
normal principal y tiene como base al conjunto {7, B}. Puede interpretarse
como el plano que va dando forma a la curva (algo asi como la mano de un
alfarero da forma a la vasija).

; - = = 3 . .
El trio {T', N, B} es una base ortonormal de R” y recibe el nombre de sis-

. . . - .
tema de referencia mévil de la curva. Cualquier vector v en el espacio puede
expresarse en términos de este sistema de referencia mediante la férmula

— o = O A
U:<U~T)T+(U-N>N+<U'B>B-
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5
B
Plano = =
normal N T
plano 5
osculador B
- =3
N T

plano

rectificante _é
= =
N T

Figura 5.2: El sistema de referencia movil.

— =/ —/
En particular esto puede hacerse con las derivadas T, N,y B. Ya
—/ - = —>
sabemos que T = k N por definicién. La relacién B=T x [N implica

—/ —/ —/ = —/
B T><N+T><N—O+T><N =T X N,
de donde B es perpendlcular a T Como B es un vector unitario, también

N
es perpendicular a B Se sigue asi que B (s) = 7(s) N (s) para alguna
funcién escalar s — 7(s) que recibe el nombre de torsién de la curva. Esta

- =
funcién no es necesarlamente positiva. Por otro lado la relacién T - N=10
— =/ —/ - =/

implica T - N= — T N_ —k y la relacién B N— 0 implica B - N =
!/
— B . Kfz —7. Concluimos que

—/ —

—/ — —/ — —
T=kN, N=—-kT -7 B, B=r1 B,
y estas relaciones reciben el nombre de férmulas de Frénet.

Ejemplo 5.1. Considérese la la hélice circular de ecuacién
at) = ( cost,sent, t)

(ver Figura 4.1), cuya derivada es el vector

—s/

a (t) = —(sent) < +(cost) €yt €3,

Este vector tiene largo v/2, por lo que la longitud de arco de a estd dada
por s(t) = f(f V2 = tv/2. La reparametrizacién por longitud de arco es por
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Figura 5.3: El sistema de referencia mévil en la hélice circular.

lo tanto

La tangente esta dada por

?( ) 1 ( S ) 2 I 1 ( S ) E) 4 1 z
$) = ——— | sen — — | cos — —
vl ve) el ve) e
Derivando esta ultima relacion se tiene
— 1 S — 1 s —
k(s) N(s) =—=|cos— | e1+— = [sen— | €9,
(N0 =~ (eos J5) Fr g (s J5) %

por lo que la curvatura es k(s) = 1/2 y la normal es

N (s) = (_ﬁ) ¢ - <ﬂ> .

En particular, la binormal esta dada por
E(s) :;(s)x ]Tf(s) -1 (Sen8> € _ L (cos 8) €y —l—i €3,
V2 V2 V2
y derivando se tiene
7(s) ]Tf(s) _1 (cos 8) € —i—1 <sen 8> €9,
2 V2 2

de donde se obtiene que la torsién es 7(s) = —1/2.
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Proposicién 5.2. Sea o una curva espacial de curvatura no nula. Entonces
a tiene torsion identicamente nula si y solo si estd contenida en un plano.

Demostraciéon. Para ver que la condiciéon de planaridad es suficiente
para que la torsién se anule, basta haver leido el capitulo 2 (donde la torsién
brilla por su ausencia). Mds precisamente, en el caso de una curva plana,
la binormal es constante e igual a la perpendicular al plano que contiene la
curva. Nétese que la condicion de que la curvatura no se anule permite que
la normal, y por lo tanto también la binormal, estén bien definidas y sean
continuas como funciones del pardametro de la curva.

Probaremos ahora que esta condicién es necesaria. Como la torsién es

— —
nula, se sigue de las férmulas de Frénet que la binormal B (s) =Bg es
constante. Por lo tanto, el plano osculador 2 = Q(s), es decir el plano

. - .z - = .
ortogonal a la binormal By, es también constante. Como T'=a (s) estd
siempre en el plano osculador, se tiene

s

a(s) = a(so) —|—/ 8/(u) du € (a(so) + Q)

S0

estd en un plano paralelo a 2. ]
Noétese que el plano 2 de la demostracion precedente puede caracteri-
L T .
zarse, en términos del vector posicién a (sg), como sigue:

— T
a(s0) + 2 = {0+ X€ R}| X - Bo=X - @ (s0) .

La condicién de curvatura no nula es esencial, dado que la normal principal
se indefinen en los puntos de curvatura nula. De hecho, mostraremos en
los ejercicios como puede construirse un contraejemplo, utilizando funciones
cuya expansion de Taylor se anule en un punto.

Ejercicios

1. Probar que la imagen de la curva (cos®t,sentcost,sent) estd en la
superficie de una esfera de radio 1.

2. Parametrice la interseccién del cilindro z? + 32 = 1 con el plano z +
y + z = 0 y encuentre la longitud de arco de dicha interseccién.

3. Muestre que una curva de curvatura nula es una recta.

4. Encuentre el plano normal, el plano rectificante y el plano osculador
de la curva a(t) = (¢,t2,t3) el el punto (1,1,1).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Encuentre laj ecuaciones del plano osculadoi, y del plano rectificante,
de la curva « (t) = (t,€!,cost) en el punto « (0).

Probar que la curva mas corta que une un punto del plano z = 0 con
un punto del plano z = 1 es un segmento vertical.

Encuentre el plano osculador a la curva a(t) = (t,t2 cost) en t = 0.
Encuentre la curvatura de la curva a(t) = (¢,t2,¢3) en t = 0.

Encuentre la torsion de la curva

45
a(t) = <t 512,312 — 8>

t* + cost +et’
en el punto t = 27/7.

Probar que si todos los planos rectificantes de una curva son paralelos,
la curva es una recta.

Determine para que valores de p la curva «(t) = (¢, t2,tP) tiene torsién
nula.

Encuentre todos los puntos en los que el plano osculador de la curva
a(t) = (t,1%,t3) es perpendicular al plano = + 3y + 5z = 0.

Encontrar la curvatura y la torsiéon de una curva

a(t) = (w(0),y(1), 2(0))
no necesariamente parametrizada por longitud de arco, en términos de

las derivadas de x, 4, y z. No es necesario simplificar.

Probar que una curva espacial tiene, cerca del punto s = 0, la siguiente
expansiéon de Taylor a tercer orden:

3]€2 2]€ 3k/ Sk
a(s) = a(0) + <s 56 ) ?+<52 56 > JTH(SGT) B +0(s%).

Utilice la féormula precedente para calcular una expansién de Taylor
a tercer orden para la proyeccion de la curva en su plano osculador.
Haga lo mismo para el plano rectificante y para el plano normal.

Sean {e,}n v {0n}n sucesiones que convergen a 0 y que satisfacen las
siguientes condiciones técnicas:
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e ¢, no se anula.

e Existen constantes 7, u > 0 que satisfacen una identidad del tipo
nen < 0y < pe, para todo n suficientemente grande.

e Existen una constante v > 0 que satisface una desigualdad del
tipo v|e,| < |0, — €, para todo n suficientemente grande.

Probar que los puntos a(s), a(s + €,) y a(s + d,) son no-colineales,
para todo n suficientemente grande, y que la tangente unitaria al plano
que pasa por estos tres puntos converge al vector binormal en s. Esto
se expresa a menudo diciendo que el plano osculador es el plano que
pasa por tres puntos consecutivos de la curva.

17. Mostrar que la funcién

_ e six#0
f(x)_{ 0 siz=0

es continua y tiene todas sus derivadas nulas en 0. Utilizar esta funcion
para definir una curva (infinitamente diferenciable) que contiene un
segmento de recta, pero con segmentos no rectilineos a ambos lados.
Utilizar esta idea para ilustrar, mediante un contraejemplo, que la
hipétesis de curvatura no nula, en la Proposicién 4.2, no puede elimi-
narse.

Hélices

Una curva en el espacio recibe el nombre de hélice si el vector tangente
: [ P
subtiende un angulo constante con respecto a un vector unitario fijo a.

Proposicion 5.3. Una curva de curvatura no nula es una hélice si y solo
st su curvatura y torsion estan en una proporcion constante.

—

Demostracién Supongamos primero que T - a= cosf es constante.
Noétese que este producto puede escribirse como un coseno dado que esta
acotado por uno, en valor absoluto, en virtud de la desigualdad de Cauchy-

2
Schwartz. Derivando esta identidad, se obtiene k(N - 3) = 0y, siendo k no

. = = — .. .
nula, se sigue que N - a= 0. Como a es un vector unitario concluimos que

— — -
a= (cosf) T +(senb) B .
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En particular, derivando V- a= 0, se tiene

f(7 )47 (B ) =0,

k( H) ~ —kcost
<§3>  +senf’

Concluimos que 7 es constante.

de donde

T =

— - =
Por otro lado siz=Aes Constante definimos p= A T — B y tenemos
—/
b = — B +A T = -7 N +Ak N 0. Se 81gue que el vector b es constante
y T b— )\ es constante. Basta ahora definir a = %. O

lb

Cuando existen puntos donde k£ = 0, la normal principal se indefine,
por lo que también se indefine la binormal y la torsién. Existen curvas con
puntos en los que su expansién de Taylor se anula en un punto, y a un lado
de tales puntos es posible reemplazar el punto por su imagen especular, con
respecto a un espejo que contenga al vector a (ver Figura 5.4). Esto tiene
el efecto de cambiar el signo de la torsién pero no compromete la condicién
que define una hélice.

Figura 5.4: Cambiando el signo de la torsién en una hélice con un punto
con expansion de Taylor trivial. La parte del trazo a un lado del punto se
refleja con respecto a un espejo sin comprometer la diferenciabilidad de la
curva.

Proposicion 5.4. La curvatura de la hélice es un multiplo constante de lg
curvatura de su proyeccion ortogonal en el plano perpendicular al vector a
que la define (ver Figura 5.5).
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/

Figura 5.5: La hélice circular y su proyeccion.

Demostracién Sea P dicha proyeccion. La curva proyectada es 8 =
— / —
P oa. Se sigue que el vector tangente es % 8= P (3) =P (Ta), por lo

— P T“a

que el vector tangente unitario de la curva  estd dado por T'g= M.
Ta

Como @ es un vector unitario, la proyeccién en su plano ortogonal esta dada

por la férmula
— —
=0

P(v)

- o, =
v-a)a

—(v - a)

En particular,

d —

L 5= P(T) =T —(cos) a .
ds
El largo de este vector es

ﬁ.ﬁ: ?—(cos@) 8] . [? —(cosf) Z} = |send|.

Se concluye que, si ¢ denota la longitud de arco de la curva proyectada, se

.
tiene la relacion 42 — |28

=z 7| = |send|. Se sigue que la tangente unitaria a 3

es el vector
%

%
- dfp df /do 1 —
Ts do ds ' ds  |senf| (T>
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Ahora bien, la curvatura de g es el largo del vector derivado

5
dd% - ;Lj% <|se119p<¥>> - (serlke)?P (ﬁ>

— — — . — L.
Pero P ( N ) =N, yaque N es perpendicular a a. De aqui sigue el resultado,
_)

pues N es un vector unitario. ]

Ejercicios

1.

Sea a(t) = (x(t),y(t),z(t)) una curva en el espacio y sea [(t) =

<l‘(t), y(t), O) su proyeccién en el plano XY. Demuestre que el largo

de 8 es menor o igual que el de a, en el mismo intervalo, con igualdad
si y sélo si « estd contenida en un plano paralelo al plano XY

Probar que la tunica curva cuya curvatura y torsiéon son constantes es
la hélice circular, es decir la hélice cuya proyeccién es un circulo.

Utilice curvas que contengan un segmento de recta para construir un
contraejemplo que pruebe que la condicién de curvatura no nula es
fundamental en la Proposicién 4.3.

. Suponga que a(s) = (m(s), y(s), z(s)) denota una curva espacial reg-

ular parametrizada por longitud de arco. Probar que a es una hélice
en la direccion (0,0,1) si y sélo si z es una funcién lineal de s.

Probar que una hélice no tiene puntos dobles.

Sea o una curva en el plano XY y sea L una recta tangente a o en
exactamente dos puntos. Probar que existe, salvo traslacién vertical,
exactamente una Hélice en la direccién (0,0, 1) que se proyecta en o'y
que tiene una tangente doble que se proyecta en L.

Sea o una hélice en la direccién (0,0, 1) que se proyecta en una curva
B en el plano XY. Para cada valor ¢ del parametro, sea y(t) el punto
de interseccién de la recta tangente a « en ¢ con el plano XY. Probar
que v es una involuta de .

Probar que si una hélice en la direccién (0,0, 1) tiene como proyeccién
en el plano XY una espiral logaritmica centrada en el origen (r = e?),
entonces estd contenida en un cono con vértice en el origen.
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El teorema fundamental de la teoria de curvas

En el Capitulo 2 se demuestra que una curva plana estd totalmente determi-
nada por su funcién curvatura, salvo por una rotacién traslacién o reflexion
del plano. En dimensién 3 tenemos un fenémeno similar dado por el siguien-
te resultado:

Proposicion 5.5. Si a y 8 son dos curvas parametrizadas por longitud de
arco, de curvatura no nula, cuyas curvaturas y torsiones satisfacen

ka(s) =ka(s),  7als) =7s(s),
entonces existe una transformacion euclidea T : R3 — R3 tal que B = Toa.

Recordemos que una transformacion euclidea es un elemento del grupo
euclideo, que es el grupo de transformaciones del plano generado por rota-
ciones y translaciones.

Demostraciéon Aplicando una translacién, si es necesario, puede supon-
erse que «(sg) = B(so) = 0. Las bases

{Ta(50). Na(s0). Balso)}. - {Tals0). No(so). Baso) |

de R? son ambas ortonormales. También tienen la misma orientacién, ya
)
que

— — — — — —
Ba(s0) =Ta(s0)x Na(so),  Bp(so) =Tgs(s0)x Ns(so)-

Se concluye que existe una rotaciéon R que satisface las siguientes identidades:
— — — — — —

R [Ta(s0)] =Ta(s0), R [Na(s0)] =Na(s0), R [Bals0)| =Bslso).

Ahora, las funciones

— — — - = =
Sa:(RO TCHRO NQ,RO BO&)7 Sﬁ:(TﬁvN,BvBﬁ)a

las que pueden verse como funciones definidas en un intervalo I con val-
ores en R?, son soluciones del mismo sistema de ecuaciones lineales con las
mismas condiciones iniciales. Deben por lo tanto coincidir. En particular

— —
Ro T, coincide con T'g, por lo que, integrando, se tiene

s

Rla(s)] = Rla(so)] + / R[T'w (s)]ds = B(s0) + / " Ty (s) ds = B(s),

S0 0
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como se afirmaba. O

La condicion de que la curvatura no sea nula es fundamental, ya que,
como hemos mencionado en ocasiones anteriores, es posible construir con-
traejemplos utilizando funciones cuya expansién de taylor se anule en un
punto.

Ejercicios

1. Probar que si a; y as son curvas parametrizadas por longitud de
arco cuyas respectivas funciones curvatura y torsién satisfacen ki (s) =
ka(s) y T1(s) = —7a(s), entonces, salvo por un movimiento rigido, una
de las curvas es una imagen especular de la otra.

2. Probar que si a1 y a9 son curvas parametrizadas por longitud de
arco cuyas respectivas funciones curvatura y torsion satisfacen ki (s) =
Aka(s) y T1(s) = Ama(s), entonces, salvo por un movimiento rigido, una
de las curvas es una ampliacién o reduccion de la otra.

3. Utilice curvas que contengan un segmento de recta para construir un
contraejemplo que pruebe que la condicién de curvatura no nula es
fundamental en la Proposicién 4.5 (sugerencia: probar que en una
curva que contiene un segmento de recta, una porcién de la curva puede
girarse en el eje generado por el segmento sin alterar la curvatura ni
la torsién).

4. Probar que, si a1 y ao son curvas parametrizadas por longitud de

— —
arco cuyas tangentes respectivas satisfacen T'1(s) =T'2(s) para todo s,
entonces a1 se obtiene desplazando la curva as. Que puede decirse si,

— —
con notaciones andlogas, se tiene B1(s) =Ba(s) para todo s?

El niimero de enlace.

El nimero de enlace, también llamado indice de ligazén, es un ntimero que
juega el mismo papel que el niimero de vueltas, en el caso de dos curvas en el
espacio. Para describirlo, comenzaremos con el caso de un circulo, digamos
el dado por la parametrizacion

aft) = (cos t,sent, 0) .

El complemento D del trazo de esta curva puede visualizarse como el resul-
tado de rotar, al rededor del eje Z, la regién plana

P = {(a;,O,z) € ]R?)’ac >0, (z,z2) # (1,0)}.
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En otras palabras, existe una funcién bien definida f : D — P dada por

flz,y,2) = (x/xQ —|—y2,z) )

El nimero de enlace de o con una segunda curva [ se define, en este caso,
como el nimero de vueltas de la curva f o 8. Es posible calcular el niimero

S
T/ 9 B =
oy f
\ P "
L7 S s

Figura 5.6: El nimero de enlace de una curva respecto de un circulo.

de enlace NE(«, ) mediante el siguiente algoritmo:

Deformando la curva brevemente, puede suponerse que su proyeccién
en el plano X — Y corta al circulo unitario ortogonalmente en
una cantidad finita de puntos como se muetra en la Figura 5.7A.

A continuacién se aplica la féormula

n1+ne —ng — Ny
NE(O&,ﬂ) = 2 )

donde n; representa el ntmero de cruces del tipo ¢, definidos
como se muestra en la Figura 5.7B .

Notese que las sumas ny + n3 y ns + ng son siempre iguales, dado que
representan el nimero de veces que la projeccién entra o sale del interior del
circulo. Se concluye de aqui la siguiente la férmula:

NE(a, 8) = np — ng = na — n3.

Tal cémo ocurre con el nimero de vueltas, el nimero de enlace permite
determinar si una curva puede deformarse a un punto en el complemento
del circulo. Sin embargo, si la curva verde representa una cuerda que se
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Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4

Figura 5.7: Una curva con cruces transversales (A), y los cuatro tipos bésicos
de cruces en el calculo del nimero de enlace (B).

enlaza a un aro de metal, la condiciéon de que el niimero de enlace se anule
no es suficiente para asegurar que la cuerda pueda retirarse. El ejemplo
mas sencillo de este fenomeno es el Enlace de Whitehead ilustrado en la
Figura 5.8A. El nimero de enlace puede calcularse para dos curvas cerradas

@Dlee

Figura 5.8: Dos representaciones del enlace de Whitehead.

arbitrarias en el espacio tridimensional. Puede probarse que este niimero es
un invariante, en el sentido que no cambia cuando las dos curvas se deforma
continuamente sin cortarse en nigin momento durante la deformacion. Kl
nimero de enlace no resulta afectado cuando una de las curvas se atraviesa
a sf misma, por ejemplo para desarmar un nudo. Este tipo de operaciones
nos permite desatar el enlace de Whitehead. No obstante lo anterior, no
es claro que el nimero de enlace sea suficiente, en general, para determinar
cuando dos curvas pueden separarse mediante operaciones del tipo indicado,
ya que, en principio seria posible enlazar curvas cerradas alrededor de sus
nudos, no pudiendo asi desatarlas. Resolver el problema de si el niimero
de enlace es un invariante completo en este caso nos llevaria al estudio de
grupos de nudos, lo que escapa al propédsito de estas notas.
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Ejercicios

1. Calcule el nimero de enlace para los dos pares de curvas de la Figura
5.9.

OG>

N

Figura 5.9: Los enlaces del Ejercicio 1.

2. En la Figura 5.10 se ilustran los llamados Movimientos de Reidemeis-
ter. Pruebe que estos movimientos no afectan el nimero de enlace.

Figura 5.10: Movimientos de Reidemeister.

3. Muestre que las dos representaciones del Enlace de Whitehead en la
Figura 5.8 son equivalentes utilizando los movimientos de Reidemeis-
ter.



Capitulo 6

Variedades en R"

En los capitulos anteriores definimos una curva como una funcién definida en
un intervalo. En principio, uno podria utilizar la misma idea para estudiar
variedades de dimensién superior. Esto tiene sentido en lo que respecta a sus
propiedades locales. Sin embargo, la existencia de una topologia mucho mas
compleja en el caso general motiva introducir una teoria ad hoc que facilite
el estudio de dichos fenémenos. La solucién usual es dividir la teoria en dos
partes. En una se estudian trozos de una variedad para los cuales la in-
terpretacion como funciones continuas resulta apropiado. La segunda parte
consiste en definir una nocién de pegado de estos trozos que facilite el es-
tudio de las propiedades globales de la variedad completa. Una alternativa,
usada a menudo en topologia, consiste en definir tales trozos en términos
de funciones continuas definidas en paralelégramos o simplices, lo que con-
duce al concepto topolégico de triangulacién, pero no es demasiado 1til para
nuestros propdsitos, ya que necesitamos hacer uso de las propiedades de la
derivada, y no es claro como definir esta en una esquina o borde. Ocupare-
mos por lo tanto un camino distinto.

La definicion formal usual de una variedad diferenciable interpreta esta
como un espacio topoldgico que localmente se asemeja al espacio euclideo
R™ en una vecindad de cada punto. Para ser precisos, cada punto de una
variedad debe tener una vecindad que es difeomorfa a R™. Para un valor
fijo de n, estos objetos se denominan n-variedades. Es importante destacar,
no obstante, que el idioma espanol utiliza el término variedad, tanto para
el inglés manifold, al que hacemos referencia en este capitulo, como para el
inglés variety, término usado en la geometria algebraica. En cualquier caso,
es importante destacar que el término variedad hace referencia a un conjunto
de puntos, més bien que a la funcién que lo parametriza, a diferencia de las

83
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convenciones utilizadas en el estudio de curvas.

Intuitivamente, quisieramos pensar en una variedad unidimensional como
el trazo de una curva, pero esta idea intuitiva tiene algunas salvedades. Var-
iedades de dimensién uno incluyen lineas y ctculos, pero no, por ejemplo, la
llamada figura 8 (ver Figura 5.1.A), donde ninguna vecindad del punto de
cruce es homeomorfo a la recta. Notese que, sin embargo, la figura 8 puede
constituir el trazo de una curva. Nuestra definicién, incluso en dimensién
uno, debe descartar tales ejemplos.

Las variedades bidimensionales, también llamadas superficies, incluyen
el plano, la esfera y el toro, familiares para nosotros como sub-variedades
del espacio tridimensional, pero también variedades mas exdticas, como el
plano proyectivo o la botella de Klein (Ver Figura 5.1.B) que no pueden
incrustarse en el espacio tridimensional. Pese a que el dibujo usual de la
botella de Klein parece intersectarse a si misma, para no caer en el mismo
problema que la figura 8, esta figura debe interpretarse como contenida en
un espacio euclideo de dimensién mayor, donde estos cruces, en realidad, no
tienen lugar.

i TR

A B

Figura 6.1: La Figura 8 y la botella de Klein.

Como se ilustra ya en los ejemplos antes mencionados, una variedad
tiene, ademas de sus propiedades locales que imitan al espacio euclideo,
una estructura global que puede distingirla de este. Esto se refleja en lo
que el calculo puede ensenarnos de cada variedad. La esfera es diferente
del plano euclideo en que la primera es compacta, por lo que toda funcién
continua en ella tiene un maximo y un minimo. Esto impide describir la
esfera como la imagen de una funcién continua definida en un conjunto
abierto del plano. Sin embargo, como el cartégrafo sabe, es posible tener
mapas de algunas zonas de una esfera, es decir, una biyeccién bicontinua
(homeomorfismo) entre los puntos de una regién de la variedad y los de
una regién del n-espacio euclideo. Estos mapas o cartas (del inglés chart)
deben cubrir toda la variedad. En regiones que se encuentran en mas de
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un mapa, estos miltiples mapas deben ser consistentes, en el sentido en que
se relacionan mediante una funcion de transicion que debe tener buenas
propiedades. En nuestro caso, se pide explicitamente que la funcién de
transicion preserve la estructura diferencial, es decir sea un difeomorfismo.

Las variedades pueden equiparse con estructuras adicionales, de las cuales
la estructura diferencial es s6lo un ejemplo. El concepto de variedad Riema-
niana, en el que se agrega una estructura de espacio métrico, permite definir
angulos y distancias. Las variedades simplécticas sirven como espacios de
fase del formalismo Hamiltoniano en mecéanica cldsica, mientras que las var-
iedades Lorentzianas cuadridimensionales modelan el espacio-tiempo en la
teoria de la relatividad general.

Si bién lo dicho hasta aqui es mas bién consistente con una definicién
abstracta de variedad, estas notas tienen como meta evitar la necesidad de
una formacién previa significativa en topologia, con la que dicha definicién
seria mas natural. Hemos, pues, optado por una definicién mas acorde con
pre-requisitos que se limitan al cilculo multivariado. Por esta razén, nues-
tra definiciéon formal introduce variedades como subconjuntos del espacio
euclideo.

Antes de dar la definicién formal necesitamos citar algunos conceptos
topoldgicos que resultan ineludibles. Si X e Y son subconjunto de R™ y
R™ respectivamente, una funcién f : X — Y se dice continua si para toda
sucesién {x, }pen de elementos de X que converge a un limite x € X, la
sucesion de sus imégenes { f(zy)}nen converge a la imagen f(z) de z. Di-
remos que f es un homeomorfismo si es biyectiva, continua, y con inversa
continua. Dos conjuntos X e Y se dicen homeomorfos si existe tal homeo-
morfismo f : X — Y. No es cierto que la inversa de una funcién continua
e invertible es necesariamente continua. De hecho, existe una funcién con-
tinua y biyectiva de la recta a la figura 8 (ver Figura 5.5) cuya inversa no
es continua.

La nocién de continuidad dada arriba es un ejemplo de lo que el topé-
logo conjuntista llamaria la topologia de subespacio. No entraremos en los
detalles técnicos de esta definicién, pero enfatizaremos el hecho de que en
estas notas se asume que todas las variedades mencionadas son subespacios
del espacio euclideano R™. Bastenos, por ahora, notar que el concepto puede
extenderse a un contexto mas abstracto, donde la condicién de ser un sube-
spacio de R” se remueve, pero esto tendra pocas consecuencias practicas.

Ejemplo 6.1. El disco n-dimensional abierto {v € R"| |v| < 1} centrado en
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el origen es homeomorfo a R™ mediante la funciéon

v
v) =
f@) 1+ |v]
La funcién inversa esta dada por
v
g(’U) - 1— "U’

Ejemplo 6.2. El cubo n-dimensional de lado 2 centrado en el origen es
homeomorfo a la esfera unitaria mediante la funcién f(v) = v/|v|. La funcién
inversa estd dada por g(v) = v/|v|s donde |(z1,...,2y)|s = max] ; |z;| es la
llamada norma del supremo.

Ejemplo 6.3. La funcién f : [0,27) — S! definida por

f(t) = ( cost,sen t)

donde S! es el circulo unitario, es continua y biyectiva pero no es un home-
omorfismo, ya que su inversa no es continua en (1,0). De hecho, la sucesién
an, = f(2m — 1/n) converge a (1,0), sin embargo sus pre-imagenes no con-
vergen a 0.

Definicion formal de variedad

La definicion usual de variedad en topologia, que citamos aqui pero no us-
aremos en lo que sigue, es la siguiente:  Una wvariedad es un espacio de
Hausdorff sequndo contable en el que cada punto tiene una vecindad home-
omorfa al espacio euclideo. A fin de evitar la necesidad de conocimientos
previos de topologia, daremos una definicién més limitada, pero, al mismo
tiempo, mds concreta. Definiremos una variedad como un subconjunto del
espacio euclideano R™. En este sentido, definimos pues una subvariedad de
R"™, o, en otras palabras, una variedad euclidea. Para que un subconjunto
S del espacio euclideano sea una m-variedad euclidea, debe cumplirse la
siguiente condicién local:

Condicién local: Para cada punto s € S existe una vecindad V'
de sy una funcién ¢y : D — (VNS), donde D es un subconjunto
abierto de R™, que es continua, biyectiva y con inversa continua.

El entero m recibe el nombre de dimensién de la variedad. Notese que la
inversa (ﬁ‘_/l, de la funcién de arriba, s6lo necesita estar definida en los puntos
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de V' NS. La continuidad en este conjunto debe entenderse en el sentido
precisado al final de la introduccién. En estas notas estamos interesados
en el concepto més especifico de variedad diferencial. Esto significa que
debemos dotar a nuestras variedades de cierta estructura adicional. Esta
estructura nos permitira utilizar herramientas del calculo en su estudio.

Una manera de asegurar que se cumple la condicion local, es mediante
el uso de un atlas. Un atlas es un conjunto de funciones biyectivas y bi-
continuas, llamados mapas o cartas, entre abiertos de R™ y abiertos de la
variedad que la recubren. En simbolos, existe una familia {¢;};c; de fun-
ciones, cada una de las cuales establece una biyeccién bicontinua entre un
abierto D; de R™ y un conjunto de la forma S N U; donde U; es un abierto
de R™. Los conjuntos de la forma S N U, donde U es un abierto de R", se
denominan abiertos de S. Para que un conjuto de tales funciones sea un
atlas, se requiere que cada punto esté en la imagen de algun mapa, es decir
Uie;UiN'S = S. La condicién local asegura la existencia de al menos un
atlas.

Por cierto, un punto puede estar en la imagen de mas de un mapa, y en
tal caso, los mapas deben resultar coherentes, es decir que las funciénes de
transicion

bij =5 0di: g, (SNUINU;) — ¢ (SNU; N Uy),

deben ser continuas. Esta condicién es inmediata, ya que composicién de
funciones continuas es continua, pero uno puede dar mayor estructura a una
variedad simplemente utilizando una condicién de coherencia mas restric-
tiva. Diremos que un atlas es diferenciable si cada funcién de transicion es
diferenciable. Con esta definicién, una variedad diferenciable es una var-
iedad provista de un atlas diferenciable.

Hay una observacién que es importante realizar en este punto. El obje-
tivo de considerar variedades como subconjunto del espacio euclideo no tiene
otro objetivo que evitar entrar en consideraciones topoldgicas mas profun-
das pero no juega ningun papel a la hora de dotar a la variedad de una
estructura diferencial. Son los mapas quienes cumplen esa funcién. Se sigue
que, en principio, no hay ninguna relacién entre la estructura diferencial de
una variedad y la de su espacio ambiente, como sera claro en los ejercicios.
Sin embargo, el caso de variedades cuya estructura diferencial puede inter-
pretarse como una restriccién de la de su espacio ambiente juegan un papel
importante en la teoria, como se vera mas adelante.

La definicién precedente se extiende a muchos tipos de estructuras. Pode-
mos hablar de variedades C}, variedades C.,, variedades analiticas, var-
iedades holomorfas, o incluso variedades lineales, simplemente requiriendo
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R'] T ~— : R?’Y [

Figura 6.2: El mapa de transiciéon entre dos mapas de un atlas.

que nuestras funciones de transicién tengan la propiedad correspondiente.
En estas notas asumiremos a menudo que nuestras variedades son de clase
Cw, pero muchas propiedades requieren sélo Cy o Cs.

Una carta ¢ : D — U NS es compatible con un atlas diferenciable 2f si
puede agregarse al atlas y atin se tiene un atlas diferenciable. Del mismo
modo, la unién de dos atlas es un atlas. Si este atlas unién es diferenciable,
diremos que las estructuras diferenciables definidas por cada uno son com-
patibles. El conjunto de todas las cartas compatibles con un atlas dado es un
atlas maximal, al cual ya no se pueden agregar nuevas cartas (manteniendo
la condicién de compatibilidad). Un atlas maximal es enorme e inmanejable
en la préactica, pero su existencia tiene importancia tedrica. A menudo es
conveniente asumir que el atlas que define una variedad es maximal para
simplificar algunas definiciones. Por ejemplo, deberiamos considerar dos
variedades diferenciables (S,2) y (S,2’) con el mismo conjunto subyacente
como idénticas si el atlas 2 y el atlas 2’ son compatibles. El uso de un atlas
maximal nos permite evitar esa sutileza.

Ejemplo 6.4. La esfera tiene una estructura de variedad diferencial, uti-
lizando el mapa

¥(0,m) = (cos @ cosn,sen b cosn,senn)

definido al interior del rectangulo [0, 27| x [0, 7] o al interior del rectangulo
[-m,m] x [0,7]. Las imégenes de estas dos cartas cubren toda la esfera
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excepto por los polos. En una vecindad de cada polo puede utilizarse el
mapa
.f('/I;7y):('%.7y7i 1—372—y2),

con el signo positivo para el polo norte y el signo negativo para el polo sur.
Esto da un atlas para la esfera compuesto de cuatro mapas.

Ejemplo 6.5. La superficie del cubo de lado 2 centrado en el origen es home-
omorfo, como se vié en el ejemplo 5.2 a la esfera unitaria via las proyecciones
respectivas (ver Figure 5.3). Esto nos permite definir una estructura de var-
iedad diferenciable en el cubo via dicho homeomorfismo. Notese que, sin
embargo, esta funciéon no es diferenciable en los puntos que corresponden a
las esquinas u aristas del cubo.

Figura 6.3: Proyeccién de un cubo en la esfera.

Ejercicios

1. El toro puede definirse como la imagen de la funcién ¢ : R? — R?
definida por

d(u,v) = (cos u(a + bcosv),senu(a + bcosv), bsen v).

Utilice esta informacion para construir un atlas del toro.

2. Describa un atlas para la estructura diferenciable del cubo del ejenplo
5.3.

3. Describa un atlas para el elipsoide de ecuacion
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4. Describa un atlas para el paraboloide de ecuacion

2 2
T Y .
ﬁ‘l‘bﬁ—z.

5. Describa un atlas para el hiperboloide de ecuacion

2 2 2
S )
a b2 c?

6. Describa un atlas para el hiperboloide de ecuacién

Funciones suaves y difeomorfismos

Sean S y S’ dos variedades euclideas diferenciables, no necesariamente de
la misma dimensién. Sea m la dimensién de S y ¢ la dimensién de S’. Una
funcién f : S — S’ se dice suave si, para cada punto v € S, existen mapas
¢:D—=SNUyy:D — 8 NU', donde D CR™, D' C R U es vecindad
de v y U’ es vecindad de f(v), tales que la composicién g = ¢t o fo¢ es
diferenciable. Notese que, por la condicion de compatibilidad en la definicion
de atlas diferenciable, esta definicién no depende del mapa escogido en cada
punto. Cualquer eleccién alternativa tendra la forma h = p~! o f o A\, para
otro par de mapas A\: B— SNV yp: B — SNV’ donde V es vecindad
de v, V' es vecindad de f(v), B abierto en R™ y B’ abierto en R!. Por lo
tanto, puede escribirse en la forma

h= (wfl o,o)_1 ogo ((;571 oA).

Recuérdese que ambas funciones, 1) "topy ¢~'o\ son difeomorfismos, por lo
que sus matrices jacobianas son invertibles. Concluimos que el rango de la
matriz jacobiana de f estd bien definido con independencia de la eleccién de
mapas locales. Una funcién suave se denomina una inmersion si su jacobiano
es injectivo y una submersion si su jacobiano es epiyectivo. En el caso en que
el jacobiano sea invertible, lo que sdlo puede ocurrir si m = ¢, hablaremos
de un difeomorfismo local. Un difeomorfismo (a secas) es un difeomorfismo
local biyectivo. El Teorema de la funcién inversa implica que todo difeo-
morfismo local induce un difeomorfismo entre una vecindad de cada punto
y una vecindad de su imagen. Esto puede aplicarse, en particular, a un
difeomorfismo,a fin de probar que su inversa es también diferenciable.
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Figura 6.4: Definicién de diferenciabilidad por medio de mapas.

En topologia, una funcién continua con inversa continua se denomina
un homeomorfismo. Un difeomorfismo es, pues, un homeomorfismo, pero la
inversa no es necesariamente cierta como se vera en los ejemplos. De hecho,
pueden existir variedades homeomorfas (es decir que existe un homeomor-
fismo entre ellas) que no sean difeomorfas.

Una subvariedad T' de una variedad S es un subconjunto que tiene una
estructura de variedad diferencial para la cual la inclusién ¢ : T — S es
una inmersion. Nétese que el cubo de la Figura 5.3 no es una subvariedad
(diferenciable) del espacio tridimensional. Una incrustacién es una funcién
diferenciable inyectiva que es un difeomorfismo con su imagen. En par-
ticular, la imagen debe ser una subvariedad. En lo que sigue, a menudo
especificaremos que una variedad debe considerarse como una subvariedad
del espacio euclideo (o de alguna otra variedad ambiente) refiriendonos a
ella como una variedad incrustada. Una inmersion inyectiva no es necesari-
amente una incrustacién. De hecho, no es dificil encontrar una curva regular
inyectiva cuya imagen sea la Figura 8, pero esta 1ltima no es una variedad.

Ejemplo 6.6. La representacién usual de la botella de Klein, como la que
se aprecia en la Figura 5.1, es una imersién en el espacio tridimensional,
pero no una incrustacién, ya que no es inyectiva. Es posible probar que no
existe una incrustacién (ni siquiera topolégica) de la botella de Klein en R™.

Ejemplo 6.7. Una variedad diferenciable homeomorfa a la esfera S™ que
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>

Figura 6.5: Una inmersion de la recta cuya imagen es la Figura 8.

no es difeomorfa a esta recibe el nombre de esfera exdtica. Se sabe que estas
no existen para n € {1,2,3,5,6,12,56,61}, pero existe una construccion,
debida a John Milnor, de tales estructuras en dimensién 7. La existencia de
esferas exéticas en dimensién 4 es atin un problema abierto.

Ejercicios

1.

Demuestre que el cubo, con la estructura diferencial del ejemplo 5.5
es difeomorfo a la esfera.

Demuestre que la esfera no puede ser difeomorfa al plano.

Demuestre que si dos toros se obtienen asignando distintos valores a
a v b en la parametrizacion del ejercicio 1 de la secciéon anterior, las
superficies asi obtenidas son difeomorfas.

Probar que la esfera y el toro no son difeomorfas (sugerencia: Probar
que toda curva cerrada incrustada en la esfera puede contraerse a un
punto sin salirse de la esfera. Probar que esto no es cierto para el toro
encontrando una curva con una integral de linea no trivial e invariante
por deformaciones).

Pruebe que una inmersion biyectiva ¢ : S — R", donde S es una
variedad compacta, es una incrustacién (Recuerde que toda sucesién en
un conjunto compacto tiene una subsucesion convergente. Asimismo,
recuerde que si cada subsucesién de una sucesiéon dada {s,}, tiene, a
su vez, una subsucesién que converge a L entonces la sucesién original
también converge a L).

Espacio tangente y diferencial

La razén para definir el espacio tangente a una variedad es generalizar la
idea de vector en el espacio euclideo a una variedad mas general. Es esta
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la motivacién para separar los conceptos de punto y vector en los capitulos
precedentes. En una variedad general, no es posible restar dos puntos para
obtener el vector que va de un punto a otro. Es necesario dar una definicién
diferente y mas abstracta.

Si tenemos el grafico de una funcién f : R™ — R, esperamos que el plano
tangente sea el grafico de una aproximacion lineal, es decir, de un desarrollo
de Taylor a primer orden de la funcién. En términos de ecuaciones, el grafico
tiene una parametrizacién, es decir un mapa, del tipo

d(x1,y...,2n) = (a;l,...,xn,f(xl,...,wn)>.

El plano tangente a este gréfico, en el punto imagen del valor (a1, ...,ay,)
del argumento, debe tener la parametrizacién siguiente

~ 0
T(xla"'vxn) = xla"'axnvf(alv"wan) +Z(xl *ai)aij(alw"aan)
i=0 ¢

Una simple manipulacién algebraica nos permite escribir esta formula, vec-
torialmente, como sigue:

" 0
T(T1, .. 2n) = dla, ..., an) + Z(Iz —a;) (?z +aia{‘(ala ey y) 2m—l) .
i=0

(2

El vector 22- +% 2n+1 de arriba puede interpretarse facilmente como el
vector tangente a la curva definida por

A(t) = ¢(a1, ey Q1,0 1, Qi1 ,an).

Esta definicién tiene sentido en general, con una salvedad. Esté definida en
términos del espacio ambiente, por lo que no es suficiente aplicarlo a una
variedad cualquiera sindé que debe ser una variedad inmersa en el espacio
euclideano. En ese caso, los vectores tangentes a las curvas coordenadas,
como la descrita arriba, generan un subespacio de la misma dimensiéon que
la de la variedad. Esta sera nuestra definicion formal:

El espacio tangente 7,5 a una variedad inmersa en R" es el
espacio generado por los espacios tangentes a todas las curvas
contenidas en la variedad.

Em la Figura 6.6 se observa una representacion de una superficie con su plano
tangente. La parte verde es cubierta por el mapa de la izquierda, definido
en una region de R™. El plano celeste es el plano tangente en un punto. El
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Figura 6.6: Mapa de una superficie y de su plano tangente. Nétese que la
curva se aprecia en el mapa de la superficie.

vector tangente a la curva en dicho punto corresponde a un vector del plano
tangente. El vector tangente a la curva en un punto distinto pertenece a
un vector tangente diferente, el que no se muestra en la imagen. Es por
esto que, en una superficie, s6lo podemos hablar de vectores tangentes en
un punto, pero estos, en principio, no tienen sentido en un punto diferente.

Notese que, en particular, nuestra definicién de espacio tangente se aplica
al espacio euclideano usual, donde el espacio tangente coincide, en cada
punto, con el espacio mismo. Esta es definitivamente la razén para distinguir
puntos de vectores en los capitulos precedentes, ya que no se quiere confundir
los puntos de la variedad con los vectores tangente a la misma en un punto,
pues ambos conceptos definen categorias diferentes de objetos en el contexto
general.

Existe una segunda manera de definir el fibrado tangente, que es medi-
ante el traslado de la estructura de espacio vectorial del dominio de cada
mapa en un atlas. Esta idea permite extender la nocién de espacio tan-
gente a variedades no incrustadas. A fin de introducir esta nocién en forma
precisa, es més sencillo utilizar nuestra nocién provisoria para introducir
el concepto de diferencial, para finalmente dar la definicién completa. Asi
procedemos aqui.

Sea f : S — S’ una funcién diferenciable entre dos variedades. La
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derivada o diferencial es la funcién d,f : TS — T S" definida por

—/

ayf (d'(0)) =5 (0),

cada vez que 3 sea la composicion dada por B(t) = f (a(t)) v p sea el punto

base p = a(0). Podemos aplicar esto en particular a los mapas ¢ : D — S
del atlas que define la estructura diferencial ie la variedad, en una vecindad
del punto p = ¢(a), para obtener una base {€;}7; del espacio T),S definida

mediante € ;= dy¢ (Zl> Una constrecién andloga para el mapa 1) : D' — S,
que nos dé coordenadas en una vecindad del punto f(p) = ¥ (b), nos entrega

5
la base 7,= dpp (?,) el punto b € D’ se interpreta como la imagen b =

gla) = (g1 (a1, o yam),...,ge(ar, ..., am)), en términos de las coordenadas

locales, dadas por la relacién f o ¢ =1 o g, o, lo que es lo mismo, por

f(gzﬁ(xl,...,xm)> = 1/1<g1(:v1,...,xm),...,gt(azl,...,xm)>.

Esto nos permite traducir, en términos de dichas coordenadas, el diferencial
mediante la identidad

m t m
a .
dpf (ZQZ E)Z) = Z ( aiai'agj(al,.. . ,am)> ﬁj .
i=0 0 !

j=0 \i=

Ahora estamos en posicién de dar una definicién intrinseca de espacio
tangente, la que no depende de que tengamos una superficie incrustada. si
tenemos dos mapas ¢ : D — Sy p: B — S que satisfacen

d(x1, ..., Tm) = p(hl(:rl,...,xm),...,ht(xl,...,:):m)>

en una vecindad del punto p = ¢(ay,...,am) = p(b1,...,bn), podemos iden-

. .= — - .
tificar una copia €; del vector e; de la base candnica de R™, correspondiente
al primer mapa, con la combinacién

"~ Oh; -
&CZ (a1, am) ¢, (6.1)

J=0

N
en términos de una copia diferente { (;}7, de la base canénica de R™, cor-
respondiente al segundo mapa. Realizando esta identificacién para todos
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Figura 6.7: El diferencial. Una funcién definida a nivel de espacios tangentes.

los mapas posibles en una vecindad de un punto dado se obtiene un espacio
vectorial abstracto de dimensién m. El hecho de que estas identificaciones
son compatibles entre si es una consecuencia de la regla de la cadena cuyos
detalles dejamos al lector. Esta construccion entrega una construccién ab-
stracta del espacio tangente que no precisa que las variedades consideradas
estén incrustadas en el espacio euclideano.

Una reflexién final. Dado que los vectores ?Z son s6lo una copia de los
vectores de la base candnica, podria parecer que la 1ltima definicién si nos
entrega una manera de identificar vectores tangentes, al menos en puntos
diferentes de una misma carta, sin embargo, el hecho de que los coeficientes
en la ecuacién (6.1) no sean constantes implica que tal identificacién no es
coherente con la identificacion entre cartas utilizada para definir vectores
tangentes como elementos de un epacio abstracto. Por ejemplo, los vectores

- _ -

7; tienen distintas coordenadas con respecto a los vectores €; en puntos
distintos, a no ser que las derivadas parciales en (6.1) sean constantes, lo
que implicaria que el cambio de variables en una funcién afin.

Ejercicios

1. Encuentre el plano tangente al elipsoide i—; + ‘Z—; + i—; = 1. En el punto

(45 3):
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2. Encuentre todos los puntos del toro del ejercicio 1 de la pégina 80
donde su plano tangente es horizontal.

3. Encuentre todos los puntos del toro del ejercicio 1 de la pagina 80
donde su plano tangente es vertical.

4. Demuestre que el plano tangente al paraboloide fl—i =+ %j = 2z no puede
ser vertical en ningin punto del plano.

5. Sea S una superficie en el espacio y sea 7 : S — R? la proyeccién en
el plano XY. Probar que dpm es un isomorfismo de 7,5 en R? (iden-
tificado con cu propio plano tangente) si y sélo si 7,5 no es vertical.

6. Considere el toro

T= {(z,u) €CxC=RY |z = |ul :1}.
Calcule dy 1) f si f(z,u) = (z%ub, zu?).

El fibrado tangente y los campos vectoriales

Como se discutié en la seccién anterior, el espacio tangente varia punto a
punto, por lo que vectores tangentes en puntos diferentes no son compara-
bles. Esto es una limitacién, dado que la idea de una magnitud vectorial
que varie continuamente de un punto a otro es necesaria en diversas aplica-
ciones de la teoria. Para dar sentido a esta idea es conveniente interpretar
los espacios tangentes en diversos puntos como subconjuntos de una misma
variedad. A fin de dar esta definicién sin entrar en un profundo estudio de
temas que conciernen a la topologia, debemos limitarnos a su estudio en el
contexto de variedades incrustadas en el espacio euclideo.

Precisando lo anterior, consideramos una subvariedad S del espacio Eu-
clideo R™ y definimos su fibrado tangente como el par (T'S, ) donde T'S es
la subvariedad del espacio Euclideo R?” definida por

TS — {(a,?> ER"xR"=R¥™ac S, ve TaS}.

Utilizamos la notacién vectorial en la segunda coordenada para recordar que
debe interpretarse como un vector. Debemos comprobar que este conjunto
asi definido satisface la definicién de subvariedad. En otras palabras, debe-
mos probar que cada punto de este conjunto tiene una vecindad (en R?")
cuya interseccién con T'S es la imagen de un mapa con derivada inyectiva.
Como S es una subvariedad (por hipétesis), existe una vecindad U C R”
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de un punto arbitrario a € S con esta propiedad. Es decir, existe un mapa
biyectivo ¢ : D — U NS, con diferencial inyectivo. Definimos, en base a
este, un mapa

Y :DxR™ — (UxR")NTS

o (25) = (o0 (7))

Se comprueba directamente que esta funcién es inyectiva. De hecho, si
— — . .
) (:x,w) = (y, u), se tiene en particular ¢(x) = ¢(y), y por lo tanto

r = y, dado que ¢ es inyectiva. La identidad w=u sigue ahora de la
inyectividad de la diferencial en x. La epiyectividad es ain mas simple.
Todo punto (a, ?) € (U x R") N TS satisface a € U por lo que a = ¢(b)
para algun elemento b € D, y el hecho de que el diferencial del mapa sea
epiyectivo como funcion al espacio tangente termina la demostracién. Para
comprobar que la diferencial de v es inyectiva, realizamos un cédlculo directo.
Sea ff una curva en(U x R™) NT'S, que escribimos como imagen = 1) o «
de una curva o en D x R™. Debemos probar que, si « tiene una derivada
no nula, entonces lo mismo ocurre con su imagen 3. Observemos primero
que « puede escribirse en coordenadas como sigue:

a(t) = (1), 7 (1)) -

mediante la ecuacién

De aqui obtenemos que su vector tangente en un punto p = «(0) es
—/ —/ —/
0= (To.70).

Por otro lado, tenemos

B(t) = v(a(t)) = (as(v(t)),dmo: (?@))) = <¢(v(t)),5(v(t)) (7o) )

donde x — d(x) = d,¢ se interpreta como una funcién que toma valores en
el espacio de funciones lineales de R™ a R™. Derivando esta ultima relacién,
se tiene

70— ( b (;@) o oyd (7’(0)) () +5(+) (3’(0)) )
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—/
Supongamos que 3 (0) = 0. En este caso, la inyectividad de d, )¢ nos da

—/
7 (0) = 0. Esto mata también el primer término de la suma en el primer
coeficiente. Concluimos que

L (F0)) =5(50) (F o) =0

por lo que ZI(O) = 0, de nuevo por la inyectividad de d ).

Consideremos la proyeccién en la segunda coordenada 7w : TS — S, a la
que llamaremos la submersién candnica. El lector puede probar como ejerci-
cio que es realmente una submersién. En este punto estamos en condiciones
de definir un campo vectorial en una variedad. Un campo vectorial es una
funcién continua f : S — T'S para la cual la composicién 7o f = idg es la
identidad en S. Asi definido, un campo vectorial se escribe en la forma

f(@) = (2.7 (@),

donde v (z) es un vector tangente en z. A menudo se escribe simplemente
v para el campo vectorial, pero no debemos olvidar que ¥ 1o es por si sola
una funcién, ya que toma valores en un espacio vectorial mévil. Esto no es
un problema en el contexto de variedades incrustadas, que hemos adoptado
aqui, pero si lo es en el contexto mas abstracto de variedades arbitrarias.
Habiendo definido campos vectoriales podemos extender la teoria de
ecuaciones diferenciales auténomas (independientes del tiempo) a variedades
diferenciales incrustadas en el espacio euclideo. En este contexto, una

/
ecuacién diferencial auténoma toma la forma = (t) =v (a:(t)) y una solucién

de dicha ecuacion es una curva parametrizada que satisface esa identidad.
Tales soluciones reciben el nombre de lineas integrales del campo vecto-
rial, y la teorfa de ecuaciones diferenciales nos garantizan su existencia
en una vecindad de cada punto. En un sistema de coordenadas locales
¢ : D — UnNS, siempre puede escribirse xz(t) = ¢ o y (), en cuyo caso la
regla de la cadena nos garantiza que para cada valor de t se satisface la

identidad
dyy® (Z’m) =2 (1) = (a(t)) = dy@qb( W (y<t>)> ,

donde el campo vectorial w se define en D mediante

W (y) = (dy0) " ¥ (8(x)).
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Esto nos permite resolver dichas ecuaciones en términos de las coordenadas
locales, y las lineal integrales asi obtenidas seran independientes de la carta
escogida. Mas aun, estas definiciones pueden extenderse al caso de var-
iedades no incrustadas mediante un uso extensivo de la construccion del
plano tangente introducida en la seccién previa, de un modo cuyos detalles
no precisaremos aqui.

Ejercicios

1.

Probar que el fibrado tangente T'C' del circulo C es difeomorfo al cilin-
dro C' x R.

Sea S una variedad, y sea S’ una subvariedad (inmersa) compacta. Sea
¥ un campo vectorial en S tal que v (p) pertenece al espacio tangente
de S’ para cada punto p € S’. Probar que toda curva integral de v con
una condicién inicial en S’ estd totalmente contenida en S’. Pruebe
con un contraejemplo que la hipétesis de compacidad es necesaria.

Sea 17 un campo vectorial diferenciable no nulo al interior de una
regién D C R? y sea a : [a,b] — D una curva, no necesariamente
diferenciable, en D. Probar que existen funciones diferenciables r, 6 :
[a,b] — R que satisfacen la relacién

—

% (a(t)) - r(t)(cosQ(t),senG(t)), Vt € [a,b].

En las notaciones del ejercicio anterior. Mostrar que si D es simple-
mente conexo, es decir, si para cada par de curvas «, 3 : [a,b] — D
tales que a(a) = B(a) y a(b) = B(b) existe una deformacién de ex-
tremos fijos que lleva o en 3, entonces el valor del dngulo de llegada es
independiente del camino, es decir si el dngulo se escoje de modo que
0o(a) = 65(a), entonces automaticamente 0, (b) = 0g(b). (Sugerencia:
Utilizando la continuidad uniforme, mostrar que es posible subdividir
el cuadrado en pequenos subcuadrados tales que el angulo esta bien
definido en cada uno y mover la curva de a poco). Concluir que existe
una funcién dngulo bien definida en todo el dominio.

Sea a(t) = (costsent) la parametrizacién usual del circulo. Utilizar el
ejercicio anterior para comprobar que un campo vectorial definido al
interior del circulo unitario que satisface

—

V () =Ta(t),
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para cada numero real ¢, debe anularse en algin punto al interior del
circulo.

. Sea S una superficie en el espacio que satisface las siguientes condi-
ciones:

e S tiene un tnico punto p en el plano XY, y, fuera de una vecindad
simplemente conexa U de dicho punto, la superficie se encuentra
por encima de un plano z = €.

e Aparte de p, no existe ningiin punto de la superficie en la que el
plano tangente sea horizontal.

e No existe un camino descendente en S que converja a un punto
que no pertenezca a S.

Probar que S es simplemente conexa. (Sugerencia: Probar que ex-
iste un campo vectorial 17 (¢) en S cuya proyeccién ortogonal al eje
vertical sea —z(q) 23 . Probar que para toda curva cerrada «, las
soluciones ¢(s,t) de la ecuacién diferencial % 2217 (:c(t)) con las

condiciones iniciales x(0) = a(s), para distintos valores de s, define
una deformacién de o en una curva contenida en U como en la Figura

6.8).

Figura 6.8: contrayendo una curva a una vecindad de un punto.

Metricas riemannianas

Recordemos que el largo de una curva en R” estd dada por la integral

b !/
() :/ 13 ()] dt.
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En el caso de una curva contenida en una variedad incrustada, el largo del

—/ . . : ;4
vector « (t) puede calcularse en términos de la parametrizacién y de una
matriz que se calcula en términos de los productos vectoriales de los vectores
de la base canodnica. Para precisar, consideramos la parametrizacién

a(t) = o(21(0), ... wu(t)) = 6(B(®)).

en la que §(t) = (:Ul(t), e ,xm(t)). Derivamos esta relacién para obtener
la expresion

—s/

H/( t) =dgwo (5 (t)> = dgp) ¢ (Z j(t) a) = Z%(@ <,
=1 =1

en términos de los vectores imagen ?Z:?Z (t) = dgo (E’Z> Con esta
representacion podemos calcular el largo del vector tangente mediante la
formula siguiente:

ERE

Por esta razén definimos g; ; —?Z - €. Estos son los coeficientes de una
matriz llamada la matriz métrica, o a veces también el tensor de Riemann
de la variedad. En términos de estos coeficientes, la formula para el largo
de una curva puede re-escribirse como sigue:

b
l(a)—/a ZZJE 2595 | dt.

=1 j=1

Los coeficientes g; ; estdn definidos en cada punto de la variedad y no depen-
den de la curva en cuestion, siné solo del punto, a travez de sus coordenadas
x;(t). Recuérdese que una forma bilineal simétrica definida en un espacio
vectorial real V' es una funciéon b : V x V — R que es lineal en cada vari-
able. Una forma cuadratica es una funcién de la forma ¢ (?) =b (ﬁ H)

Py / ’\ m m o
La expresion qi (7, ...,27,) = >0 > 70, ;25g:; es una forma cuadratica
definida en cada espacio vectorial tangente TpS. Como es costumbre en
la teoria de formas cuadraticas, esta tiene una representacién matricial del

tipo

/
g1 0 gin €7

gn,1  Gnn Lo
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La matriz Q1 = (gi)i,; que aparece en el centro es la matriz de Gramm
de la forma, que en este caso se llama matriz métrica. La forma cuadratica
q1 recibe también el nombre de primera forma fundamental de la variedad
S. Esta forma es positiva definida, ya que el largo de un vector es siempre
positivo. En particular, la forma bilineal asociada es un producto interno y
puede ser utilizado para medir angulos entre vectores y, por lo tanto, también
entre las curvas que los definen. Cuando las curvas coordenadas, es decir las
curvas de la forma «;(t) = ¢(ay,...,a;—1,t,a;1+1,ay), son ortogonales entre
ellas, es decir cuando la matriz (7 es diagonal, las coordenadas se dicen
ortogonales.

Consideremos un segundo mapa p, el cual tiene asociada una segunda

(. . - m  Oh;
base candnica, en la que la antigua toma la forma €,= ) 720 7z G j» como

en la ecuacién (6.1). Este mapa tiene a su vez asociada una segunda ma-
triz métrica (g; ;)i,; que se relaciona con la primera como ilustra el calculo
siguiente:

- o

" = Ohy; Oh N —
9i.j Jzzzaka l<<k ) Zza g (6.2)
k=0 1=0 /%1 9T k=0 1=0

Dada cualquier variedad S, esté o no incrustada en R", es posible forzar
una métrica riemanniana simplemente asociando una familia de matrices de
Gramm positivas definidas que sean coherentes en el sentido de que sat-
isfagan la ecuacién (6.2). Una métrica g de este tipo recibe el nombre de
métrica riemanniana abstracta y el par (S, g) recibe el nombre de variedad
riemanniana abstracta.

Un difeomorfismo local entre dos variedades ¢ : S — S’ se dice una

isometria local si se cumple la identidad
—> —> —
= dpo () - dyo (). (6.3)

para cada par de vectores tangentes U, we T,S en cualquier punto p €
S. Las isometria locales preservan el largo de las curvas, en el sentido de
que cualquier curva tiene el mismo largo que su imagen. Las isometrias
locales jugaran un rol importante en nuestro estudio de la geometria de las
superficies en el proximo capitulo. Una isometria local biyectiva se dice
simplemente una isometria. Isometrias locales pueden definirse también
entre variedades riemannianas abstractas. En este sentido, cada vez que
se define una tal variedad, es posible plantear el problema, a menudo dificil,
de determinar si tal variedad es isométrica a una variedad incrustada en
un espacio euclideo dado. Si S’ es una variedad riemanniana y S es una



L. Arenas-Carmona 104

variedad arbitraria, la ecuacién 6.3 puede utilizarse para definir una métrica
en S llamada la métrica pre-imagen, comunmente denotada por ¢*g. Si ¢
es un difeomorfismo, puede definirse también una métrica imagen ¢.g de
manera analoga.

Ejercicios

1.

Calcule el tensor de Riemann (la matriz métrica) para parametriza-
ciones de la esfera y el cilindro.

. Calcule el tensor de Riemann para el espacio, en las coordenadas

usuales, las coordenadas cilindricas y las coordenadas esféricas.

Calcule el tensor de Riemann para el plano en coordenadas polares y
utilicelas para calcular el largo del circulo unitario y el segmento de
recta que une los puntos (1,0) y (0,1).

. El plano hiperbdlico se define como el semiplano superior {(z,y)|y >

0} con el tensor de Riemann dado por

1 1 0
G—w<01)

Calcule el largo del segmento que une (0,1) con (2,1) y del arco de
circulo con centro (1,0) que los une.

Sean p y g dos puntos de la esfera ubicados en un mismo meridiano.
Probar que el meridiano es el camino mas corto entre p y gq. Puede
utilizar este resultado para encontrar el camino mas corto entre dos
puntos cualesquiera de la esfera? (recuerde que se tiene libertad para
escoger el sistema de coordenadas).



Capitulo 7

Superficies en el espacio

Propiedades elementales

En este capitulo especializaremos lo que se ha hecho hasta aqui al caso
de variedades bidimensionales, es decir superficies. Especificamente, deno-
taremos por S una superficie incrustada en el espacio tridimensional R3.
Consideramos el rango W C S de un mapa ¢, y denotamos un punto de

W como P = ¢(u,v) = <:L’(u,’u),y(u, v),z(u,v)). En ocasiones, por con-

sistencia notacional, utilizaremos el vector posicién z (u,v) que satisface
o(u,v) = O+ z (u,v), donde O es el origen de coordenadas. La derivada de
la parametrizacién es, por lo tanto, la transformacién lineal correspondiente
a la matriz

Ox/0u Oz /0v
dy/ou Jy/ov
0z/0u 0z/0v

. — —
Los vectores columna de esta matriz se denotan =, y Z,, a fin de ayudarnos
a recordar cual corresponde a cual variable. Estos son los generadores del
espacio tangente TpS C R3. De este modo, una curva dada por «(t) =

qﬁ(u(t), v(t)) tiene el vector tangente

a(t)=u T, +v T,

de acuerdo a la regla de la cadena. El vector normal a la superficie en el

punto P se define por
Ty x @
u v
(P> = —

- =
| £, X T

105
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Figura 7.1: El plano tangente y el vector normal.

La matriz métrica (o tensor de Riemann) es la matriz de 2 por 2 definida

mediante Q1 = ( ? g >, donde

- = - = - =
E=x, -z,, F=x, -x,, Gxy-x,.

La correspondiente forma cuadrética q;(x,y) = Ex? + 2Fxy + Gy? recibe
el nombre de primera forma fundamental de la superficie, y es una matriz
positiva definida, lo que en dimensién 2 significa E > 0y EG — F? > 0.
Dos curvas se dicen ortogonales si sus vectores tangentes en el punto de
encuentro son ortogonales. Se sigue que las curvas u = cte y v = cte son
ortogonales si y s6lo si F' = 0. Si este es el caso, diremos que el sistema de
coordenadas es ortogonal.
— — .
Recordemos que el largo del vector x, X x, se calcula mediante la
férmula
— — — —
| Ty X Ty | =] 2y || ¥y |senry,
donde « es el angulo que subtienden. Se sigue que
e o2 o217 2 21 12 a2
| Ty Xy |“=| Ty |*| Ty |° = | Tu || Ty |*cos”y
=21 2 N2 2
=|zy || Ty | = (2y - Ty)°=EG — F~.

Si recordamos que el area de una superficie esta definida mediante la férmula
— - . . ..
A(S) = [4]| Ty X ¥y | dudv, obtenemos la identidad siguiente:

A(S)—/S\/EG—FQdudv—/S\/dethdudv.
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Ejercicios
1. Describa la superficie parametrizada por

x =acoshucosv, y=acoshusenv, 2z =senhu,

conu € Ry 0<v<2m.

2. Suponga que el conjunto de soluciones de la ecuacién F(z,y,z) =
0 en una vecindad de la solucién P = (zg,yo,20) es una superficie

parametrizada regular S, y que F tiene un gradiente V# 0 en ese

punto. Probar, usando la definicién del plano tangente T FS , que este

. . 7 ﬁ _>
tiene ecuacién V - X= 0.

o)

3. Una superficie S estd descrita por un mapa ¢ : C = S donde C es
el interior del cuadrado con vértices en (£1,+£1) y la primera forma
fundamental en el punto P = ¢(u,v) es

E F\ [ 4? 2w
F G ) \ 2uw 20 )°

Calcule el area de S.

4. Sea o : I — R3 una curva con tangente unitaria T = /. Sea S la
superficie parametrizada por

—

z (u,v) = a(u) +vT'(u).

Esta superficie se conoce como la desarrollable tangencial de la curva
a. Calcule la primera forma fundamental de S.

5. El plano hiperbdlico es una superficie que tiene un mapa definido en el
semiplano superior, con respecto al cual la primera forma fundamental
tiene la matriz métrica siguiente:

(Fe)ela?)

Calcule el area de la regién del plano hiperbélico mapeada por la parte
del semiplano que se encuentra por encima del circulo unitario y entre
las rectas de acuacién z = +1 (Ver Figura 6.2).
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A A I

Figura 7.2: Una regién en el plano hiperbdlico.

6. Probar que la curva mas corta, en el plano hiperbdlico, que va del
_>
punto z (0, 1), de coordenadas y = 1, x = 0, y un punto de la forma

z (0, h) es la imagen del segmento que une (0,1) con (0,h). Calcule
el largo de dicha curva.

7. En las notaciones de los problemas precedentes, probar que la imagen
de la porcién del circulo unitario que une %(1, )y %(—1, 1) es més
corta que la imagen del segmento de recta que une dichos puntos.

8. Probar que si la primera forma fundamental es

(Fe)-(oe)

las curvas paramétricas u = cte determinan segmentos iguales sobre
las curvas v = cte.

Curvatura normal e indicatriz de Dupin

Estudiaremos ahora la curvatura de una curva « contenida en la superficie
S. Recordemos que el vector curvatura es la derivada del vector tangente
unitario con respecto a la longitud de arco, es decir

dT

— —

ko= a:kocNoc‘
ds

Utilizando la descomposicién ortogonal de R? determinada por el vector
normal a la superficie en un punto dado, es decir la descomposicién ortogonal



L. Arenas-Carmona 109

]R =R H(P) 1L TpS, podemos escribir ka—kn + k;g, donde kn— k,, n y

k € TpS. Llamaremos a kn el vector curvatura normal y a k g el vector
curvatura geodésica de la curva. Veremos que estos dos vectores tienen
propiedades bastante distintas en términos de la superficie. El nimero k,
se denomina curvatura normal (escalar) de la curva.

Figura 7.3: La curvatura normal y la geodésica.

Supongamos que la curva estd parametrizada por longitud de arco. En-
—/ —

tonces la curvatura normal es el producto interno T - 7 donde T es la
— —/

tangente a la curva. Derivando la relacién T - n— 0, obtenemos, T -n

— /
LT = 0, de donde concluimos que k, = —T" n . Aqui n debe interpre-

tarse como una funcién del pardametro longitud de arco mediante la ecuacién
— — , —/ e e
n (s) =n (a(s)). Laregla de la cadena nos da entonces n = u’ n, +v" n,,
donde n, es la derivada parcial 3. n, y n, se define del mismo modo. De
este calculo obtenemos la férmula

- = - = - = - =

k= (W) (24 - ) + (W) (W) Ty - 1y + Ty - 1) + ()P (2 - 1),
Notemos que, al igual que la longitud de arco, la curvatura normal tiene
una expresién del tipo k, = g2(u/,v"), donde los coeficientes de la forma
q2(z,y) = ex?® + 2fxy + gy? se definen como sigue:

- = - = - = - =
€=y Ny, 2f =Ty Ny~+ Ty Ny, G=Ty-Ny.

En particular, la curvatura normal depende sélo del vector tangente a la
curva en un punto dado, no de la segunda derivada. Se interpreta como
la parte de la curvatura que es producto de la curvatura intrinseca de la
superficie. Este no es, como se expone en el capitulo siguiente, el caso de la
curvatura geodésica. La forma ¢o se denomina “segunda férma fundamental
de la superficie”.
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Proposicion 7.1. Los coeficientes de la seqgunda forma fundamental se
pueden definir alternativamente mediante las formulas siguientes:
— — — — — — — —
€= —Tyy N, [=—Ty N=— Ty N, g=— Ty, N.

.’ , — — —
Demostraciéon Notese que Ty y Ty son ortogonales a n. De hecho,
. Lo . . .
derivando la ecuaciéon z, - n= 0 con respecto a u se tiene la identidad
—

— — — — — — — .,
Ty - M + xy - ny= 0, de donde z,, - n= — x, - n,. La relacién
— — — -

Tyy + M= — T, + Ny, se demuestra analogamente. Sumando estas dos

identidades se tiene

— - = — - = - =
Ty M+ Ty - M= — Ty Ny — Ty - Ny= —2f.

*> ﬁ .7 .
Como T, =1, para una funcién de tipo C2, cada uno de los sumandos es
igual a —f. Las identidades restantes se prueban del mismo modo, pero sin
el paso final. O
Noétese que en la, demostracién anterior se probd tambien la relacién z,
— — . .
- Ny=2, - N,= f. Dejamos los detalles al lector. La matriz de Gramm (5 =

e . . .
( f g > correspondiente a la segunda forma fundamental es simetrica,

pero no necesariamente positiva definida. La curva cénica ¢a(z,y) = 1
recibe el nombre de indicatriz de Dupin de la superficie en el punto P, y
puede ser el vacio, una elipse, una recta doble o una hipérbola, dependiendo
de la signatura de la segunda forma fundamental. Esta cénica puede usarse

= [k

Figura 7.4: La indicatriz de Dupin.
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para aproximar la interseccién de la superficie con un plano que se obtiene
desplazando levemente el plano tangente, en el sentido siguiente:

Definition 7.2. Dos conjuntos I y I'” se encuentran a distancia de Hausdorff
dp si dyg es el mayor niimero real tal que todo punto de I" estd a distancia
menor o igual a dy del conjunto I'' y lo mismo vale si permutamos I" con I".

Proposicién 7.3. Asuma que la forma g es no nula. La indicatriz de

Dupin es el limite, para € — 0+, de una renormalizacion de la interseccion
. — .

de la superficie con un plano de la formaTpS—e np, en toda region acotada.

Demostracion Primero describiremos la interseccion de la superficie
con el plano como el conjunto de ceros de una funcién que es muy similar
a la forma ¢o. Esto es sencillo de hacer. Luego justificaremos el hecho de
que ecuaciones “parecidas” tienen un conjunto de soluciones cercanos en la
metrica de Hausdorff. Esto concluird la demostracion.

Para cubrir el primer objetivo, consideramos la ecuacién del plano tan-
gente desplazado Y. = TpS + ¢ n p del enunciado. Este tiene la ecuacion
intrinseca (g —P)- ﬁp: ¢, donde P = ¢(u,v) es un punto del plano bajo
nuestra parametrizacién. Como es usual consideramos a € tan pequefio como
sea necesario. Un punto ¢(u+0,v+n) de la superficie cercano a P pertenece
al plano >, si y sdlo si su diferencia con P, que como recordaran debe in-
terpretarse como un vector en R3, satisface la relacién siguiente:

(qb(u—i-é,v—i-n) —P)- n=e.

Expandiendo la primera funcién de la izquierda en serie de Taylor, y uti-
o 1+ L
lizando la conocida cota §'n? < (max{d,n}) < (82 + n?)+)/2 | obten-

emos la relacién siguiente:
(6 Ty A0 Ty 182 T 208 T oo 417 T +O((172 + 62)3/ 2)) h—e.

Obsérvese que los vectores ;u y ?v son ortogonales a ?Z, lo que puede
utilizarse para simplificar la expresién precedente, de modo que la renor-
malizacién dada por w = §/y/—€ y z = n/y/—€ nos d4 una ecuacién de la
forma siguiente:

g2(w, 2) + Ce(w, 2) = 1, (7.1)

donde (. es una funcién de dos variables que converge a 0 uniformemente
en todo conjunto acotado cuando ¢ — 0+. Supongamos primero que la
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indicatriz de Dupin es una elipse. Si suponemos que |((w, z)| < v en una
bola grande alrrededor de 0, las soluciones de (7.1) deben estar contenidas en
la banda 1—v < g2(w, z) < 1+4v la cual tiene la forma ilustrada en la Figura
7.5. Mas atn, la funcién ¢a(w, z)+(c(w, z) puede tomar sélo valores menores
a 1 en la region interior I y sélo valores mayores a 1 en la regién exterior F,
excepto quizas fuera de un conjunto acotado grande. Debemos concluir que
el conjunto solucién de (7.1) debe necesariamente separar ambas regiones,
por lo que ninguna lonja transversal de esta banda puede carecer de puntos
de dicho conjunto solucién. El resultado sigue.

E

-

Figura 7.5: Aproximando un conjunto solucion.

Si la indicatriz de Dupin es una hipérbola, el argumento es similar, salvo
que debe considerarse la interseccién de cada regién con un conjunto acotado
grande, lo mismo sucede en el caso de dos rectas. En el caso en el que la
indicatriz es vacia, g2(x,y) es siempre negativa, por lo que la ecuacién (7.1)
carecerd de soluciones. O

Suele llamarse punto eliptico de una superficie a aquel cuya indicatriz
de Dupin es una elipse y punto hiperbédlico aquel cuya indicatriz es una
hipérbola.

Ejercicios

1. Probar que toda recta contenida en una superficie tiene curvatura
normal nula. Que puede decirse de la curvatura geodésica?

2. Calcule la segunda forma fundamental para el cilindro y la esfera.

3. Pruebe que, si una superficie con ¢ # 0 se encuentra totalmente con-
tenida en uno de los semiespacios determinados por su plano tangente,
entoces su indicatriz de Dupin es una elipse o un par de rectas parale-
las.
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4. Sea S una superficie, sea P un punto en S y sea ¥ un plano que
pasa por P. Probar que, si S estd totalmente contenida en uno de los
semiespacios determinados por 3, entonces X es el plano tangente a
la superficie en P.

5. Sea S una superficie compacta en el espacio tridimensional. Probar
que S tiene al menos un punto no hiperbdlico.

Cambios de coordenadas para formas cuadraticas

En lo que sigue necesitamos algunas herramientas algebraicas de la teoria
de formas cuadraticas, por lo que la presente seccién serd un breve repaso
de la misma. Nos limitaremos al caso bidimensional, pero todo lo que se
dice en esta seccion se generaliza a formas cuadraticas de cualquier rango y
a variedades n-dimensionales.

Supongamos que un espacio vectorial V' tiene dos bases By y Bs. En
este caso, se tiene una matriz de cambio de base

By [ dig dip
M= Mg = ( do1 da2 >

Las columnas de esta matriz de cambio de base corresponden a los vectores
de la segunda base escritos en términos de la primera base. En este caso,

si {el, 62} es la pr1mera base y {fl, f2} es la segunda, para todo vector

U=a €, +4 o= v f1 +0 f2, se tiene la relacién matricial

B doy da2 0 )
A menudo se escribe esta relacion utilizando la notacién mnemotécnica

By, —7 . . . .
vp,=M Bf v p,, donde el subindice inferior recuerda en que base se es-
cribe cada vector columna o columna de matriz. Uno puede mejorar atin

més esta regla utilizando las filas de vectores QP = <?1 _e)2> y QB2 =
—
( fi1f 2), para escribir la definicion de la matriz de cambio de base me-

diante Q52 = QB M gf. Noétese que podemos identificar el vector v con

— — . .
el producto QP2 vp,= QP vp . Estas convenciones permiten recordar
facilmente el orden de las matrices de cambio de base y se utilizardn en todo
lo que sigue.
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Consideremos ahora una forma cuadrética q : V' — Ry su forma bilineal
simétrica asociada b: V x V — R definida por la formula de polarizacion:

o0 (7,2) = (74 8) — 0 (%) - ().

Esta forma bilineal puede escribirse, en términos de una base dada, mediante

matriz de Gramm Q5151 la que, con las convenciones anteriores, podemos

: . . e - =
definir, utilizando la notacién alternativa v x w=1b( v, w |, por

— — — —

B1,B €1* €1 €1% €2 B\t B

Q1,1: 5 5 5 5 :(Ql)*Ql,
€g %k €1 €9 % €9

donde el exponente t denota trasposicion. Con esta convencién, la matriz
de Gramm en una segunda base esta dada por

QPP = (P21« P2 = (P MP2) « QP MR = (M) QPP .

Este cédlculo nos da una nueva demostracion de la férmula de cambio de
coordenadas para la métrica que se deduce en el capitulo anterior utilizando
vectores. Una forma cuadratica es, en las notaciones del capitulo 9, un
primer ejemplo de tensor, de hecho puede definirse como un tensor dos veces
contravariante.

Una forma cuadratica positiva definida es aquella que sélo toma valores
positivos en vectores no nulos. La forma bilineal simétrica asociada a una
forma cuadrética positiva definida recibe el nombre de producto interno.
Todo producto interno tiene una base ortonormal, obtenida mediante el
proceso de ortogonalizacién de Gramm-Schmidt. Lo que significa que para
toda matriz positiva definida @) existe una matriz de cambio de base M que

satisface
. (10
M'QM = < 01 )

Volvamos ahora al contexto de geometria diferencial. Si se reparametriza
una superficie mediante un cambio de pardmetros u = u(s,t), v = v(s, t), la
. - = L . .
base asociada By = {4, x4} se expresa en términos de la antigua mediante
las relaciones siguientes (ver Capitulo 5):

s
El édlgebra lineal expresa esta relacion mediante una matriz de cambio de
base: / /
. By ou/ds Ou/ot

M= Mg = ( ov/0s /ot )
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Esta matriz puede ajustarse para tomar un valor arbitrario en un punto
dado, de hecho si u = as + bt y v = cs + dt, entonces

(Guo o )= n):

De aqui se deduce facilmente el siguiente resultado:

Proposicion 7.4. Para toda superficie S y todo punto P € S existe un
sistema de coordenadas en el cual la matriz métrica en P es la identidad.

Noétese, sin embargo que la existencia de un sistema de coordenadas
en el cual la matriz métrica sea la identidad en una vecindad abierta de
P es equivalente a la existencia de una isometria entre dicha vecindad y
un abierto de R%. Veremos en el préximo capitulo que dicha isometria no
siempre existe.

Los valores propios de una matriz 1" son, por definicién las raices del
polinomio Cr(X) = det(T — XI), donde I es la matriz identidad. En otras
palabras, A es un valor propio si existe un vector columna no nulo que
satisface T v= A v. Tal vector columna se denomina un vector propio. Los
vectores de la base canodnica son vectores propios si y sélo si la matriz es
diagonal. La idea de valor propio estd asociado a la idea de matriz como
representacion de una funcién lineal f, en términos de una base By. En
este caso escribimos T = | f]gi. De hecho, la matriz correspondiente a una
transformacién lineal se obtiene escribiendo, en las columnas de la matriz,
las imagenes de los vectores de la base candnica. En las notaciones anteriores

(f () 1 (22)) _ (48T

Lo que podemos resumir como Qf(B1) = QB [f] gi, lo que es un leve abuso

de notacién ya que los vectores en la fila Qf (B1) no siempre forman una
base, pero la notacién se generaliza sin problemas a pares de vectores. Si
consideramos una segunda base By podemos escribir

Q[ f]g = QI = QI BIMEY = QP [f]5 M
—1
=P (MB) (A1RME:,

donde la segunda igualdad es simplemente la linealidad de f aplicada por
cordenada (sugerimos al lector escribir cada lado en detalle). Esto nos da
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la conocida féormula de cambio de variables para la matriz de una transfor-
macién lineal.

-1
B B Ba gy sB
5= (ME) 1nRME
Es importante no confundir esta férmula con la de cambio de variables en la
matriz de Gramm de una forma cuadratica, dado que necesitamos deducir

una formula que las involucra a ambas. De hecho, utilizaremos el siguiente
resultado bien conocido del dlgebra lineal:

Una matriz simétrica S, en un espacio vectorial real, tiene una
base ortogonal (con respecto al producto punto usual) de vec-
tores propios.

Dividiendo cada vector de la base por su largo, podemos asumir que esta
base es ortonormal, por lo que la matriz de cambio de base no modifica el
producto punto. Como el producto punto tiene a la identidad como matriz
de Gramm, la matriz de cambio de base satisface MM = I. El hecho de
que sea una base de vectores propios nos dice que M ~1SM es una matriz
diagonal, con los valores propios en la diagonal. Por otro lado, el hecho de
que M*M = I nos dice que M* = M~ por lo que en este caso particular
la férmula anterior puede interpretarse indistintamente, ya sea como un
cambio de variables de una transformacién lineal, ya sea como un cambio
de variables en una forma cuadratica. Por supuesto, es posible realizar un
cambio de base a esta iltima matriz para que los elementos diagonales estén
en el conjunto {0,1, —1}, pero esto no es posible con una matriz de cambio
de base ortogonal.

El siguiente resultado se deduce inmediatamente de la discusién que
precede:

Proposicién 7.5. Dadas dos formas cuadrdticas q1 y q2, con q1 positiva
definida, existe una base en la que la matriz de Gramm de q1 es la identidad,
mientras que la matriz de Gramm de g2 es diagonal.

Si Q1 y Q2 son las matrices de Gramm de las dos formas cuadraticas
arriba mencionadas, los elementos diagonales son las raices del polinomio
p(X) = det(XQ1—Q2). Nétese que estas raices permanecen invariantes bajo
cambios de coordenadas, dado que las matrices de cambio de coordenadas
tienen determinante no nulo. Estas raices son referidas a veces como valores
propios relativos.
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Ejercicios

1.

Encuentre una base en la que la forma cuadratica con matriz de
Gramm
3 1
(1 1)

Encuentre los valores propios relativos de la matriz simétrica

o-(2)

con respecto a la matriz positiva definida del ejercicio precedente.

sea ortonormal.

Para cada punto P en la esfera, encuentre un sistema de coordenadas
en los cuales la primera forma fundamental tenga matriz de Gramm

Q—(é?).

. Sea () una matriz simétrica positiva definida. Probar que para toda

superficie S y todo punto P € S existe un sistema de coordenadas en
el cual la matriz métrica en P es igual a Q.

Determine para qué valores del pardmetro m existe una superficie S en
R? que pasa por el punto (0,0,0) y cuya primera forma fundamental
en ese punto es

EF\ ( m 1-2m
F G /) \1-2m m '

Probar que si, una matriz simétrica () tiene un valor propio positivo
y uno negativo, lo mismo es cierto para la matriz M*QM para toda
matriz invertible M.

Justifique.

Lineas asintéticas y de curvatura

Un vector v= a §u +b E’UG TpS que satisface la ecuacién ga(a,b) = 0
se denomina una direccién asintotica. Tales direcciones existen si y sélo si
la forma ¢o no es definida, es decir, si y sélo si la indicatriz de Dupin es
una hipérbola o una cénica degenerada. Cuando la indicatriz es una elipse,
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Figura 7.6: Lineas asintéticas (a) y de curvatura (c) cerca de un punto
hiperbdlico.

no hay direcciones asintdticas. Una curva contenida en una superficie S se
dice asintética si su derivada en cada punto es una direccion asintética. Las
curvas asintéticas se pueden interpretar geométricamente gracias al siguiente
resultado:

Proposicion 7.6. Una curva contenida en una superficie S es una curva
asintotica si y solo si, en cada punto de la misma, el plano tangente a la
superficie coincide con el plano osculador de la curva.

Demostracion Se sigue de la definicion que una curva es una linea

asintética si y sélo si su curvatura normal es nula en cada punto. En otras
- =

palabras, El vector curvatura k=Fk 4 estd contenido en el plano tangente a la
superficie. Recuérdese > que el plano osculador esta generado por la tangente

y el vector curvatura k; k N donde N es la normal principal de la curva.
Como la tangente a la curva estd siempre contenida en el plano tangente,
lo anterior equivale a decir que el plano osculador coincide con el plano
tangente. O

Utilizando los resultados de la seccién anterior, es posible encontrar un
sistema de coordenadas 7 (u,v), en una vecindad de un punto P, tales que
los valores de las matrices que corresponden a la primera y segunda forma
fundamental sean, en el punto P mismo, las siguientes:

ar=(5 V)@= )

Los valores k1 y ko son los valores propios relativos de Q2 respecto a 01, es
decir, las raices de la ecuacién

det (QQ(P) - le(P)) = 0. (7.2)
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Se conocen normalmente como curvaturas principales de la superficie en
el punto P. Los vectores E;U y Z,, que conforman la base en la cual las
formas fundamentales tienen la forma sencilla ya mencionada, reciben el
nombre de direcciones principales de curvatura. Notese, sin embargo, que
las curvaturas principales pueden caracterizarse como las soluciones en k de
la ecuacién (7.2) en cualquier sistema de coordenadas, y que las direcciones
principales de curvatura son los vectores propios relativos correspondientes,
es decir las soluciones en v de cada una de las ecuaciones lineales

Qs V= Fk1Q1 v, Q2 V=kyQy v,

normalizados de manera que satisfagan también la condicién de ser vec-

o - —t =

tores unitarios, lo que en nuestro caso significa v @1 v= 1. Una curva
se denomina una linea de curvatura si su vector tangente en cada punto es
una direccién principal de curvatura. Puede eliminarse, en esta definicién la
condicién de que el vector tangente sea unitario, lo que equivale a tomar una
reparametrizacién arbitraria de la curva. Por cada punto de una superficie
pasan exactamente dos lineas de curvatura, excepto aquellos puntos en los
cuales k1 = ko, en cuyo caso cada vector del plano tangente es una direccion
principal de curvatura. En este caso no existe un sistema de coordenadas
preferente (en tanto sea ortonormal en el punto). Los puntos que satisfacen
la condicién k1 = ko se denominan umbilicos.

gl ey
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Figura 7.7: Lineas de curvatura de diversas superficies (fuente: Wikipedia).

La curvatura gaussiana se define como el producto K = kiko de las
curvaturas principales. Notese que, si M es una matriz de cambio de base
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10

T _
talqueMQlM—<0 1

>, las curvaturas principales son los valores
. . T . . T 1 0YV. ..
propios de la matriz M* QoM. La identidad M* Q1M = 01 implica

det(MTQ M) = det(M7T) det(Q1) det(M) = det(Q1) det(M)? = 1.
Se concluye que

_ det Q2

K = det(MTQyM) = det(Q2) det(M)? = et 0,

Esta ultima formula es valida en cualquier sistema de coordenadas.

Las formas bilineales asociadas a las formas cuadréticas g1 y g2 (y definidas
mediante la férmula de polarizacién) se calculan en términos de las matrices
de Gramm como sigue:

- — —t — - — —t —
by (v,w) =v @1 w, bg(U,w) =v @Qaw.

Cada forma determina una condicién de ortogonalidad diferente:

1. Dos vectores del espacio tangente se dicen ortogonales si bl(z, 1_1;) =

0. Para el caso de superficies incrustadas en R3, este concepto es
consistente con la nocién usual de ortogonalidad en el espacio tangente
como subespacio de R3?, aunque la nocién puede definirse en general
para cualquier métrica Riemanniana.

2. Dos vectores se dicen direcciones conjugadas si satisfacen la relacién
— —
ba(v,w) = 0.

Las direcciones principales de curvatura son ortogonales y conjugadas, pero
los dos conceptos rara vez coinciden, excepto en un umbilico. El concepto
de direcciones conjugadas tiene otra interpretacion geométrica dada por el
siguiente resultado:

Proposicién 7.7. La posicion limite de la interseccion de los planos tan-
gentes a la superficie en dos puntos de una curva que se aproriman es la
direccion conjugada a la tangente a la curva.

Demostraciéon Sea a : I — S la curva en cuestién y sean «(t) y

a(t + h) dos puntos sobre esa curva. Un vector U esté en la interseccién de
los planos tangentes si se cumplen simultdneamente las identidades

" (a(t))- v=0, 71 (a(t + h))- v=0.
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En particular, se tiene que
1
= [ﬁ (a(t v h))_ n (a(t))} =0,

/
En el limite, obtenemos por lo tanto la relacién (ﬁ oa) (t)- v= 0. Escri-

!/
biendo esta derivada simplemente como n , obtenemos, por la regla de la
!/

g g , . .
=u' n, +v’' n,. De aqui se tiene, por la definicién
de la segunda forma fundamental, la siguientes identidades:

.7 %
cadena, la expresion n

/ /
n o Zy=de+'f, n o Zy=u'f+'g.
—/ —
Por otro lado, n es ortogonal a n, y por lo tanto un vector del plano

tangente a la superficie. Si lo escribimos escribimos en términos de la base
. N .= — - .
asociada a la parametrizacién, es decir n = a =, +8 Z,, se tiene, por la

definicién de la primera forma fundamental, las identidades siguientes:

—/

n -?u: oF + BF, ﬁ,-?vz oF + 5G.

Combinando estas cuatro identidades obtenemos la ecuacién matricial

o5 6 ) =0 (G )

. 7 _>/ _>
La relacién n - v=

matricial

0 es equivalente, si V= ~ ?u +4d a_gv, a la identidad

(5 ) ()

la que es equivalente a

(5 ()0

Esta 1ltima dice, en coordenadas locales, simplemente que se tiene la iden-

- —x
tidad by(T, v) = 0 como se afirmé. O
Ejercicios

1. Sea S la superficie de revolucién

—

z (u,v) = (f(u) senv, f(u) cos v,g(u)).

Probar que las lineas paramétricas u = cte y v = cte son ortogonales.
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2. Mostrar que, si una curva subtiende un angulo 6 con la direccién prin-
cipal correspondiente a la curvatura ki, entonces su curvatura normal
estd dada por la férmula k, = ki cos? 6 + ko sen?§. Este resultado se
conoce como Teorema de Euler.

3. Encuentre las curvaturas principales del elipsoide
2 2
x
a? v
4 9

2

‘ I

+2 =1

1

(=)

en el punto (2,0,0).

4. Demuestre que una condicién necesaria y suficiente para que las lineas
asintoticas sean ortogonales es

Eg—-2Ff+eG =0.
5. Probar que las lineas paramétricas son lineas de curvatura si y sélo si
F=f=0.

6. Sea S la superficie de revoluciéon que se obtiene al girar a curva y =
f(x) alrededor del eje Y. Probar que los paralelos y los meridianos de
S (es decir las curvas 6 = cte y r = cte) son lineas de curvatura.

7. Probar que una desarrollable tangencial tiene curvatura Gaussiana
nula y encuentre sus lineas asintéticas y de curvatura.

8. Probar la identidad
eg— f2= [7_{ (ﬁ)u X ﬁ)v)]m

. . . g . o —
y concluir que la curvatura Gaussiana se anula si y sélo si n, y n,
son paralelos o si alguno de ellos es nulo.



Capitulo 8

Geometria intrinseca de
superficies

El propésito del presente capitulo es estudiar las propiedades de las superfi-
cies con una métrica Riemanniana, como objetos abstractos. En otras pal-
abras, nos interesa estudiar las propiedades de una superficie que quedan in-
variantes bajo difeomorfismos que preservan la primera forma fundamental.
Estos son conocidos como isometrias. Como regla general, una propiedad
de una superficie, o una magnitud asociada a la misma, se dice invariante (o
intrinseca) cuando no se altera al remplazar una superficie por una imagen
isométrica. Esta definicién puede aplicarse tanto a propiedades locales como
globales. Es decir, tenemos propiedades intrinsecas locales, que se preser-
van bajo isometrias locales, asi como propiedades intrinsecas globales, las
que sélo se preservan bajo isometrias definidas en toda la superficie y que
poseen una inversa global. Ejemplos sencillos de esta tltima categoria son
el largo de una curva o el area de una superficie, ya que estas magnitudes
se expresan mediante integrales que dependen sélo de los coeficientes E, F
y G. Ejemplos de la primera son las curvaturas Gaussiana y geodésica que
estudiaremos a lo largo de este capitulo.

La curvatura gaussiana y el Theorema Egregium

El primer resultado de este capitulo nos dice que la curvatura gaussiana es,
efectivamente, una propiedad intrinseca de una superficie. Este es el llamado
Theorema egregium (o Teorema destacable en latin) de Gauss:

Proposicion 8.1. La curvatura gaussiana K = kiks es invariante bajo
isometrias.

123
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Antes de comenzar la demostracién, necesitaremos una férmula para las
derivadas del vector normal:

Lema 8.2. Las derivadas parciales del vector normal estdn dadas por las
formulas siguientes:

> _ (G~ fF) Ty +(fE — Fe) 7,
‘o GE — F?2 ’

o _ (fG—gF) Ty +(gE — fF) T,

v GE — F?

Demostracién Como el vector normal unitario tiene largo constante,
sus derivadas son perpendiculares a él, por lo que se encuentran en el plano
tangente. Por esta razén podemos utilizar las matrices de vectores QX =

- = N - = _ .. ..
Ty Ty )y QY = (ny n, | para escribir, en forma matricial, las definiciones

de las matrices de Gramm de las dos formas fundamentales:
Q1 = ()", Q2 = ()" Q%

Sea A una matriz cuyas columnas corresponden a las derivadas del vector
normal en términos de la base {?u, ?v}, es decir QV = Q¥ A. Esta tltima
relacién nos permite escribir A'Q1 = @Q2, o, equivalentemente, A = Qleg.
El enunciado se obtiene multiplicando explicitamente dichas matrices. [

Este resultado serd utilizado en forma del corolario de abajo, el que se
demuestra mediante un simple célculo.

Corollary 8.2.1. Si ﬁu: a ;u +c ?v Y Hv: b Zu +d ?v, entonces se
tiene la relacion siguiente:

(eg — fAHF det Q2 . _

—eh— = =
Ja=eb="Fa"Fr T dwq,

KF.

Demostracién del Theorema Egregium. Comencemos por escribir
las derivadas de segundo orden en términos de los vectores de la base
L. - = = . sl
canénica {x,, £,,n}. El vector normal es perpendicular (por definicién)

al plano tangente. Por consiguiente, podemos utilizar las relaciones

— — — — — —
Ty " M= —€, Tyy  N=—f, Ty n=—g,
para escribir las siguientes expresiones:

— — — —
— u v
Tyu=1y, Tu +1y, T —€n,
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— — — —
— U v
Tyw=10y Ty +0, To —f 0y
— — — —
u v
Typ=Dy, Ty +Ly, Ty —g 1.

Por simetria, definimos I',, = I'{,, para c € {u,v}. Esta convencién es natu-
ral, dado que las derivadas parciales conmutan. Precisamente, utilizaremos
la identidad ¥uvu:¥uuv para obtener una expresién para la curvatura gaus-
siana en términos de estos coeficientes. Las expresiones I'¢, son conocidas
como simbolos de Christoffel, y pueden definirse también para variedades de
dimensién superior, como haremos en una seccién posterior.

Derivando la expresién para ?L?uu con respecto a v se tiene

—

_TU
€x uuv— Fuu,v

— — — — — —
U v v
Ty +00, Tuw —i—I‘uu’v Ty +10y Tov —€p T —€ Ty,

donde el subindice tras la coma en algunos simbolos de Christoffel denota
derivacién con respecto a esa variable. Del mismo modo, calculamos

— — — — — — —
_ T U v v
xuvu— Fuvfu ‘/L‘u +Fuy "Euu +Fu1}7u x?} +F’U/U x’UU _f’u n _f nu .

. — ., . .
Igualando los coeficientes de x,, en cada expresion de arriba, se tiene

Fgu,v + FZUFZU + Ffmrgv —eb= FZU,u + F;jvrgu + Fll}l,v]‘—‘gu - f(L,
donde a y b son los coeficientes que aparecen en el corolario precedente. Esto
nos da la siguiente féormula:

—-KF=1%  +TeTe 4+T0 T —Tu —TeTle —Tv T

uu,v uuU~T uUv uu— Vv uv,u uvT Uy uvT vy

=1 =T w+Toulow — Lol

uu,v uv,u uu— VU uvT vu”

Asumiendo que F' # 0, lo que siempre puede hacerse en una vecindad de un
punto dado escogiendo coordenadas apropiadas, el resultado sigue del Lema
8.3, el que se enuncia a continuacién. O

Lema 8.3. La simbolos de Christoffel son invariantes intrinsecos de la su-
perficie.

Demostracién. Basta expresar los simbolos de Christoffel en términos
de la primera forma fundamental. Para esto procedemos como sigue: Derivando
la relacién E :E)u . ?u, obtenemos E, = 2 ?uu . ?u Usando la expresién
para E}uu en términos de los simbolos de Christoffel, se tiene la férmula
siguiente:

E,=2T,E+T,,F).
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Procedemos ahora a calcular las restantes derivadas del mismo modo:
E, =21, F+T,,F),

Gu =2, F +173,G),
Gy =25 F +T,,G),
Fy = Ty F +15,G) + (T B+ Ty F)
F, =T, F+T1,,G)+I,,E+TI,,F).
Para concluir la demostracion basta probar que el sistema precedente puede

resolverse para los simbolos de Christoffel. Este es un sistema de seis ecua-
ciones con seis incégnitas que tiene la forma matricial siguiente:

Eu/2 E F 0 0 0 0 re,

Fy F G E F 0 0 re,
EJ2 | | o 0o E F 0 o0 re,
G2 || 0 0 F G 0 o re, |

Fy 0 0 F G E F re,
Go/2 0 0 0 0 F & re,

Un par de operaciones elementales entre filas nos muestran que este sistema
tiene el mismo determinante que la matriz

cococo iy

F
G
0
0
0
0

commo o

0 o0
0 O
0 o0
0 0 ’
E F
F G

coQQmoo

el cual es (EG — F?)3, 1o que es no nulo por ser el cubo del determinante de
la primera forma fundamental. Esto concluye la demostracion del lema y el
Theorema Egregium. O

Ejemplo 8.4. La esfera tiene a un circulo como indicatriz de Dupin, por
lo que su curvatura gaussiana es no nula. Esto implica que un mapa en la
esfera nunca puede ser isométrico. Esto tiene importantes aplicaciones a la
cartografia ya que un mapa de la superficie terrestre debe, necesariamente,
alterar algunas distancias. Esto es particularmente evidente en la llamada
Proyeccién de Mercator (Figura 7.1, a la izquierda), en la cual Groenlandia
parece tener el mismo tamano que Africa. Esto no significa que no puedan
construirse mapas que preserven algunas caracteristicas intrinsecas de la
superficie, como las areas (véase el mapa en el centro de la Figura 7.1), o
los d4ngulos, cémo es el caso de la proyeccién estereografica (véase el mapa
a la derecha de la Figura 7.1).
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Figura 8.1: Algunos mapas de la superficie terrestre (fuente: Wikipedia).

Ejercicios

1. Probar que una desarrollable tangencial tiene curvatura gaussiana nula
y encuentre sus lineas asintdticas y de curvatura.

2. Mostrar que las homotecias, es decir las funciones de la forma f(z) =
az con a > 0, son isometrias del plano hiperbdlico. Muestre que el
grupo de isometrias de esta superficie actiia transitivamente en sus
puntos y deduzca que la curvatura gaussiana del plano hiperbdlico es
constante (ndtese, sin embargo, que para tener la interpretacién de esta
cantidad en términos de curvaturas principales, es necesario incrustar
parte de esta superficie en el espacio tridimensional).

3. Una superficie parametrizada tiene primera forma fundamental

E F\ _ (€& 0
F G) \ 0 &)

Probar que S es isométrica a una regién del plano.

4. Sea S una superficie con una parametrizacién (u,v) T (u,v) cuya
. . 1 0
primera forma fundamental estd dada por Q1 = 0 2 ) Probar

que S es localmente isométrica al plano.
5. Utilice la parametrizacién usual de la esfera, es decir
z (0, %) = (cos B cos ¢, sin 6 cos ¢, sin ¢)
para probar que la transformacién
(z,y,2) = (y,2,2)

es una isometria de esta superficie.
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6. Probar que el conjunto {(z,y,z,w) € RYz? + ¢y* = 22 + w? = 1} es
una superficie localmente isométrica al plano. Es conocida como el
toro plano.

7. Probar que la proyeccion ortogonal de la esfera sin polos en un cilindro
de igual radio que pasa por su ecuador es una funcién que preserva
areas pero no es una isometria.

8. Sea S una superficie parametrizada regular y sea f : S — S? la funcién
que lleva a cada punto de la superficie en su vector normal unitario
correspondiente, considerado como un punto de la esfera. Probar que
la integral de la curvatura gaussiana sobre una regién de la superficie
es el drea de su imagen bajo f. Sugerencia: Calcule la primera forma
fundamental de la esfera cuando se parametriza a través de S.

9. Sea S la superficie de revolucion que se obtiene al girar la curva y =
f(z) alrededor del eje Y. Probar que la curvatura gaussiana se anula
sélo en los circulos que corresponden a los puntos criticos y los puntos
de inflexién de f.

Férmulas generales para los simbolos de Christoffel y su generali-
zacién a dimensiones superiores

En esta seccion explicitaremos las férmulas que permiten calcular los simbolos

de Christoffel en términos de la métrica. Para ello utilizaremos la notacion
=S . , g

gij = ; - T introducida en el capitulo 5. En nuestro caso escribimos

(£ 0)-(x %)
F G g'uu g’UU
Las derivadas de todos los coeficientes de la primera forma fundamental
pueden ahora resumirse en la férmula siguiente:

Jijk = Z (Tikgms + Thgma) »
mée{u,v}

donde hemos usado la simetria g;; = g;; de la primera forma fundamental, asi
como su equivalente en los simbolos de Christoffel. Permutando los indices
obtenemos dos relaciones adicionales:

Jik,j = Z (T3 gk + Tegmi) » Gijk = Z (T gk + Difgms) -
me{u,v} mée{u,v}
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Estas tres relaciones pueden sumarse para obtener

Gikg + Giki — Gk =2 Y TiiGmk-
me{u,v}

Ahora, consideraremos la matriz inversa de la métrica, cuyos coeficientes
denotaremos por ¢g*, es decir

—1
guu guv — Guu  Guv — 1 G -F
g™ gv Guu  Gov EG — F? -F F '
Por definicién de inversa, el producto de esta matriz con la matriz métrica es
la identidad, lo que a nivel de sumatorias se escribe ), - (w0} g™ = 0™,

donde el ultimo simbolo es la delta de Kronecker. De aqui obtenemos la
férmula siguiente:

1
I = 2 > (Gikg + Giki — Gijk) 9 (8.1)
ke{u,v}

Si utilizamos los coeficientes de la matriz inversa mostrados mas arriba lle-
gamos a la siguiente lista de férmulas explicitas:

_ GE,—-2FF,+ FE, _ 2EF, - FEE, - FE,

U v
Fuu - Fuu -

2(EG — F?2) 7 2(EG — F?2)
ru _ GBy—FG, v _ BGu—FB,
o 2(EG — F2)’ W 2(EG — F2)’
o _ 2GF, = GGy — FG, o _ BEGy—2FF, + FG,
v 2(EG — F%) v 2(EG — F?)

La Ecuacién (8.1), sin embargo, nos permite definir los simbolos de Christof-
fel en contextos mucho mas generales, corrigiendo sélamente el conjunto de
indices {u,v}. Estos simbolos de Christoffel generalizados juegan un rol
crucial en el estudio de la curvatura geodésica y la nocién de transporte
paralelo. No estudiaremos estas propiedades en estas notas, siné en el con-
texto de superficies, pero su generalizacién es bastante directa, como el lector
comprobara facilmente.

Ejercicios

1. Calcule los simbolos de Christoffel del plano en coordenadas polares.
Utilice este cédlculo para dar una nueva demostraciéon de que la cur-
vatura Gaussiana del plano es nula.
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2. Calcule los simbolos de Christoffel del cilindro, el cono y la esfera, en
términos de las coordenadas usuales de esas superficies.

3. Calcule los simbolos de Christoffel de una superficie de revolucion.
4. Calcule los simbolos de Christoffel del plano hiperbdlico.

5. Probar que si w es el angulo formado por las curvas coordenadas se
tiene

Ow D D ow D D
% = _Ergu - EFZ'M % = _EFZU - Ergvv

donde D = VEG — F2.

La curvatura geodésica

Recuerdese que la curvatura de una curva en una superficie S se descompone
en la curvatura normal y geodésica de acuerdo a la formula

— - = — - —
k:]{?N:kn+ ]Cg:knn+kg U,

donde 7 es el vector normal a la superficie y (7 es un vector unitario con-
tenido en el plano tangente. Probaremos que la curvatura geodésica de una
curva dada es una propiedad intrinseca de la superficie. En otras palabras,
la curvatura geodésica de una curva contenida en S es igual, en puntos corre-
spondientes, a la curvatura geodésica de su imagen bajo cualquier isometria.
Para ello escribiremos la curvatura geodésica en términos de los simbolos de
Christoffel, los cuales ya sabemos invariantes.

Proposicién 8.5. La curvatura geodésica de una curva o.(t) =z (u(t), v(t))

depende sdlo de los coeficientes de la primera forma fundamental en el punto
a(t) y de las derivadas de las funciones u(t) y v(t).

Demostracion. Por definicién, la curvatura geodésica es el largo de la
proyeccién del vector curvatura en el espacio generado por un vector unitario
— —

U que es ortogonal, tanto al vector tangente T de la curva, como al vector
normal n de la superficie. Otra manera de decir lo mismo, es decir que se

. - = — — — — .
tiene una base ortonormal {7, n,U}, con U= + n x T, donde el signo se
escoge de modo que el producto escalar

—/ —/
kg:akﬁ:;.dT:i(ﬁxf).T:i@XT).g
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sea positivo. Noétese que las primas, en el cdlculo precedente, denotan
derivacién con respecto a la longitud de arco. Adoptaremos esa convencién

s
en todo lo que sigue. Utilizando las identidades 7= v’ ;u +v' E\U y

—/ — — — — —
1 1 N2 /! N2
T=u" x,+0" 2, +(u)* Ty +200" Ty +(V)° Ty,

se obtiene finalmente

th, = [(?u x E?w) : 7{} (u')? + [(2 T X Ty + Ty X ?5%) : ﬂ] (u')?'

n [(?u X Ty 42 Ty X zu) : ﬁ} ' (v)2 + [ Z, x 2) : ﬁ] (v)3]
F(U" = ") (L X Ty) 7

Observemos ahora que, por definicion, las segundas derivadas de la parame-
trizaciéon se escriben como sigue:

— — c =
T ab= _hab n + E Fab L,
cef{u,v}

donde hy, es el coeficiente que corresponde en la segunda forma fundamental.
Remplazando esta expresién en un producto escalar triple como los que
aparecen en el calculo precedente, ivolucrando a una primera derivada gd,
sélo sobrevive el coeficiente de la sumatoria que satisface ¢ # d, por lo que
se tiene

[(?d x ?ab) : H} = 4T, (T4 x Ty) n=+0%VEG — F2.

El signo de arriba es positivo si y sélo si d = u. Esto nos dé la formula

siguiente:
+ky

VEG — F?
+(Thy — 205U’ (V) = T, (0)° + (uv” — ™).

= Iy, (u/)? + (20, = T, (u) '

O

Las curvas con curvatura geodésica nula reciben el nombre de geodésicas.

Se sigue de la férmula precedente que las geodésicas son las soluciones de la
ecuacion diferencial siguiente:

Dhu()? + (205, = Ti) ()0 + (T3, — 205, )u’ (v')? = T, (v)% + (w'v” —uv') = 0. (8.2)

En principio, esta ecuacién debe ser satisfecha por las derivadas de u y v con
respecto a la longitud de arco, pero, en realidad, las derivadas con respecto
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a otro pardmetro ¢t también la satisfacen. Para probar esto se utilizan los
siguientes remplazos:

du _ ,ds di“_~§2+/§/§
a Ay az Y\ ae Y\ ) a

dv ,ds d*v , [ ds 2 , (ds\' ds
— =V -, —— =Uv | =) +v =) =,
dt dt dt? dt dt ) dt
en los que las primas denotan derivadas respecto del parametro s. Notese

. / o
que la expresion (%) debe entenderse como el resultado de escribir % en

términos del parametro s y despues derivar. Estos remplazos muestran
L ., . 3
que cada término de la ecuacién (8.2) se multiplica por (@) , excepto por

dt
la aparicién de un término de la forma u'v’ (%)/ (%)2 en cada uno de los
productos v'u” y v'v”. Cémo estos tiltimos tienen signo distinto, los términos
adicionales se cancelan. En consecuencia, podemos tomar, por ejemplo, v
como parametro, obteniendo la siguiente ecuacién de segundo orden para

las geodésicas:
u' = FZU(UI)S + (2FZU - FZU)(UI)Q + (FZU - 21—‘511)“/ - ng (83)

Se sigue de los teoremas de existencia de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales que una ecuacion de este tipo tiene una solucion unica dadas las condi-
ciones iniciales u(vg) y u'(vp). Concluimos que las geodésicas que pasan por
un punto dado estan totalmente determinadas por la direccion de la derivada
en ese punto, o, en otras palabras:

Proposicién 8.6. Por un punto arbitrario de una superficie reqular pasa
una unica geodésica en cada direccion. O

Existe una ecuacién mas sencilla para las geodésicas que se obtiene igua-
lando a cero las coordenadas tangenciales del vector derivado. Para ello

consideremos una curva del tipo «(s) S (u(s),v(s)> y derivemos para

obtener una féormula para la segunda derivada:

3”(5) =" ;u +” ?U +u'(zu)' + v’(?v)'.

Utilizamos la regla de la cadena para obtener:

"
o () =" Ty +0" Ty +()2 Tou +2() (V) T oo +(0)2 T -
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- = = . .
Tomando las coordenadas en la base { z,,, =, n }, e igualando las dos primeras
a cero, obtenemos el siguiente par de ecuaciones:

u” + ()T, + 2(u) ()0, + (V)15 = 0,

o4 (208, + 2) ()0, + (W)Y, = 0. 54

Es claro que cualquier solucién de este par de ecuaciones describe una
geodésica, pues multiplicando la segunda ecuacién por v’ y restdndole el pro-
ducto de v’ por la primera se obtiene nuestra ecuacién anterior. Afirmamos,
no obstante, que las soluciones de este sistema de ecuaciones corresponden a
geodésicas parametrizadas por longitud de arco o, al menos, por un multiplo
de dicho pardmetro, a diferencio de lo afirmado para (8.2). De hecho, la se-
gunda derivada de cualquier curva que satisfaga ese par de ecuaciones es
perpendicular al plano tangente, y por lo tanto, en particular, a la tangente
a la curva. Es decir, satisface una relacién del tipo 3/,(3)- o (s) = 0. Con-
cluimos que la primera derivada tiene largo constante, de donde sa deduce
la afirmacién.

Ejercicios

1. Sea « el circulo en el que se intersecta el cilindro z? + 32 = 1 con
el plano x = 2. Encuentre los puntos de ese circulo en los que la
curvatura geodésica, con respecto al cilindro, es méxima.

2. En el toro parametrizado por

—

z (u,v) = (cos 6(2 + cos ¢),sen §(2 + cos ¢), sen (;S),

encuentre la curvatura geodésica de la curva ¢ = constante. Sugeren-
cia: Usar la definicion.

3. En el plano hiperbdlico, calcule la curvatura geodésica de la “recta”
Yy = cte.

4. Probar que toda recta contenida en una superficie es una geodésica.

5. Sea t —a (t) una curva en el semiplano {(0,y,z)|y > 0}, y sea S la
superficie de revolucién que se obtiene al girar la curva alrededor del
eje Z. Probar que los unicos paralelos de .S que son geodésicas son los
que corresponden a puntos de la curva donde la tangente es vertical.

6. Escriba la ecuacién de la curvatura geodésica para la esfera y utilicela
para probar que los circulos maximos son geodésicas.
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7. Utilice los simbolos de Christoffel del plano en coordenadas polares
para encontrar las geodésicas de esta superficie.

8. Pruebe que la curvatura geodésica de un circulo arbitrario contenido
en una esfera es constante.

Geodésicas, el camino mas corto entre dos puntos

En lenguaje corriente, se utiliza la palabra geodésica en el sentido de el
camino mas corto entre dos puntos. No es cierto, en general, que las
geodésicas que hemos definido aqui sean siempre el camino mas corto entre
dos cualesquiera de sus puntos, pero si se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 8.7. La curva mas corta que une dos puntos dados de una
superficie es, si existe, una geodésica. Mds generalmente, las geodésicas
son, precisamente, los minimos locales del conjunto de curvas que unen dos
puntos dados.

Demostracién. Sea o una curva contenida en una superficie S que
une dos puntos dados P,Q € S. Supongamos que « es un minimo local de
la funcién largo, es decir, toda funcién suficientemente cercana a « es mas
larga. Recuérdese que cada punto de S tiene una vecindad homeomorfa a un
abierto del espacio euclideo, por lo que cada curva suficientemente cercana
a « puede deformarse en «, en el sentido que se definié en el Capitulo 4.
La hipétesis dice, por lo tanto, que para cada deformacién diferenciable
(t,€) — (¢, €) que satisface las identidades

70,6) =P, (l,6)=Q,  ~(t,0)=all),
Ny . 12 1o = .
la funcién largo, definida por L(e) = [; )%(t,e)‘ dt = [, ‘E v (t,e)‘ dt tiene

un minimo local en € = 0. Por simplicidad escribamos g(¢,€) = 7,5(75, e)‘
Dado que la funcién L puede derivarse bajo el signo integral en una vecindad
de 0, se tiene que L'(0) = fol ge(t,0) dt = 0. Nétese ahora que, por definicion,
tenemos la relacién g(t, €)? :7t (t,€)- 7,5 (t,e). Derivando con respecto a €
y evaluando en 0 se tiene g.(t,0)g(t,0) :7156 (,0)- 7t (t,0). Derivando la
relacién 7(t,0) = a(t), obtenemos V4(t,0) =a () y g(t,0) = ‘8’@)), por lo
que podemos escribir la igualdad precedente como sigue:

—s/

ge(t’ 0) :7&(75’ 0) : :7te(t7 0)' ?(t)

’3'@)’
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Remplazando este valor de g. en la expresiéon para L'(0), obtenemos la

— =
relacién integral fol Yet(t,0)- T (t) dt = 0. Integrando por partes, se tiene

Ve(1,0): T (1)— 7(0,0): T (0) — /1 V£, 0)- To(t) dt = 0.
0

Como ~(0,€) y v(1,€) son constantes, sus derivadas son nulas, por lo que
nos queda sélamente el tltimo término, es decir

1 — — 1 — —
/ Ye(t,0) - k(t) N (1) dt:/ Ye(t,0)- T4(t) dt = 0.
0 0

Afirmamos que esta identidad, que es vélida para cada deformacién -y, im-

%
plica que el vector curvatura k(t) N (t) es perpendicular al plano tangente
en cada punto. Esto, por cierto, nos dice que la curva es una geodésica.
Supongamos que esto no es asi, es decir, que existe un punto ty y un vector

tangente we T (10)S tales que w- k(to) Kf (to) # 0. Sin perdida de generali-
dad, suponemos que este producto es positivo. Entonces existe una vecindad
U de ¢y en la cual se tiene B(t) - k(t) Kf (t) > 0, donde 1_U>(t) es la proyeccién
ortogonal de w en el plano tangente 75, (;)S. Lo importante es que se trata de
una funcién continua de t que pertenece al espacio tangente en cada punto
de la curva. Se sigue que para cualquier funcién diferenciable no negativa ¢
que se anula fuera de U y es positiva en tg se tiene

/1 o(t) w(t) - k(t) ﬁ(t) dt > 0.
0

Basta ahora ver que existe una familia de curvas cuya derivada ~.(¢,0) co-

incide con ¢(t) w (t). De hecho, si escribimos W en términos de la base
candnica del plano tangente como sigue:

wi(t) = a(t) Eu(ut), v(t)) +b(t) 2, (u(®), v(1)),
entonces basta tomar la deformacion dada por la férmula
At €) =2 (u(t) + ed(t)a(t), o(t) + ed(t)b(1) ).
O

Ejemplo 8.8. El largo de una curva «(t) S (u(t),v(t)) contenida en la

esfera de radio 1 se obtiene integrando la primera forma fundamental, la que
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en este caso es (¢')2 + (sen $)?(6')2, donde ¢ es el angulo medido desde el
polo norte, mientras que 6 es el angulo que determina la longitud. Tomemos
dos puntos P y @ en la esfera. Es posible, mediante movimientos rigidos,
los que siempre son isometrias, llevar uno de estos puntos, digamos P, al
polo norte. Es facil ver, usando la férmula antes descrita para la primera
forma fundamental, que la curva mas corta que los une es el meridiano que
pasa por @ (ver Figura 8.2). Se concluye de aqui que los circulos méximos,
es decir los circulos de un radio igual al de la esfera, son geodésicas, y por lo
tanto estas son las unicas geodésicas, ya que por un punto cualquiera, que
de nuevo podemos suponer que es el polo norte, para un circulo maximo en
cada direccién, como se aprecia a la derecha de la figura.

Figura 8.2: Geodésicas en la esfera. La figura de la derecha corresponde al
punto de vista de un observador colocado sobre la esfera.

Ejemplo 8.9. Tomemos los puntos P y @ en el cilindro parametrizado
por T (0,2) = (cosf,senb, z), tal como se muestra en la Figura 8.3. La
parametrizacién es una isometria, puesto que la primera forma fundamental
estd dada por £ = G =1, F = 0. Se concluye que las geodésicas son las
imédgenes de las rectas del plano. Sin embargo, como x (6, z) es periodica
en 6, cada punto tiene muchas preimdgenes y podemos trazar rectas que
unan pre-imagenes cualesquiera. Nétese que s6lo una de ellas es una curva
de largo minimo.
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Figura 8.3: Dos geodésicas en el cilindro.

Ejercicios

1.

Explique por qué un avién que vd de Nueva York a Madrid (ciudades
que estan aproximadamente en la misma latitud, como se vé en la
figura 7.4) ahorra combustible si en lugar de seguir un paralelo se
desvia hacia el norte. Hasta que latitud deberia llegar para minimizar
su gasto de combustible?

Se construye un cono de cartéon como el de la Figura 8.5, recortando
un angulo o de una hoja. En lados opuestos se colocan dos alfileres y
en ellos se amarra una banda elastica tirante como muestra la figura.
Que sucede? La banda permanece al mismo nivel o sube un poco? Si
marcamos con un lapiz el recorrido de la banda, que sucede al estirar
el cartén de nuevo? Que tan cerca estd el punto més alto de la banda
elastica de la esquina del cono en términos del angulo o7

Razonando como en el ejemplo 8.8, probar que, en toda superficie de
revolucién, los meridianos (6 = cte) son geodésicas.

En el cono de ecuacién 2 +y? — A\z2 = 0, para que valores de \ existen
exactamente cuatro geodésicas cerradas que unen un punto dado con
sigo mismo sin pasar por el vértice?

Probar que toda geodésica en un cilindro circular recto es un circulo,
una recta o una hélice.

Si C' es un cilindro circular recto con generatriz vertical, probar que
dos puntos de C estdn unidos por una infinidad de geodésicas excepto
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Figura 8.4: Un avién que ahorra combustible.

si ambos puntos estan en un circulo geodésico.

7. Considere el toro plano del Ejercicio 6 de la pagina 118. Pruebe que
este toro tiene una geodésica cerrada de largo p € Rsi y sélosi p=1
o bien p = v/n? + m?2 para dos enteros n y m relativamente primos.
Existen geodésicas de largo infinito en esta superficie?

8. Probar que la funcion

T y
x? '_> ) )
() <$2+y2 $2+y2>

es una isometria en el plano hiperbdlico. Utilice este resultado para
probar que los semicirculos perpendiculares al eje real son geodésicas
del plano hiperbdlico. Pruebe que por un punto dado del esta superficie
pasa uno de estos circulos en cada direcciéon no vertical y concluya
que toda geodésica del plano hiperbdlico es una recta vertical o un
semicirculo perpendicular al eje X.

Derivada covariante y transporte paralelo

. L=
Supongamos que se tiene un campo vectorial w en el plano, lo que en
este caso es lo mismo que decir una funcién de R? en sf mismo donde las
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Figura 8.5: Un cono de cartén.

imagenes se interpretan como vectores. Bajo que condiciones afirmamos
que este campo vectorial es constante? Por supuesto que queremos decir
que el campo toma el mismo valor en cada punto, pero nos gustaria tener
una definicién que pudieramos extender a una variedad cualquiera, donde
los planos tangentes en puntos diferentes no pueden identificarse de manera
natural. Una posible respuesta seria decir que el campo vectorial es con-
stante cuando todas sus derivadas parciales se anulan, es decir cuando se
tiene que amzay: 0.

Supongamos ahora que en lugar de las coordenadas cartesianas usuales
utilizamos coordenadas curvilineas, es decir un mapa del plano diferente
de la identidad. Como interpretamos el resultado anterior en este caso?
Podemos escribir nuestro campo en términos de los vectores de la base {?u
,R,} de la forma w= a* ?u +a” 21}, donde los “exponentes” son sélo
superindices que denotan la posicion de la coordenada y se usan asi nada
mas que por comodidad de la notacién. En este caso las derivadas parciales
pueden calcularse mediante las ecuaciones siguientes:

— u = u = v = v =
Wy= Ay Ty +0° Ty +ay Ty +A° Ty,

— u = w = v = v =
Wy= Ay Ty +A Tyy +0y; Ty +0° Toy -

En el caso del plano la segunda forma fundamental es nula, por lo que las
segundas derivadas de la parametrizacion se re-escriben, mediante simbolos

de Christoffel, en la forma ;= % 7. Con esta notacion, 1
e Christoffel, en la forma z;;= Zke{u,v} i k. Con esta notacion, la
condicién para que el campo vectorial sea constante se re-escribe mediante
@ %

la férmula aé- + Zke{u,v} a"Ték = 0, donde el sub-indice “j” en a’ denota

una derivada parcial. Esta formula es la que nos gustaria definir en el caso
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de una superficie cualquiera. Desgraciadamente, no existe, como veremos
luego, una buena definicién de campo vectorial constante en una superficie
curva, pero si podemos utilizar la férmula precedente para definir el concepto
de “transporte paralelo a lo largo de una curva”’. Para esto, utilizamos la
férmula anterior para definir la derivada covariante de un campo vectorial
W= k2 definid ficie arbitraria, es decir, defini
W= 3 ety @ Tk definido en una superficie arbitraria, es decir, definimos
para cada j € {u,v}, la correspondiente derivada covariante mediante la
férmla siguiente:

ie{u,v} ke{u,v}

, . . . — .,
Notese que esta es simplemente la derivada parcial de w como una funcién
de un abierto de R? a R3 sin su componente normal a la superficie. Tal como
sucede en el plano, podemos obtener la derivada direccional en una direccion

—
cualquiera 2 = D ke{uw) b* 7 mediante la férmula D- w= D ke{uw) bk Dyw.

. —r
Un campo vectorial w es transportado paralelamente a lo largo de una curva
« si satisface la condicion DZ’(t) w= 0 en cada punto de la curva. En otras

palabras, si a(t) :;(u(t), v(t)), debe satisfacerse la condicién

ST |di+ Y afri | Zi=0

ij€{uv} ke{uv}

—
en cada punto de la curva. Como los vectores z; forman una base, las
ecuaciones nos quedan como sigue:

Z 7' (t) ai-—{— Z akf‘ék =0.

je{u,v} k‘G{u,’U}

Observamos que, por regla de la cadena, se tiene (a’)’ = Zje{u,v} aé-j’, por
lo que esta ultima identidad puede escribirse

(a) + Z j’(t)asz-k = 0.
jrke{u,v}

Esta ultima ecuacién no depende de los valores del campo vectorial fuera de
la imédgen de la curva, de modo que es posible definir el transporte paralelo
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de un vector tangente en un punto a lo largo de una curva que pasa por ese
punto sin que este vector sea parte de un campo vectorial. En particular,
podemos remplazar para w el vector tangente a la curva, lo que nos dé las
coordenadas a’ = i(t). En este caso la ecuacién se vuelve

0+ S JSOF O =0,

j.ke{u,v}

lo que coincide con la ecuacién (8.4) para las geodésicas de la superficie.
Esto demuestra el siguiente resultado:

Proposicion 8.10. Una curva es una geodésica si y solo si su vector tan-
gente en cualquier punto es el resultado de transportar paralelamente su
vector tangente en cualquier otro punto a lo largo de la misma curva. ]

Ejemplo 8.11. La figura 7.6 muestra un transporte paralelo en la esfera. FEn
los meridianos, que son geodésicas, el transporte paralelo lleva tangentes en
tangentes, por el resultado anterior. En el ecuador, donde todos los planos
tangentes contienen un vector vertical, el transporte paralelo preserva dichos
vectores. Observamos en la figura que es posible recorrer un ciclo y regresar
al punto de partida con un vector diferente. El concepto de campo vectorial
constante, por esta razén, no puede definirse en la esfera.

Figura 8.6: Transporte paralelo en la esfera.
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Ejercicios

1.

Probar que el transporte paralelo es una propiedad intrinseca de la
superficie.

Sea S una superficie y o una curva en S. Demuestre la afirmacion
hecha en el texto de que si un vector estéd contenido en el plano tangente
en cada punto de o, entonces su transporte paralelo por « es constante.

Probar que si dos campos vectoriales son transportados paralelamente
a lo largo de una curva lo mismo ocurre con su suma.

Probar que al transportar paralelamente un vector a lo largo de un
circulo maximo completo en la esfera se regresa al vector de partida.

Demuestre que, en el toro plano del Ejercicio 6 de la pagina 118, el
transporte paralelo es independiente del camino.

Probar, mediante un ejemplo, que el transporte paralelo en el cono no
es independiente del camino. Nétese que, por el ejercicio uno de esta
seccion, los caminos considerados no pueden estar contenidos en una
region que sea isométrica a una regiéon del plano.



Capitulo 9

El Teorema de Gauss-Bonnet

Nuestro principal propédsito en este capitulo es dar la demostracion gene-
ral del teorema de Gauss-Bonnet, un importante resultado que relaciona las
curvaturas gaussiana y geodésica. Para ello necesitaremos algunos resultados
auxiliares que hemos agrupado en la primera seccién de este capitulo.

Algunas férmulas en coordenadas ortogonales

Lema 9.1. Sea P un punto arbitrario de una superficie S. FExiste una
parametrizacion de S en alguna vecindad de P para la cual la primera forma
fundamental tiene una matriz de Gram diagonal, es decir F = 0.

Demostracién. Sea « : [a,b] — S una curva arbitraria que pasa por
el punto P = a(ty). Por cada punto «(t) de o denotamos por s — S(t, s)
a la geodésica que pasa por B(t,0) = «a(t) y es ortogonal a « en ese punto.
Escribimos s para el pardmetro por ser la longitud de arco de la geodésica
correspondiente. Esta geodésica es la solucion de un sistema de ecuaciones
diferenciales cuyas condiciones iniciales dependen diferenciablemente del
pardametro t. Concluimos que (¢,s) — ((¢,s) es una funcién continua y
diferenciable como funcién de dos variables. Nétese ademéds que los vectores

— / —

B (to,0) —a (to) v Bs(to,0) son ortogonales, por lo que s y t forman un

buen sistema de coordenadas en alguna vecindad de P. Denotamos a contin-

uacién por r — y(r,wg) la curva que pasa por el punto v(0,wp) = 5(tg, wo),
_>

para un valor dado fijo de wyp, y es ortogonal al vector (3, (t,s) en cada
punto. En otras palabras, requerimos que la curva r — ~(r,wp) sea ortog-
onal a cada geodésica. Esto puede conseguirse rotando el campo vectorial
—

B4(t,s) en una direccién fija y calculando las lineas integrales del campo

143
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vectorial asi obtenido. Las curvas r — «y(r, wo) son, nuevamente, soluciones
de una ecuacién diferencial con coeficientes diferenciables. El mismo argu-
mento precedente muestra que (r,w) — y(r,w) es derivable. Esto nos deja
dos pares de parametros (¢,s) y (r,w) que definen mapas de la superficie
en alguna vecindad de P. Es posible, por lo tanto, pensar en s y t como
funciones de los parametros r y w. Ademads, cuando w = 0, la trayectoria
ortogonal (7, 0) coincide con la curva «, por lo que t(r,0) = r. Del mismo
modo se prueba que s(0,w) = w. Concluimos que la matriz Jacobiana

dt/dr ds/dr
( dt/dw ds/dw

la matriz

> es la identidad en P. Nétese que lo mismo ocurre con

(ittan gt )= (o 0.

por lo que en alguna vecindad de P el par (t.w) es un buen sistema de co-
ordenadas. Esto nos permite encontrar una parametrizacién ¢ que satisface

¢ (t(r,w),w) = v(r,w). En términos de dicha parametrizacién, las curvas
t = cte son las geodésicas de la familia descrita mas arriba, mientras que las

curvas w = cte coinciden con la familia de trayectorias ortogonales también
descrita alli. El resultado sigue. O

Observacion 9.2. La coordenada s es longitud de arco en cada una de las
curvas t = cte, por lo que G = 1 en términos de las coordenadas {t,s}.
Lo mismo sucede con r en el par de coordenadas {r,w}. Sin embargo, con
respecto al par {t, w}, solo podemos asegurar que £ = 1enlacurvaw =0y
que G =1 en la curva t = tg. No es posible, en general conseguir que F'y G
sean 1 en una vecindad de P, como lo muestran los resultados del capitulo
anterior, puesto que ellos implican que la coordenada gaussiana seria nula
en un caso semejante.

Para el siguiente resultado necesitamos definir una curvatura geodésica
con signo que denotaremos k,. Esta es una generalizacién de la derivada
angular ¢ del capitulo 4. Recuerdese que, en el plano, 6" coincide con la
curvatura k cuando la normal forma un dngulo de 90 grados en sentido
levégiro con respecto a la tangente, y con —k cuando estd a 90 grados en
sentido es dextrégiro. Para que estas convenciones tengan sentido en una
superficie, se necesita la siguiente condicién técnica:

Definition 9.3. Un atlas de una superficie se dice orientado si todos sus
cambios de coordenadas tienen jacobiano positivo. Una superficie se dice
orientable si posee un atlas orientado. “Escoger una orientacién” significa
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escoger un atlas orientado. Dos atlas corresponden a la misma orientacién
si su union es un atlas orientado.

Un atlas orientado nos permite distinguir entre giros a la izquierda y giros
a la derecha, de manera anambigua y consistente en diferentes puntos de la
superficie. En lo que sigue, asumiremos que S es una superficie orientable
y que hemos escogido una orientacion. En este caso hablaremos de una
superficie orientada. Esto permite darle sentido a la siguiente definicion:

Definition 9.4. La curvatura geodésica con signo k, = £k, se define de
modo que su signo sea positivo cuando el vector curvatura geodésica forme
un angulo de 90 grados en sentido levégiro con respecto a la tangente, y que
este signo sea negativo en caso contrario.

Lema 9.5 (Férmula de Liouville). Sea S una superficie orientada con un
mapa (del atlas orientado) que es ortogonal en una vecindad de un punto P.

Sea at) :§><u(t), v(t) ) una curva en S que satisface u',v' > 0. Para cada

punto de a se satisface la identidad siguiente:
do
k, = kg1 cos0 + kgasend + a5

donde 0 es el angulo que forma a con la curva v = cte, s es la longitud de
arco de o, mientras kg1 y kgo son las curvaturas geodésicas con signo de las
curvas v = cte y u = cte, respectivamente.

‘s .. —
Demostracién. Fijemos un punto P = a(tg) =2 (ug, vo). Tratandose
de un sistema de coordenadas ortogonal, podemos definir una base ortonor-
mal candnica mediante

—
€

1= = 7= €o= = .
| Z,| VE |7, VG

Es importante notar aqui que, si bien la matriz de la primera forma funda-
. . - = .
mental es la identidad respecto de esta base, €1 yes no son las derivadas
. . .7’ % . 7 .
parciales del vector posicién = con respecto a ningtn sistema de coorde-
nadas, por lo que esto no define una isometria con el plano.

— — —
Escogemos un vector unitario U que satisfaga k,= k, U, el que serd
paralelo o antiparalelo al vector curvatura geodésica segun el signo de k.

%
En otras palabras, el vector U se obtiene girando el vector tangente a la
curva 90 grados en sentido levégiro.
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En particular, si « fuera la curva coordenada v = vy, enténces el vector

o , = A .
tangente unitario seria e 1, por lo que el vector U seria e5. Del mismo modo,
: P .,
si a fuera la curva u = wug, enténces el vector tangente seria eo, de donde

— — ,
U= — e;. En otras palabras, la férmula usual para el vector curvatura nos
dé las identidades siguientes:

donden s; y so son las longitudes de arco de las curvas v = vg y u = ug

. . - — —
respectivamente. En el caso general se escribe 7= cosf e1 +senf eq y

— — N —
U= —senf e +cosf e,. Derivando T, se obtiene lo siguiente:
— — —
d T . d€1 Cl@l do —
D COS@E —i—sené?% + s U.

Escribiendo los pardmetros u y v en la forma u = u(s1) y v = v(s2),
a lo largo de la correspondiente linea coordenada, y observando que dichas
funciones satisfacen u/(0) = v’(0) = 1, conclufmos que (s1, $2) es un buen sis-
tema de coordenadas en alguna vecindad de P. Con respecto a estas coorde-
nadas, la parametrizacién se escribe en la forma 5(51, S9) =7 (u(sl), U(SQ)),
de donde se tiene el siguiente calculo en el punto P:

— —
— Ty, — — Ty —
=e€

Y= ds1/du o Vo= dso/du

2 .

Es conveniente advertir al lector de una posible confusién:

El hecho de que s1 sea la longitud de arco de la curva v =
vy significa sélo que la identidad de arriva es valida a lo largo
de dicha curva. Del mismo modo, se tiene G = 1 a lo largo
de la curva u = ug. Nada de esto implica que este sistema de
coordenada defina una isometria de una region del plano en la
superficie, lo que no puede ocurrir si la curvatura gaussiana es
no nula.

En el nuevo sistema de coordenadas se puede calcular

— dsy — dsy — ds1 —» dsy —
o= —=

_>
T=a=70 Va0 Va= 5o €150 €2,
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lo que puede compararse con la formula previa de la tangente para concluir
las identidades ‘ilﬂ =cosf y d” = sen . De nuevo, estas identidades son

vélidas sélo en el punto P. A partlr de ellas podemos escribir

= =

des _ dsidei | doy dei
ds  ds ds; ds dsy dsl d32

Remplazando estos valores en la expresién para la derivada de la tangente
se concluye la siguiente férmula:

AT e (d? d62> &y do -

=cos“f— +cosfsenf | — + — | +se 199— + —
ds s1 dss  dsy dsy  ds U
%
La demostracién se concluye utilizando la expresién k, = ‘fl—f- U, asi como

, = — — . .
la férmula U= —senf e +cosf e,. Para eso se necesitan los siguientes
productos internos:

— —
des — d€1 — Kk de1 — dey — K
—_ 61: —_—— 62_— 1 _ 62: _— 61: 2
d81 d51 g d52 d82 g Y
— — — —
d61 — d€1 — deg — dSQ —
—. e1= — 1= —=- 9= —=- 9= 0.
dsy dss dsy dso
Estos se concluyen de las férmulas explicitas derivando, respecto de cada
— e

parametro, las relaciones ?1 -eag=0y e;-ej=eq- e9= 1. Dejamos los
detalles al lector. De todo este calculo se obtiene lo siguiente:

df
ky = kg1 cos® 0 + kqgsen39 + kg1 cos fsen’0 + kgo cos? fsend + s

de
= kgl cos + k92sen9 + %
El resultado sigue. O

Observacién 9.6. Cuando la superficie es el plano y las coordenadas son
cartesianas, se tiene kg1 = kgo = 0, por lo que recuperamos el hecho, de-
mostrado en el capitulo 2, de que la curvatura es, salvo por un signo, la
derivada del angulo.

Observaciéon 9.7. Cuando se recorre una curva en sentido contrario se
invierte el signo de las funciones trigonométricas, dado que se remplaza la
tangente por su imverso aditivo. Invertir el signo del pardmetro cambia
también el signo de la derivada de Se concluye que, al recorrer una curva
en sentido contrario, la integral de k, cambia de signo. Esta observacién se
utiliza en la demostracién de nuestro resultado principal.
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Lema 9.8. En las hipdtesis del resultado anterior, si I'y,, > 0 en un punto
P, entonces kg1 > 0 en ese punto.

Demostracion. Recordemos la ecuacion

+ky

TEoTe Do (W) + (20, — T, ) (w)*0

2 3 / (9'1)

(I — 25, )u' (v)* = I, ()% + (u'v” — u"v),
demostrada en el capitulo anterior. Sea « la geodésica que satisface u’ = 1
y v/ = 0. Esta curva debe cumplir v" < 0, lo que significa que pasa bajo
el eje (ver Figura 9.1). Se sigue que la curva v = cte se curva hacia arriba

Figura 9.1: La geodésica (j, en rojo) en un sistema de coordenadas ortogonal
cuando I'y,, > 0.

—
respecto de la geodésica. Esto significa que el vector k41 se encuentra en el

semiplano superior. El resultado sigue. O

Lema 9.9. Sea S una superficie orientada provista de una parametrizacion
ortogonal. La curvatura gaussiana en S satisface la identidad

— i |k + L (kaVE)

de modo que, en particular, si D es un disco es S parametrizado por una
region C del plano, se tiene la identidad

//KdA //[ (kppV/G) + <glf>} dudv.
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Demostraciéon. Como las coordenadas son ortogonales, la férmula
para la curvatura gaussiana que calculamos en el capitulo precedente no
estd definida. Necesitamos, por lo tanto una formula diferente. Comen-
Zamos por derivar las expresiones para xuu y xuv, en términos de la base

- =
{Ty, Ty, n} para obtener las expresiones siguientes:

— — — — — — —
_ TUu U v v
T = Fuu’v Ty 0w Tuw +Fuu’v Ty +10, Tov —€y N —e Ny,

— — — — — — —
u u v v
xuvu: F’u/mu :L'U +Ffu/u xuu +Fu1}7u '1"1) +Fu1) :E’UU _fu n _f nu .
- = - .
En este caso la base {x,, ,, n} es ortogonal, por lo que podemos simple-
- . .
mente tomar el producto punto de cada lado con z, e igualar, obteniendo

esta identidad:
Gr* v +Gre. . +Gre v Gr+ v 4+ Gre. .+ Gre 1

uu uv uUU,v wut vo — €9 = uvt U uv,U uvt vu f

Reordenando se tiene lo siguiente:

—-KFE = FZU au FZu v + FZUFZU - FZurgu + PZUFZv - FZquv
Especializando las férmulas para los simbolos de Christoffel al caso diagonal,
comprobamos facilmente las siguientes férmulas:

T N

«Zap Tw=Tg Tw=ap
G G G,

tw=5g Tw="3p w5
Remplazando estas identidades en la formula anterior, llegamos a esta con-

clusién:

I,

GG —Gy | BnG-EG, B} EG. G EG,
2G2 2G2 AEG ~ 4EG 4G T 4G?

_ Guw  En FE! EG, G2 EG,
T 3G TG T AEG  4BG 167 4G
Por otro lado, las curvaturas geodésicas de las curvas coordenadas se
obtienen especializando la ecuacién (9.1). Usando que la forma es diagonal,
obtenemos, para la curva v = cte, la relacién

—FK =

Ey

ko =T°,(W)*VEG = — ,
gl uu(u) 2E\/§
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donde hemos utilizado el hecho de que si la derivada en la curva v = cte se
toma con respecto a la longitud de arco, entonces v/ = E~/2. El signo se
obtiene del lema precedente.

Intercambiar las coordenadas tiene el efecto de cambiar la orientacién,
por lo que la ecuacién correspondiente para la otra coordenada toma la
forma siguiente:

Gy

—k :Pu N3 EG: .
g2 vv(v) QG\/E

Desarrollamos ahora la expresién

0 0 0 Gy 0 E,
——(kpV@) + —kpayVE) = —— | — | —=— | — | =

S =8 (s50) - o5

EuGu . Guu + Gz + EUGU . Evv + Eg
AE3/2GY/2  2FY/2GY/2 T AEY/2G3/2 T AG3/2EY/2 2EY/2G1/2 T 4AE3/2G1/2°
y el resultado sigue comparando esta expresion con la obtenida para la cur-
vatura Gaussiana. O

Ejercicios

1. Dé una interpretacién geométrica para cada una de las coordenadas ¢,
s, r vy w, definidas en la demostracion del Lema 9.1, en una vecindad
de un punto en la esfera.

2. Demuestre que todo punto en una superficie tiene una vecindad con
un sistema de coordenadas en la cual E =1 en cada punto.

3. Demuestre que todo punto en una superficie tiene una vecindad con
un sistema de coordenadas en la cual las curvas coordenadas son
geodésicas.

4. Utilice la férmula para la curvatura gaussiana demostrada en este
capitulo para probar que el plano hiperbdlico tiene curvatura gaus-
siana constante y negativa.

5. Probar que ninguna regién del plano hiperbélico puede ser isométrica
a una regién del plano o de la esfera.
El teorema de Gauss-Bonnet para discos

Proposicién 9.10 (Teorema de Gauss-Bonnet). Sea o una curva en una
superficie S que encierra una region D homeomorfa a un disco. Suponga-
mos que « es reqular excepto por un numero finito de esquinas donde los
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Figura 9.2: Una curva no regular y su aproximacion regular.

segmentos correspondientes forman dngulos exteriores 01, ...,0,.. Entonces
se tiene la relacion

/k ds+//KdA+ZH = 2.

=1

Demostracién. Supondremos primero que el disco estd contenido en
una vecindad en la cual la superficie tiene una parametrizacién ortogonal y
la curva « es regular, siendo 8 su preimagen bajo la parametrizacién. En
este caso, podemos realizar el siguiente calculo, Utilizando la Formula de
Liouville y el Teorema de Green:

db
/kgdS:/(k91C089+k9286n9)d8+/ddS
(03 (0% (e S

ds, . d
:/(k ke d‘”) ds +2r

d81 d
:/ﬁ 'y du—I—kggd—dv—l—QW

/ 91\/>du—|—kgg\/adv + 27

//[ (kg2 G) (gij(kgl\/f)] dudv + 27

—/ KdA + 2.

Notese que hemos usado, en este calculo, las longitudes de arco s1 y s2 que
se definieron en la seccién anterior.
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Consideremos a continuacién el caso en el cual « tiene una cantidad finita
de esquinas. Por simplicidad, consideramos el caso de una tUnica esquina, el
caso general es analogo. Nétese que o puede aproximarse por una sucesion
de curvas regulares {ay}, (ver Figura 8.2) que difieren de la curva con
esquinas en un pequeno intervalo I, = [ry, s,] C [a,b] de largo menor a 1/n
y de modo que para todo ¢ se tenga |a, (t) —«(t)| < 1/n. Tambien pediremos
que el largo de la curva restringida a I, tenga una cota de la forma M/n.
Esto es facil de conseguir con curvas explicitas, pero no es automatico ya que
siempre puede aproximarse una curva por curvas de oscilacion muy rapida.

Es fécil ver que si D, es el disco encerrado por ay,, se tiene

//KdA”iOf’//KdA,
D

Dy

dado que ambas regiones coinciden salvo por un conjunto contenido en una
vecindad de la esquina cuyo radio converge a 0, mientras que la funcién
permanece acotada. La demostracién para los términos restantes es maés
elaborada. Denotemos por o, la longitud de arco en a,,, y observemos que
la curvatura geodésica de ambas curvas coinciden fuera del intervalo I, por
lo que, si k es la curvatura geodésica de a y k,, la de ay,, se tiene la siguiente
relacion:

Tn Sn b
1i_>m k,, do, = li_}rn [/ k(s) ds+/ k. (s)dol (s) ds+/ k(s) ds]

:/ngderggo (/T:”k(an(s))a;(s) ds).

Para calcular el limite restante volvemos a utilizar la férmula de Liouville

Sndf

/ ko (s) doy, = / (K1 cos 0+ kyasen) do, + —— do.

El integrando en la primera integral es acotado por lo que esa integral tiende
a 0. La segunda integral mide el cambio total del &ngulo en la pequena curva
que aproxima la esquina, por lo que converge claramente al &ngulo exterior.
Esto concluye el segundo caso.

Supongamos ahora que queremos demostrar el teorema para un disco,
sabiendo que se cumple para cada una de sus mitades D1 y Do, como en
la Figura 8.3. Denotemos por 61,...,0, los angulos exteriores de D; y
d1, ..., ¢s los angulos exteriores de Dsy. Sea «q la curva borde de D1 y sea
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Figura 9.3: Subdividiendo un disco.

a9 la curva borde de Dy. Tenemos

T

/ kgds+//KdA—|—Z€,-:27r y
ai

i=1

/ kgds+//KdA+qui:27r.
o2 i=1
Do

Al sumar estas dos igualdades, las integrales de la curvatura gaussiana y
las integrales de linea se suman para dar los valores correspondientes del
disco D. Notese que las integrales de linea sobre el lado comtin se can-
celan como se mencion6 anteriormente. Los dngulos exteriores de D son
Os,...,0,.,¢3,...,0s vy los “dngulos especiales” siguientes:

m=01+¢1 —m, Yo=02+ ¢ —

Notese que en la Figura 8.3 pusimos 72 = 0, a fin de ilustrar también este
caso. Se sigue que al sumar las dos ecuaciones de mas arriba se tiene lo que
sigue:

/kgds—i-//KdA—i-Zqﬁi—i-Zﬁi-i-(’Yl+7r)+(71+7r):47r.
“ D

=3 =3

Cancelando 27 de cada lado se sigue el resultado pedido para D.
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Consideramos ahora el caso general. Basta ver que cada disco puede
subdividirse en subdiscos arbitrariamente pequenos mediante subdivisiones
sucesivas hasta que cada uno caiga dentro de un mapa apropiado para uti-
lizar los casos ya demostrados. De hecho, si se subdivide un disco, el que
mediante un homeomorfismo podemos suponer que es un cuadrado lleno,
en subcuadrados como muestra la Figura 8.4, este puede reconstruirse agre-
gando los cuadrados de uno por uno segun la numeracién indicada, de modo
que a cada nuevo cuadrado pequeno, que cae dentro de la imagen de un
mapa, se le puede dar, cambiando el signo de uno de los parametros de ser
necesario, una orientacion consistente con la de los cuadrados ya agrega-
dos. Por ejemplo, al agregar el cuadrado marcado con x debe darsele una
orientacion consistente con la figura formada por los cuadrados 1 a 17. El
resultado sigue. O

Figura 9.4: Subdividiendo un cuadrado.

Noétese que, durante el curso de esta demostracion se ha probado que
toda superficie homeomorfa a un disco es orientable. Un resultado intuitivo,
pero no necesariamente inmediato.

Ejercicios

1. Demuestre que, en una superficie de curvatura gaussiana negativa, la
suma de los dngulos interiores de un tridangulo geodésico es menor que
.

2. Utilizando el Teorema de Gauss-Bonnet, calcule el drea de la regién
del plano hiperbdlico que se encuentra por encima del circulo unitario
y entre las rectas de ecuacién x = +1.
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3. Probar que una superficie de curvatura gaussiana negativa no puede
contener un disco cuyo borde sea una geodésica.

4. Utilice el teorema de Gauss-Bonnet para calcular la curvatura geodésica
del circulo v = ¢ en la esfera con la parametrizacién

ﬁ
z (u,v) = (cosucosv,senucosv,senv).

Puede utilizar el area del casquete como conocida.

5. Utilice el teorema de Gauss-Bonet para calcular el area del casquete
esférico limitado por el paralelo v = ¢ de la esfera unitaria. Puede
utilizar la curvatura gaussiana del circulo borde como conocida.

6. Sea S una superficie plana, salvo por un cototo, como el de la Figura
8.5. Probar que existen puntos del cototo con curvatura gaussiana
negativa (Sugerencia: Aplicar el Teorema de Gauss-Bonnet a la zona
delimitada por el circulo rojo).

Figura 9.5: Superficie plana con un cototo.

7. Probar que la curvatura gaussiana del plano hiperbélico y la curvatura
geodésica de la curva v = vg en el mismo coinciden (sugerencia: aplicar
el Teorema de Gauss-Bonnet a un rectangulo).

8. En el plano hiperbdlico, calcule el darea del tridngulo geodésico limitado
por las geodésicas z = 0, 22 +¢y2 = 1y (x — 1/2)? + y? = 1. Utilice
este calculo y el teorema de Gauss-Bonnet para calcular la curvatura
del plano hiperbdlico.

9. Utilice el ejercicio anterior y el teorema de Gauss-Bonnet para dar
una féormula para el area de cualquier tridngulo geodésico en el plano
hiperbdlico en funcién de sus dngulos interiores.
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10. Probar que el teorema de Gauss-Bonnet es valido para el cono (o
para una superficie con una punta del mismo tipo) si se asume que la
curvatura total concentrada en la punta es igual al defecto angular.
Recuerde que el defecto angular de un cono es el angulo que le falta
para llegar a 27 al angulo que forma la punta una vez recortado por
un costado y extendido. Es vélida la férmula si el defecto angular es
negativo?

La caracteristica de Euler

En esta seccién estudiaremos la forma mas general del Teorema de Gauss-
Bonnet. Como vimos en la demostracién de la versiéon para discos, la ori-
entacion de los mapas juega un papel fundamental. Por esta razon, la forma
general del Teorema de Gauss-Bonnet que damos abajo se aplica sélo a
superficies orientables.

Proposicién 9.11 (Teorema de Gauss-Bonnet para superficies orientables).
Sea S una superficie orientable compacta con un borde que consiste en un

numero finito de curvas asq, ..., qy. Supongamos que cada «; es reqular, ex-
cepto por un numero finito de esquinas donde los segmentos correspondientes
formen dngulos exteriores 01, ... ,0,.. Entonces la cantidad

1 n T
X(8) =5 ;/(X_kgds+//KdA+Z;9i
1= g S 1=

depende solo de la clase de homeomorfia de S. La curvatura con signo debe
interpretarse como positiva st el vector curvatura apunta al interior de la
superficie S y como negativa en caso contrario.

La cantidad x(S) es conocida como la caracteristica de Euler de S.

Demostracion. Como antes, se puede subdividir una superficie ar-
bitraria en pequeiios trozos homeomorfos a discos. Sin embargo, en este
grado de generalidad no es posible asegurar que puede agregarse cada nuevo
disco con una orientacién que sea compatible con la de los discos ya agre-
gados. por ejemplo considerese el caso ilustrado en la Figura 8.6.A, donde
los discos en azul oscuro ya se han agregado. Al agregar el disco naranja
debe escogerse una orientacién que sea compatible simultaneamente con la
de los dos discos azules que bordean al naranja. Esto se consigue asum-
iendo a priori la existencia de un atlas orientado. Por otro lado, al agregar
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Figura 9.6: Subdividiendo una superficie arbitraria.

un cuadrado que se pega a la figura ya agregada en més de un segmento
de curva, el mismo argumento de la seccién precedente (el que utilizaba la
Figura 8.3) muestra que la caracteristica de Euler disminuye en uno por
cada segmento adicional. Por otro lado, al agregar un disco que tapa un
hueco, como en la Figura 8.6.B, la caracteristica de Euler debe aumentar
en uno, ya que se suprime una integral de linea con el signo contrario a la
que corresponderia al borde del disco agregado y lo mismo se aplica a los
angulos de esa curva. El punto central de la demostracién es que todo este
proceso depende sélo de como se subdividié en discos la superficie original,
y esa subdivisién puede trasladarse mediante un homeomorfismo, por lo que
depende sélo de la clase de homeomorfia de la superficie. O

Ejemplo 9.12. La demostracién del resultado precedente nos dice como
debe calcularse la caracteristica de Euler de una superficie. En la figura 8.7.
se muestran algunas superficies con su descomposicién y caracteristica cor-
respondientes. Para el anillo o el cilindro, podemos calcular la caracteristica
de Euler mediante una subdivisién en dos discos que se pegan por dos seg-
mentos, lo que d& una caracteristica de Euler igual a 0 para cada una. De
hecho estas dos superficies son homeomorfas. En el caso del toro, este puede
cortarse en dos cilindros. Ademas, los circulos borde pueden escogerse como
meridianos, los que son geodésicas, por lo que no contribuyen al calculo de la
caracteristica. La esfera puede dividirse en dos discos, de modo que el borde
también sea una geodésica. El toro perforado se obtiene del toro sustrayendo
un disco, lo que hace que la caracteristica disminuya en 1 (este truco puede
usarse también para el anillo). El bitoro puede escribirse tambien como la
unién de dos toros agujereados pegados por un circulo geodésico.

Ejemplo 9.13. Si se intenta aplicar el mismo procedimiento con la banda
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Figura 9.7: Algunos calculos de caracteristica.
de

de Moebius, la que no es una superficie orientable (ver Figura 8.8), necesari-
amente se produce un “muro”, donde las integrales de linea no se cancelan.
Este muro puede ser una geodésica, pero aun asi tendrd angulos exteriores
que influirdn en el calculo.

Figura 9.8: Gauss-Bonnet en la banda de Moebius.

Existe un método alternativo para calcular la caracteristica de Euler de
una superficie. Simplemente se subdivide esta en discos con borde poligonal,
y se cuenta el nimero de caras, aristas y vértices asi obtenidos. No afecta
para nada el caculo si los bordes de estos poligonos son curvos. En lenguaje
técnico, se dice que se dota a la superficie con una estructura de complejo
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de celdas'. Si estos nimeros son C, A y V, respectivamente, definimos
X(S) =C — A+ V. Si esta subdivisién se hace de manera que funcione bien
con dos subsuperficies simultaneamente, se tiene una féormula de adicién del
tipo

X(S1U S2) = X(S1) + X(S2) — (51N S2).

Es posible probar por induccién, como se pide en los ejercicios, que todo
complejo conexo ¥ sin agujeros contenido en el plano satisface x(X) = 1.
Esto es, por lo tanto, cierto para cualquier subdivisién de un disco, por lo
que puede probarse, con un método similar al utilizado para demostrar la
proposicién precedente, que x(S5) = x(5) para cualquier superficie orienta-
ble. Esta segunda definicién, sin embargo, se aplica también a conjuntos
que no son superficies, o a superficies no orientables. La banda de Moebius
M, por ejemplo, satisface x(M) = 0.

Ejercicios

1. Utilice el teorema de Gauss-Bonet para calcular la curvatura gaussiana
de la esfera unitaria.

2. Un vértice de un poliedro se dice céncavo si la suma de sus angulos
adyacentes es mayor a 27. Probar que todo poliedro homeomorfo al
bitoro (o esfera con dos asas) tiene al menos un vértice concavo.

3. Probar que para toda superficie homeomorfa al toro la curvatura gaus-
siana se anula en algin punto. Determine todos los puntos con dicha
propiedad en el caso del toro de revolucién obtenido girando un circulo
sobre un eje exterior contenido en el mismo plano.

4. Calcule la caracteristica de Euler de la superficie de género g, también
llamada esfera con g asas (ver figura 8.9).

5. Los habitantes del universo bidimensional X han determinado que su
universo tiene la forma de una esfera con g asas, que su curvatura K =
—0,009 es constante y su area satisface 1900 < A < 2200. Encuentre

gy A

6. Una superficie con borde S tiene la forma de un bitoro del cual se han
recortado dos discos como muestra la Figura 8.10. El area de S es de

'La definicién técnica de complejo de celdas es més general, de hecho, que la dada aqui.
Si los poligonos son tridngulos, lo correcto seria hablar de un complejo simplicial o de un
A-complejo.
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g veces

Figura 9.9: Una superficie de género g.

Figura 9.10: Un bitoro con dos agujeros.

G ¥ su curvatura gaussiana es constante K = —7. Lss circunferencias
de borde a1 y a9 tienen largo [y = 7w y lo = 27, mientras que sus
curvaturas geodésicas son constantes e igualesa k1 =1—ry ko =147
respectivamente. Encuentre el valor de r.

7. Cudl es la caracteristica de Euler de la superficie que se obtiene al
identificar los lados de un dodecdgono regular como muestra la Figura
8.117 Sugerencia: Suponga que la figura es plana salvo en los vértices
y utilice el Ejercicio 10 de la seccién precedente.

8. Seidentifican los lados de un dodecagono geodésico en el plano hiperbdlico,
en el mismo orden que en el problema precedente, sin producir ningin
defecto angular en sus vértices. Calcule su area.

9. Probar que si una superficie S se divide en dos superficies S y So
con borde que se intersectan sélo en el borde comin, entonces x(S) =

X(51) + x(52)-

10. Demuestre por induccién la férmula de Euler C +V — A = 1 para
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Figura 9.11: Un decdgono con identificaciones.

cualquier complejo plano del tipo descrito en el texto. Se sugiere uti-
lizar el ejercicio precedente.



Capitulo 10

Tensores y formas
diferenciales

En este capitulo introduciremos algunas generalizaciones del concepto de
campo vectorial que dimos en el capitulo 5. Para esto introduciremos el
concepto de fibrado vectorial para luego definir el concepto de seccién del
fibrado, que generaliza la idea de campo vectorial. El concepto de tensor
puede definirse como una seccién de un producto tensorial de algunas copias
del fibrado tangente y de su dual, lo que lo convierte en un caso particular del
concepto anterior. La construcciéon del dual del fibrado tangente, también
llamado el fibrado cotangente, requiere de una de las siguientes nociones:

1. El pegado de variedades.
2. El cociente de un fibrado por otro.

Cualquiera de estas nociones requiere de la definicién de espacio topoldgico
cociente, lo que estd méds alla de los limites de estas notas. Por esta razén
preferimos utilizar una definicién alternativa de un tensor como una funcién
lineal que satisface una condicién de localidad. En la tercera seccién in-
troducimos el concepto de forma diferencial como un tensor contravariante
alternante. Esto limita las dificultades tedricas de estudiar el fibrado cotan-
gente, al coste de requerir algo méas de trabajo para demostrar que estos
objetos tienen la interpretacién que uno espera, ya que carecen de la in-
terpretacién como secciones. Este es un problema técnico que no tendra

mayores repercusiones en lo que sigue.
st sk ok ok e ok sk ok sk ok K ok
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