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Pregunta 1

1. ¿Existe una funcion positiva f no medible tal que
√
f sea medible?(1 punto)

2. Sea f una funcion acotada. Demostrar que f es medible si y solo si existe una sucesion de funciones
simples y acotadas que converge uniformemente a f(1 punto)

3. Sea f continua c.t.p. Demostrar que f es medible(1 punto)

4. Sea f medible y g medible tal que g 6= 0 c.t.p. Demostrar que f
g es medible.(1 punto)

5. Sea fn(x) = xn

1+xn definida en [0, 1]. Dado ε > 0, encontrar un conjunto medible En tal que mEn < ε
y fn converge uniformemente a una funcion medible en Ec

n.(1 punto)

Pregunta 2

1. Demostrar el teorema de Lusin:

Sea f una funcion medible en el intervalo [a, b]. Para todo δ > 0 existe una funcion continua g tal que
m{x ∈ [a, b] : f(x) 6= g(x)} < δ(2 puntos)

2. ¿Es cierto este teorema para una funcion f definida en un conjunto medible E de medida infinita? (1
punto)

Pregunta 3

Una funcion f es Borel-medible si f−1(a,∞) es un conjunto de Borel para todo a ∈ R

1. Sea f una funcion medible y g una funcion continua. Demostrar que g ◦ f es medible.¿Es f ◦ g siempre
medible? (1 puntos)

2. Sea f : R→ [−∞,∞] medible. Construir una sucesion de funciones simples φn tal que ĺımn→∞ φn = f
y |φn| ≤ |φn+1| ≤ |f | para todo n. (2 puntos)

3. Demostrar que para toda funcion medible f : R→ [−∞,∞] existe una funcion Borel-medible g tal que
m{x ∈ R : f(x) 6= g(x)} = 0 (2 puntos)

Pregunta 4

1. Sea E un conjunto medible tal que mE > 0. Demostrar que existe un intervalo (a, b) tal que m[(a, b)∩
E] > 0 (1 punto)

2. Sea V un conjunto de Vitali y sea E ⊂ V un conjunto medible. Demostrar que mE = 0 (2 puntos)
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3. Sea E un conjunto medible tal que mE > 0. Demostrar que existe un conjunto A ⊂ E no medible. (2
puntos)

Nota: Puntos
3 +1

Fecha de entrega: 20 de Septiembre
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