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Una de las nociones claves de la geometria clasica es la de «area». Desde temprano
en nuestra formacién matematica incorporamos esta palabra a nuestro vocabulario vy,
mas aun, contamos con férmulas sencillas que nos permiten determinar el area de ciertas
«figuras» simples e idealizadas: es asi como aprendemos que el drea de un rectangulo es
«largo por alto» o que la de un tridngulo es «base por altura dividido en dos». Ahora,
con la introducciéon de coordenadas, una «figura geométrica» puede interpretarse como
un subconjunto de R? y, en ese contexto, cabe preguntarse si acaso esta nocién primitiva
de «area» puede extenderse a un subconjunto arbitrario del plano.

Trabajar esta pregunta nos lleva en primer lugar a replantearnos ;qué es «el area»?
Bueno, el drea de una figura geométrica F' es un ndmero real positivo A(F') el cual
de alguna forma «mide» el tamanio de dicho objeto. Planteado asi, nos gustaria decir
que «el area es una funcién que mide el tamano de una figura geométrica». El primer
gran problema con esta pseudodefiniciéon es que habria que precisar cudl es el dominio
de esta funcion «éarea». La idea -completamente imprecisa- seria decir que el dominio
estd compuesto por «los subconjuntos de R? que son figuras geométricas», es decir -por
tautolégico que suene- por aquellos subconjuntos de R? para los cuales sabemos calcular
el drea por métodos elementales. Asi, de lo discutido hasta aqui, tenemos que si lo que
queremos hacer es extender la nocién primitiva de «area», lo que realmente debemos hacer
es construir una funcién

m: M — Rxo U {oo}

cuyo dominio M C P(R?) sea lo més grande posible (es decir, que sepamos «medir el
tamano» de muchos conjuntos) y cuya regla de asignacién tenga las propiedades que
nuestra intuicién geométrica nos dice que debiese tener.

Mas precisamente, la funciéon debiese satisfacer las siguientes propiedades:
1. normalidad: m ([a,b] X [¢,d]) = (b —a) - (d — ¢). En efecto: esto es esperable pues

[a,b] x [¢,d] no es mds que un rectdngulo y el drea de un rectdngulo es «largo por
alto»



2. monotonia Si A,B € M con A C B entonces esperariamos que m(A4) < m(B).
En efecto: en geometria clasica podemos encontrar cotas para el area de una figura
circunscribiéndola en una més grande.

3. o-aditividad Si {E,}nen es una sucesién de conjuntos disjuntos que «sabemos me-
dir» (es decir E,, € M para todo n) entonces también esperarfamos «saber medir»
a la unién |J E,, y, mds ain, se esperarfa que

En efecto; ésto es precisamente lo que hacemos cuando queremos determinar el area
de «figuras complicadas»: dividirla en figuras mas simples, determinar el area de
estas figuras simples y sumar las areas obtenidas.

4. Que sea invariante por traslaciones: no esperariamos que la medida m de un objeto
geométrico dependiese de su posicion en el plano

Ahora bien, evidentemente, todo lo discutido hasta aqui puede extenderse facilmente
a subconjuntos de R y R3, cambiando «4rea» por «largo» y «volumen», respectivamente.
Incluso, més generalmente, podremos hablar de medidas en R".

Naturalmente, quisiéramos poder medir a cualquier subconjunto de R™. Es decir,
quisiéramos poder tener una funcién m : P(R™) — R> U {oo} que tuviese ademds todas
las propiedades ya mencionadas. Lamentablemente, veremos a continuaciéon que esto no
es posible. La idea detras de esto es que al querer medir un subconjunto arbitrario de R™
estamos tratando de medir conjuntos eventualmente muy abstractos que se alejan cada
vez més de objetos geométricos o de interpretacion fisica. Un resultado sorprendente en
esta direccion es la famosa «paradoja de Banach-Tarski» que establece que la bola unitaria
en R? puede «descomponerse» (usando el axioma de eleccién) en una cantidad finita de
piezas de manera tal que éstas pueden reacoplarse para formar dos copias idénticas de la
bola. M4s precisamente, el problema que surge es que al asumir -como suele hacerse !- el
axioma de eleccién, entonces seremos capaces de «construir» un conjunto suficientemente
patolégico que nos llevara a una contradiccion.

Problema 1: (Conjunto de Vitali) No existe una funcién m : P(R") — R>¢ tal que
m sea normal, mondtona, o-aditiva e invariante bajo traslaciones.

Sol: Lo haremos para n = 1. Queda como ejercicio extender este desarrollo para n
arbitrario.

Sean x,y € R. Decimos que x es Q-equivalente a y y escribimos x ~ y si x —y € Q.
Se tiene que ~ es una relacién de equivalencia 2 y, por tanto, las clases de equivalencia
[z] = {y € R : & ~ y} particionan la recta real. Como para cada x € R se tiene

1E] axioma de eleccién, cuyo enunciado suena muy razonable, tiene consecuencias insospechadas como,
por ejemplo, que todo conjunto admite un orden total o que todo espacio vectorial admite una base de
Hamel. M4s sutilmente, el axioma de eleccién estd implicito en afirmaciones como «todo ideal propio de
un anillo estd contenido en uno maximal» o «un elemento de un anillo es nilpotente si y sélo si estd en
todo ideal primo»

2Esto no es més que el hecho de que Q es un subgrupo normal del grupo aditivo R



que [2] N[0, 1] # 0, vemos por axioma de eleccién® que podemos formar un conjunto
V C [0,1] de manera que V contenga exactamente un elemento de cada clase. Supongamos
entonces que exista la funciéon m. Sea {qgi}reny una numeracién de los racionales en el
intervalo [-1,1] y Vi :=V +qr = {v+qr : v € V}. Tenemos que Vx NV, =P si k # 1. En
efecto: si x € V;, N V] entonces existen v,v’ € V tales que

vt g =z =0"+gq,

de donde se desprende que v —v' = q; — g1, € Q — {0}, es decir, v ~ v con v # v', lo cual
es absurdo por la construccién de V. Como estos conjuntos son disjuntos, se tiene, por

o-aditividad, que
m<U Vk>:Zm(Vk). (1)

keN keN

Por otro lado, como V C [0, 1], se tiene que Vi, C [—1,2] y, por tanto, UV}, C [—1,2]. Asi,
por monotonia, normalidad y la ecuacién (1) vemos que

> m(Vi) < m([-1,2]) = 3.

keN

Por otro lado, como m es invariante por traslaciones, tenemos que m(Vy) = m(V) para
todo k. De esta forma tenemos entonces que

Z m(V) < 3.

keN

Ahora bien, esto ultimo no puede suceder salvo que m(V') fuese cero (por qué?). Afirma-
mos que esto no puede suceder. Para probarlo probaremos que, de hecho, [0,1] C (J V.
Sea t € [0,1] y v el tnico elemento de [t] N [0,1]. En tal caso se tiene que t — v es un
racional que necesariamente estd entre -1 y 1. Por lo tanto existe k € N tal que t —v = ¢y,
y, por consiguiente, ¢ € V. De esta manera concluimos que [0, 1] C UV}, y, por tanto,

0<1=m([0,1]) §m<U Vk> zz:m(V):O7

keN keN

lo cual es absurdo.

Hecha esta introduccién (y habiendo visto que no todo subconjunto de la recta real
podra tener un «largo»), quedan naturalmente planteadas ciertas preguntas: jqué conjun-
tos podremos «medir»? a aquellos conjuntos que podamos medir jcémo los mediremos?
y, haciendo este salto de abstraccion jpodremos recuperar las intuiciones geométricas que
teniamos? Lo que haremos en toda la primera parte del curso serd tratar de responder
a estas preguntas de manera formal y rigurosa. Mas concretamente, en las préximas se-
manas nos avocaremos a definir y trabajar la medida de Lebesgue. Esto es, definiremos

3Existen ciertas escuelas, llamadas «intuicionistas», trabajan una «matemética paralela» en la que no
se asume el axioma de eleccién



de manera precisa qué subconjuntos de la recta real tendran un largo, diremos cémo
«medir» ese largo y, mas ain, indagaremos en las principales propiedades de esta forma
de «medicion».

Para determinar qué conjuntos serdn a los que llamaremos medibles, definimos primero
la medida exterior de Lebesgue como la funcién

m* : P(R) = Rxo U {oo} : A %inf{Z(bk —a): AC U(ak,bk)}.

keN keN

En primer lugar, notemos que esta definiciéon corresponde -intuitivamente- al resultado
de aproximar sucesivamente un conjunto arbitrario A mediante conjuntos simples (los
intervalos) para asf estimar «el tamafio de A» (ile parece conocido este procedimiento?)
Notemos también que A C R = Upen(n, n+2) y, por tanto, el conjunto cuyo infimo define
a m* es siempre no vacio. Mas ain, como Y (bx — aj) > 0 se tiene que el conjunto

{Z(bk —ap): AC U(ak,bk)}.

keN keN

es acotado inferiormente por 0. Asi este conjunto es no vacio y acotado inferiormente,
por tanto tiene infimo (aunque, por supuesto, puede ser infinito puesto que admitimos
la posibilidad de cubrimientos infinitos). Por otro lado, por una conocida caracterizacién
de infimo sabemos que dado un subconjunto A de R y ¢ > 0 existe un cubrimiento
{(ag,br) }ren de A de manera que

m*(A) + &> (b — ag).
keN

Comentario: Note que lo anterior se cumple trivialmente en el caso de que todo cubri-
miento de A satisfaga > (br — ag) = 00

Antes de ver algunas propiedades de esta funcién, veamos un par de ejemplos sencillos
de célculo de medida exterior:

Ejercicio: La medida exterior de un punto es cero

1 1
Sol: Sea A = {a} y n € N arbitrario. Se tiene que el intervalo <a ~ 5,0 + 2>
n n

cubre a A y por tanto se tiene que

0.<m*(4) < <a+21n>—<a—21n>::l

y, por tanto, por teorema de encaje concluimos que m*(A4) = 0, como se queria.

Problema 2: La medida exterior de un conjunto numerable es cero. En particular,

m*(Q) = 0.

Sol: Digamos que A = {ay }ren. Sea Ij . = (ak — 5rrT, Ok + 2,9%) . Para cada e >0
tenemos que la familia {Ix}ren es un cubrimiento de A y, por tanto -por definicién de



infimo- se tiene que

050 < (o 550) - (- 550)) - =

keN keN

y, por tanto -como ¢ es arbitrario- concluimos que m*(A) = 0, como se querfa.

La proposicién 3.2.1 del libro de Royden (muy importante) muestra que la medida
de un intervalo es su largo, por lo tanto, esta funcién m* es mormal. Por otro lado, la
proposicién 3.2.2 (también muy importante) muestra que m* es también o-subaditiva
(Ejercicio: pruebe que m*(Q) = 0 usando la o-subaditividad). Veremos a continuacién
que m™* posee otras buenas propiedades:

Problema 3: m* es monétona e invariante por traslaciones

Sol:

= Monotonia: Si A C B entonces todo cubrimiento de B es un cubrimiento de A y,
por tanto, por definicién de infimo concluimos que m*(A4) < m*(B).

= Invarianza por traslaciones: Notemos que si ¢ € R entonces
[a,b] +c:={t+c:t€a,b]} =[a+c,b+ ]

Por lo tanto, {Ix}xen cubre a un conjunto A siy sélo si {I; + c}ren cubre a A+ c.
Asi, como el largo de un intervalo [a, b] es el mismo que el de [a+ ¢, b+ |, concluimos
lo que se queria.

Notemos que los dos tultimos problemas muestran que no es cierto en general que
m*(A) = m*(cls(A)). En efecto: como Q es numerable se tiene que m*(Q) = 0 pero Q es
denso en R y m*(R) = oo (por ejemplo, por monotonia, pues [0, N] C R para todo N).

Problema 4: (Prop. 3.2.5 del libro de Royden)

a) Pruebe que dado un subconjunto A de R y € > 0 existe un subconjunto abierto O
de R tal que m*(O) < m*(A4) +¢.

b) Se dice que un subconjunto G de R es de tipo G; si es interseccién de una coleccién
numerable de conjuntos abiertos de R (observacién: recuerde que una interseccién
arbitraria de conjuntos abiertos no es necesariamente abierto ;puede dar un ejem-
plo?). Pruebe que dado un subconjunto A de R existe un conjunto G de tipo Gy tal
que m*(A) = m*(G).

Sol:



a)

Como comentamos anteriormente, de la caracterizacion de infimo tenemos que dado
A existe un cubrimiento {(ax, bx)}ren de A tal que

m*(A) +e > (br — ax).

keN

Sea O := (J,en(br — ax). Por definicién tenemos que A C O. Por otro lado, por
o-subaditividad tenemos que

m*(0) = m* <U (ak,bk)) <> m*((ar, be)) = D (bk — ak),

keN keN keN

donde en la dltima igualdad se usa la proposicién 3.2.1 (que dice que la medida de
un intervalo es su largo). Asi, acoplando las desigualdades, obtenemos que

m*(A) +e > m*(0),
como se queria.

En virtud de lo anterior, se tiene que para cada n € N existe un abierto O,, con
A C O, tal que

1
m*(A) + - >m*(0y).
Sea G := NyenOy,. Tenemos, por definicién, que G es de tipo Gs. Como para cada
n se tiene que A C O,, se tiene también que A C N,enO, = G y, por tanto, por

monotonia concluimos que m*(A) < m*(G). Por otro lado, como para cada n € N
se tiene que G C O, se sigue -nuevamente por monotonia- que

m*(0,) > m*(G)
y, por tanto,
m*(A) + % > m*(Q)

para todo n € N. Asi, como n es arbitrario, concluimos que m*(A) > m*(G). Asi,
como m*(A) < m*(G) y m*(A) > m*(G) concluimos que m*(A) = m*(G), como
se queria.



Se dejan al lector los siguientes ejercicios y problemas, los cuales deben pensarse como
complemento de los ejercicios y problemas del libro, asi como de los presentados en esta
ayudantia.

1. Adapte la demostracién de que m*([a, b]) = b—a para probar que m* ([a1, b1] X [ag, ba] X « -+ X [an,by]) =
(bl — (11) . (b2 — (12) cee (bn — an).

2. Sea A C Ry c > 0. Se define
cA:={ca:a€ A}
Pruebe que m*(cA) = ¢- m*(A).
3. Sea A el conjunto de los niimeros irracionales en el intervalo [0, 1]. Determine m*(A).
Definimos una caja en R™ como un conjunto de la forma
C = (al,bl) X (a27b2) X - X (an,bn).
Definimos el volumen de esta caja como
V(C) = (b1 —a1) - (ba — ag) - (bn — an) = [ [ (0x — ax).
j=1
Asi, la medida exterior de Lebesgue en R™ es la funcién
m:PR") - RU{occ}: A— inf{z V(Cr): AC UCk, C, es una caja} .
k=1
4. Pruebe que un hiperplano en R™ tiene medida nula
5. Sea Z C R con m*(Z) = 0. Pruebe que m*(Z x I) = 0.
6. Sea f:[0,1] — R una funcién continua y
Ip=A{(t, f(t) : t €[0,1]}

su grafico. Determine m* (I'y) .



