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1. Recuerdo

Sea α ≥ 0 un número real. Definimos

a0 = [α] ∧ f1 = α− [α]

an := [10fn] ∧ fn+1 = 10fn − [10fn]

Da inductivamente una sucesión de cifras a1, a2, ..., an ∈ {0, 1, 2, ..., 9} y f1, f2, ..., fn+1 tales
que

α =
n∑
i=0

ai10−i +
fn+1

10n

con 0 ≤ fi < 1. Probarán que

α = ĺım
n→∞

n∑
i=0

ai10−i =
∞∑
i=0

ai10−i

Por ejemplo, si x = 1
3
, calculemos {ai}i. Note que a0 = [1

3
] = 0, ya que 0 ≤ 1

3
< 0 + 1. Para

calcular a1, necesitamos primero calcular f1:

f1 =
1

3
−
[

1

3

]
=

1

3
.

Entonces

a1 = [10f1] =

[
10 ·

1

3

]
= 3

Ahora calculemos f2:

f2 = 10f1 − [10f1] = 10 ·
1

3
−
[
10 ·

1

3

]
=

10

3
− 3 =

1

3
= f1

No es dif́ıcil probar que fn = 1
3

para cualquier n ∈ N, y por ende, an = 3, para n ≥ 1. Luego

1

3
=
∞∑
i=0

3 · 10−i := 0, 3333...
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2. Ejercicios

1. Demuestre que el algoritmo dado más arriba no produce decimales con cola de 9.
(x ∈ R≥0 tiene cola de 9, si para el algoritmo existe n0 ∈ N tal que an = 9, para
n ≥ n0).

Solución: Sea x ∈ R≥0 con cola de 9. Por el lema del recuerdo, se tiene que existe
una sucesión de cifras a1, a2, ..., an ∈ {0, 1, 2, ..., 9} y f1, f2, ..., fn+1 tales que

α =
n∑
i=0

ai10−i +
fn+1

10n

con 0 ≤ fi < 1.
Por otro lado, existe n0 ∈ N tal que an = 9, para n ≥ n0. Entonces, tomando n = n0

en el algoritmo, existen a1, ..., an0 ∈ {0, 1, ..., 9} tales que

x =

n0−1∑
i=0

ai10−i +
fn0+1

10n0−1
=
∞∑
i=0

ai10−i =

n0−1∑
i=0

ai10−i +
∞∑
i=n0

ai10−i

=

n0−1∑
i=0

ai10−i +
∞∑
i=n0

9 · 10−i

=

n0−1∑
i=0

ai10−i +
9

10n0
·
10

9

=

n0−1∑
i=0

ai10−i +
1

10n0−1

Luego

fn0+1

10n0−1
=

1

10n0−1
=⇒ fn0+1 = 1

lo cual es una contradicción, ya que 0 ≤ fn0+1 < 1.

2. Sea x ∈ Q, x > 0. Decimos que tiene una expansión decimal finita, si existe n0 ∈ N tal
que fn0+1 = 0, de forma que

x =

n0∑
i=0

ai10−i

Dado un decimal x con expansión finita, demuestre que el denominador tiene la forma
2α · 5β, con α, β ∈ N0. ¿Es cierto el rećıproco?.

Solución: Como x tiene una expansión decimal finita, existe n0 ∈ N tal que

x =

n0∑
i=0

ai10−i = a0 +
a1
10

+
a2
102

+ ...+
an0

10n0
=
a010n0 + a110n0−1 + ...+ an0

10n0

=
p′

10n0
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con p′ ∈ N. Ahora supongamos que x = p
q
; con p, q ∈ Z, con q 6= 0, y p y q son coprimos.

Luego

p′

10n0
=
p

q
=⇒ p′ =

p · 10n0

q
∈ Z

Como q - q, debemos tener que q | 10n0 . Concluimos entonces que q = 2α · 5β con
α, β ∈ N0.
El reciproco es cierto, y probablemente demostrarán en clases.

Sea b ≥ 2, que llamamos la base de un sistema becimal para escribir números reales.
Usaremos el conjunto Cb = {0, 1, 2, ..., b − 1} de cifras en esta base para escribir un
número natural m en base b, es decir, como

m = (AnAn−1...A1A0) =
n∑
i=0

Ajb
j

y un número real x > 0 como becimal

x = (AnAn+1...A1A0a1a2a3...)b =
n−1∑
i=0

Ajb
j +

∞∑
i=1

aib
−i

3. Claramente, todo becimal finito x =
∑N

i=1 aib
−i, con ai ∈ {0, 1, ..., b − 1}, es racional.

Describa el conjunto de números racionales con becimal finito en término de denomi-
nadores. (Asuma que b es libre de cuadrados).

Solución: Supongamos que b = p1p2p3...pk, con pi primos. Entonces

x =
N∑
i=1

aib
−i =

a1
b

+
a2
b2

+
a3
b3

+ ...+
aN
bN

=
a1b

N−1 + a2b
N−2 + ...+ aN
bN

=
p′

bN

con p′ ∈ Z. Supongamos que x = p
q
; con p, q ∈ Z, con q 6= 0, y p y q son coprimos.

Luego

p

q
=

p′

bN
=⇒ p′ =

pbN

q
∈ Z

Como q - p, se debe tener que q | bN . Es decir, q | (p1p2p3...pk)
N . ¿Qué forma debe

tener q?
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