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1. Recuerdo

1. Decimos que una sucesion {a, }nen C Q es de Cauchy ssi para todo € > 0, € € Q existe
N € N tal que |a, — a,,| < €, para todo n,m > N. Tomamos a S como el conjunto de
todas las sucesiones de Cauchy.

2. Decimos que {a, }nen converge a 0 cuando n — oo ssi para todo € > 0, € € Q existe
N € N tal que |a,| < €, para todo n > N.

3. Se define en S la relacién ~ dada por: {a,}n, ~ {b,}, (se relacionan) ssi {a, — by }n
converge a 0. Resulta que ~ es una relacion de equivalencia en S, y definimos el conjunto
de clases de equivalencia como R = {[{a,}] : {an}n € S}

Por ejemplo, la clase [{2}] con la clase [{ 5 },] son iguales, ya que {= — L}, — 0 cuando n —
oo. BEs decir, [{2}] y [{55}n] son el mismo elemento en R. Por otro lado, [{1},] # {+ +5}.],
ya que {+ — (£ 4 5)}, no converge a 0.

También es importante notar que si {a,}, no converge a 0, ssi [{a,},] # [{0}n].

Resulta que R con las siguientes operaciones

{antn] + [{bn}tn] = {an + bntal
{antn] - [{bn}n] = [{anbn}n)

es cuerpo. Es ficil ver que las clases [{0},] v [{1},] son los neutros aditivo y multiplicativo,
respectivamente.

Veamos algunas ideas de como probar que todo [{a,}.] € R, con [{an}n] # [{0}.], tiene
inverso multiplicativo.

2. Ejercicios

1. Demuestre que si [{a,}n] # [{0},], entonces existe k € N tal que a, # 0, para todo
n > k.

Solucién: Como [{a,},] # [{0},], implica que a,, - 0. Es decir, negando la propo-
sicion 2 del recuerdo, tendremos que

Jep > 0,60 € Q, Ik eEN:n >k = |a,| > € >0

Esto nos dice que paran > k, a,, # 0.



1

5501 4nl 7 [{0}n]. Calcule el inverso multiplicativo de .

2. Demuestre que x = [{Wlm -

Solucién: Note que im0 (5557 — 35515) — 0 = 3057 # 0, por lo que {5557 + 55515 1nl #

{0}n].

Por el ejercicio anterior, existe £ € N tal que
Definimos y = [{b, }], donde

1 1

M_m#(),paratodon>k.

0 st n<k
b, =
ai si n>k

n

][?{elzt;e]mos mostrar 3 cosas: {b,}, es Cauchy, [{b,}n] # [{0}n], y que [{bn}n] - [{an}n] =

= Por el ejercicio anterior, ya sabemos que Ir > 0,r € Q,Fk e N:n > k =
lan| > 7.
Ademds, para todo ¢ > 0 existe N € N tal que |a, — a,,| < er?, para todo
n,m > N. Entonces, para todo n,m > max{k, N},

1 1

b — b | =

n am
Por tanto, {b,}, es de Cauchy.

» Evidentemente, [{b,}.] # [{0}n], ya que a partir de k (esto es, para k > n),
b, = i # 0, asi que, b, = 0.

= Note que

0 si n<k

anbn:
1 st n>k

Luego, a,b, — 1, es decir, (a,b,—1) — 0. En consecuencia, [{a,b,—1},] = [{0},].
Por lo tanto, -y = [{anbn}n] = [{1}n]. Como [{1},] es el inverso multiplicativo,
se tiene que y es el inverso multiplicativo de .

Tarea: Demuestre que si [{a,}n] # [{0}n], entonces existe [{b,}n] # [{0},] tal que

{an}] - {bn}e] = {1}a].

. Defina un orden en R.

Solucién: Definiremos primero un orden en S.

Diremos que {a,}, > {0},, ssi, existe ¢y > 0, € € Q, existe k € N tal que a,, > ¢, para
todo n > k. Es decir, las sucesiones de Cauchy que a partir de un cierto indice em-
piezan a tener solo términos positivos, serén las sucesiones mayores a {0},,. Definimos
entonces

{an}n <Abntn <= {bn—an} >0 V {an}n = {bn}n

Para mostrar que < es un orden en S, se debe comprobar la transitividad y la trico-
tomia.



Podemos definir un orden <’ en R de la siguiente forma:
Hantn] <" {bn}n] <= {00 — an}tn > {0}n vV [{an}n] = [{0n}n]

Tarea: Demuestre que < es transitiva y satisface la tricotomia (es decir, si [{a,},] #

[{0}n] entonces {an}n] 2" {0}n] V' [{=an}n] =" [{0}a]).



a)

Demuestre que la expansién 15-cimal de un > 0, dada por el algoritmo, siempre
cumple

= a
i
= Z 150
=0
Solucién: Paran € N, el algoritmo nos da una sucesién de ag, aq, ..., a, € {0, 1,...., 14}

tales que

= a; fn+1
- 4
. 2; 15 ' 157

donde 0 < f,41 < 1. Tomando n — oo, se tiene fl"; — 0 (va que, fo41 < 1, para
cualquier n). Asf, x = > %,

Demuestre que todo real z con 0 < x < 1 se puede escribir como 15-cimal sin cola
de 14 (es decir, sin que a; = 14, para todo j lo suficientemente grande).

Solucién: Supongamos por contradiccion que existe un real 0 < z < 1 tal que
el algoritmo si produce cola de 14. Esto es, existe ng € N tal que a,, = 14, para
todo n > ngy. Sabemos que

o nol

ano—l o a;
T 15 15 -+ 51 15 Tt 15m0—1 + 15no 1 a 15¢ Z 15 Z 15¢

=1 i=ng

Luego

fro x4 14151
15m0-1 2 156 157014 15m0-!

1=n0

= fo, =1

Lo cual es una contradiccién, ya que f,, < 1.
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