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1. Recuerdo
Sea « > 0 un numero real. Definimos

ap=la] AN fi=a—|q

Ap = [10fn] N fn+1 = 1Ofn - [lofn]

Da inductivamente una sucesion de cifras aq, as, ..., a, € {0,1,2,....,9} y f1, fo, ..., fur1 tales
que

o= Zailoii + %
=0

con 0 < f; < 1. Probaran que

a= nh_)rrolo i a;107" = i a; 107
i=0 i=0

Por ejemplo, si x = %, calculemos {a;};. Note que ag = [%] =0, ya que 0 < % <0+ 1. Para
calcular a;, necesitamos primero calcular f:

Entonces

Ahora calculemos f:

1 1 10 1
f2:10f1—[10f1]=10§— |:10§:| :§_3Z§:f1

No es dificil probar que f, = % para cualquier n € N, y por ende, a,, = 3, para n > 1. Luego

— »
5223'10 =0, 3333...

=0



2.

Ejercicios

1. Demuestre que el algoritmo dado més arriba no produce decimales con cola de 9.

(x € Rsq tiene cola de 9, si para el algoritmo existe ng € N tal que a, = 9, para
n > ngp).

Solucién: Sea z € R>( con cola de 9. Por el lema del recuerdo, se tiene que existe
una sucesién de cifras aq, ag, ..., a, € {0,1,2,...,9} v f1, f2, ..., [ns1 tales que

o= Z a; 107" + J;"Otll

con 0 < f; < 1.
Por otro lado, existe ng € N tal que a,, = 9, para n > ng. Entonces, tomando n = ng
en el algoritmo, existen ay, ..., a,, € {0,1,...,9} tales que

no—1 oo no—1 oo
r = i a; 107" + 1“’81;:_11 => 107" = i ;107 + > ;107
i=0 =0 =0 i=ng
no—1
= 02%10 +Z9 10~
i=ng
910
R Z WO ey
no—1 1

= 4107 + T
=0

Luego

fn0+1 . 1
10m0=1 — 1Qno—1

= fno-i-l =1

lo cual es una contradiccion, ya que 0 < f,,,41 < 1.

. Seax € Q, z > 0. Decimos que tiene una expansion decimal finita, si existe ng € N tal

que fno4+1 = 0, de forma que

T = i a; 107"
i=0

Dado un decimal x con expansién finita, demuestre que el denominador tiene la forma
22.5% con a, 3 € Ny. ;Es cierto el reciproco?.

Solucién: Como x tiene una expansion decimal finita, existe ng € N tal que

an, apl0™ + a;10™~ 1 + . +a,
- 1077 = g2 0o _ 0
r= Z“ =0+ 1 ot 102 Tt ome 1070




con p’ € N. Ahora supongamos que x = g; conp,q € Z,con q# 0,y py qson coprimos.
Luego

/ 1070
Vo_P P

cZ
1070 q q

Como ¢ t ¢, debemos tener que ¢ | 10™. Concluimos entonces que ¢ = 2%-5° con
«, ﬂ S No.
El reciproco es cierto, y probablemente demostraran en clases. O]

Sea b > 2, que llamamos la base de un sistema becimal para escribir nimeros reales.
Usaremos el conjunto C, = {0,1,2,....b — 1} de cifras en esta base para escribir un
nimero natural m en base b, es decir, como

m = (ApAn_1.. A1Ag) =Y Al
1=0

y un numero real x > 0 como becimal

n—1 00

r = (AnATH_l...AlAQCLl(lQCLg...)b = ZAJbJ + Z CLib_i
1=0

=1

. Claramente, todo becimal finito = Zf\il a;b~% con a; € {0,1,...,b — 1}, es racional.
Describa el conjunto de nimeros racionales con becimal finito en término de denomi-
nadores. (Asuma que b es libre de cuadrados).

Solucién: Supongamos que b = pipaps...pr, con p; primos. Entonces

N

i 1 G2 as any bV +abN TP+ L+ an
I:Za,b ?+b—2+ﬁ+...+b—N= N
=1
p/
TN
con p’ € Z. Supongamos que r = g; con p,q € Z, con q # 0,y py g son coprimos.
Luego
/ bN
L AN
q bY q

Como ¢ 1 p, se debe tener que ¢q | bY. Es decir, ¢ | (p1pops...pr)Y. ;Qué forma debe
tener ¢7 O
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