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Recuerdos...

. Definicién 1: Decimos que A C Q es una cortadura (o corte) de Dedekind si se

satisfacen las siguientes condiciones:

A
A+£Q.

Dado z € A ey < z, entonces y € A (decimos que A es cerrado hacia abajo).

a
b

C

)
)
)
d)

A no tiene maximo. Equivalentemente, dado cualquier x € A siempre existe y, € A
tal que r < y,.

. Definiciéon 2: Sean A y B cortaduras de Dedekind. Se define

A+B:={a+b:ac A,be B}

. Definicién 3 (Propiedad Arquimediana en QQ): Para todo € > 0, con € € Q, existe

nENtalque%<e.
Nota: Esto lo demostraran mds adelante.

Ejercicios

Ejercicio 1: Demuestre que A = {r € Q: z < 1 — %;para algin n € N} es un corte de
Dedekind, y que A = 1*.

Solucién: Para ver si es corte comprobemos las propiedades requeridas:

1.
2.

A#Qﬁ,pues%<1—%,porloque%€A.

Es fécil ver que 2 ¢ A, pues si perteneciera, deberfa existir n € N tal que 2 < 1 — %
Es decir, 1 < —%. Una contradiccion.

Sea x € A e y < x. Por hipétesis, existe n € N tal que z < 1 — % Por transitividad,
y<1l-— % Por tanto, y € A.

Sea x € A, es decir, existe n € N tal que z < 1 — % Afirmamos que y, = = + % € A.

En efecto,
+ ! <(1 1) + ! 1 !
=TT 5= - — PO
4 2n n 2n 2n
Esto es, y, € A, pues existe 2n € N tal que y, < 1 — % Ademas y, > x.

Por lo tanto A no tiene maximo.



La igualdad pedida se hara por doble contencién.

Sea x € A, entonces debe existir n € N tal que z < 1 — % < 1. Por tanto, z € 1*.

Por otro lado, sea x € 1*. Esto es, z < 1.

Luego para 1 —z > 0, existe n € N tal que % < 1—x (por propiedad arquimediana). Implica
quex<l—%. Por lo tanto z € A. n



Ejercicio 2: Encuentre un corte con derecho a llamarse v/2.

Solucién: Podemos considerar el polinomio p(z) = 2® — 2 y definir el corte como:
V2={reQ:2°-2<0Az>0}U0"

Comprobemos que v/2 es un corte:

1. V2 # ¢, ya que —100 € /2.
2. V2 # Q, ya que 100 ¢ v/2.

3. Seax € V/2ey<x Hay 2 opciones: z € {r € Q: 2> —2<0 A 2>0}6xc0"
Si z € 0%, entonces es evidente que y € 0*, y por tanto, y € /2.
Supongamos entonces que x € {x € Q : 2° —2 < 0 A z > 0}. Por hipétesis, 23 —2 < 0,
x>0,y 1y <2 porlo que

PP—2<2®—2<0Ay>0.

(podemos asumir que y > 0, ya que si y < 0 se obtiene lo querido). Asi, y € {x € Q :
23 —2<0 A x>0}, y por lo tanto, y € /2.

4. Dado = € v/2, buscaremos 4, € v/2 y x < y,. Hay 2 opciones: € {x € Q : 2° — 2 <
0Az>0}6x €0
Si x € 0%, basta escoger y, = 5 € 0" C V2.
Supongamos ahora que z € {r € Q : 2> —2 < 0 A z > 0}. Supongamos que y, = x+4,
con ¢ > 0, y escribamos un borrador para encontrar un ¢ > 0 adecuado.



Borrador: Queremos que y> — 2 < 0 y que y, > 0. Esto ultimo es evidente, pues
x>0y d > 0. Estudiemos la primera condicién:

Y3 —2=1%—2432%0 + 326> + &

Como es habitual, supongamos adicionalmente que 6 < 1, por lo que, 6% < 1,
PB<l,y

Yo —2=12-2+32%0+ 325> +0° < 2° —2+32%0 + 326 + 6 < 0
Es decir
6(3z°+3z+1)<2—2°
Note que 3z2+3x-+1 > 0, pues z > 0, y entonces, podemos dividir sin problemas:

2 — g3

0 ———MM .
3z2+ 3z +1

Por lo tanto, basta tomar cualquier § que satisfaga que:

2 — g3

0<d<min{l, ——M—
| "3z2 4+ 3z +1

1.

> 0, ya que es cociente de racionales positivos.

., 3
Vea también que m

Demostracién: Siz € {x € Q : 2> —2 < 0 A x > 0}, nos basta escoger y, = = + 4, con
0 <6 <min{l, m} Note que es inmediato que y, > =, y que

Y2 —2=a%—2+432%0 + 3x6* + °

Como 0 < § < min{1 m} implica que § < 1, y por tanto, 6> < 1y 6 < 1:

7 3x

Yy —2<a®—2432%°0+ 325+ 6 =2 -2+ 032 + 3z + 1)

Asi mismo, dado que 0 < § < mm{l,m} implica que 6 < m, luego
5 2<a® 240322 +3x+1)<a® -2+ 2= (322 +32+1)=0
— x’ — x x x’ — — (32 x =
Yz 3x2+3r+1

Demostramos que y, —2 < 0 e y > 0, por lo que y, € /2. Concluimos que /2 no tiene
maximo.
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Figura 1: Gréfica del polinomio p(z) = x3 — 2 sobre Q en rojo. En morado se gréfica el
conjunto {r € Q : 23 —2 < 0 A & > 0}, y en verde al corte 0*. La unién de ambos da el

corte v/2.
Ejercicio 3: Demuestre via doble contencién que 1* = (5)* + (3)*.

Solucién: Sea z € (3)* + (3)*. Por definicién, existen a,b € (3)* tal que

r=a+b
C0m0a<%yb<%, se tiene que:
1 1
<-+-=1= zel”
T 2+2 T

* . 1. 1%
Ahora supongamos que = € 1*. Se tiene que x < 1, y por tanto § < 5; por tanto 3 € (3)*.

Asf, comoz =35 + 3 € (%)* + (%)*, se tiene que x € (%)* + (%)*
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