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. Probar que en un espacio topolégico, dos conjuntos abiertos no vacios
minimales son disjuntos.

. Probar que la topologia cofinita en R no es primero contable.
. Calcule cuantas topologias existen en un conjunto con tres elementos.

. Sea R el conjunto de los nimeros reales provisto de la topologia
generada por los intervalos de la forma (—a, a). Encuentre la clausura

de {0} y de {7}.

. Probar que en la topologia del problema anterior toda red que converge
a 3 converge a —4. Pruebe con un ejemplo que el reciproco no se
cumple.

. Probar que en la topologia de los dos problemas anteriores una sucesién
an converge a un punto x > 0 si y sélo si
—z < lim inf a,, < lim supa,, < x.
n—oo n—o0
. Probar que en la topologia cofinita una sucesién converge a cada punto

si y sélo si toma cada valor sélo un ntumero finito de veces. Es esto
cierto para redes?

. Sea Ry, el conjunto de los nimeros reales provisto de la topologia gen-
erada por los intervalos de la forma (—o0,a). Probar que una funcién
f : R — Ry es continua si y sélo si es semicontinua superiormente
como funcién de R en R.

. Sea Ry, como en el problema anterior. Probar que una sucesién a,
converge a un punto x en Ry, si y sélo si

lim supa, < x.
n—oo
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Sea R; el conjunto de los niimeros reales provisto de la topologia gen-
erada por los intervalos de la forma (a,b]. Probar que una funcién
f :R; — R es continua si y sélo si es continua por la izquierda en cada
punto como funcién de R en R.

En las notaciones del problema anterior, probar que una funcién f :
R — R; es continua si y sélo si es constante. (Sugerencia: probar que
debe ser continua con la topologia usual y que cada punto debe ser un
maximo local).

Sea R; como en el problema anterior. Probar que una sucesién a,
converge a un punto xz en R; si y sélo si converge a = en el sentido
usual y existe un ntimero natural N tal que

n>N=a, <uzx.

Sea A = N ordenado por divisibilidad. Sea ay = A. Sea X = Z con la
topologia que tiene como base los conjuntos de la forma a + bZ (esta
se conoce como la topologia profinita). Probar que {aj}aea es una
subred convergente de la sucesién {b, },en definida por b,, = n.

Sea R™ el espacio euclideano con la topologia usual y sea H un sub-
grupo de R™ como grupo aditivo. Probar que su clausura H es un
grupo aditivo.

Un espacio topolégico X se dice irreducible si todo par de subconjuntos
abiertos de X tienen interseccién no vacia. Probar que un espacio
topoldgico X es irreducible si y sélo si existe una red en X que converge
a cada punto de X.

Un espacio topoldgico X se dice homogéneo si para cada par de puntos
x e y en X existe un homeomorfismo f : X — X tal que f(z) = y.
Probar que:

(a) Si un espacio homogéneo tiene un punto denso, entonces cada
punto es denso.

(b) Si un espacio homogéneo tiene un punto cerrado, entonces cada
punto es cerrado.

(¢) Si un espacio homogéneo tiene un punto abierto, entonces el es-
pacio es discreto.

(d) En un espacio homogéneo finito, los abiertos no vacios minimales
tienen el mismo nimero de elementos.



