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Chapter 1

De los enteros y otros dominios

1.1 Anillos, anillos conmutativos y sus ide-
ales

El conjunto Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} de los enteros, o nimeros enteros,
positivos y negativos es un anillo con las operaciones usuales de suma y
producto. A lo largo de estos apuntes encontraremos numerosas estructuras
de este tipo, por lo que repasaremos aqui sus propiedades basicas.

Recordemos que un anillo (A, +, ) es un grupo abeliano (A, +) donde la
operacion conmutativa + recibe el nombre de suma, junto con una segunda
(1302

operacion, usualmente denotada por “-”, o simplemente por yuxtaposicion,
denominada producto, que satisface las propiedades siguientes

1. a(b+c¢)=ab+ac,y (b+ c)a = ba + ca,
2. (ab)e = a(be).

Si ademas se cumple que existe un elemento 1 € A tal que la = al = a para
todo a € A se dice que A es un anillo unitario. Si ab = ba para todo par de
elementos a y b en A, se dice que el anillo A es conmutativo. El anillo Z es un
anillo conmutativo y unitario. En estas notas, utilizaremos la palabra anillo
en el sentido de “anillo unitario”, lo que es bastante usual en la literatura. Si
necesitamos referirnos a un anillo no unitario, o no necesariamente unitario,
lo diremos explicitamente. Nos referiremos a él como un ANNU (las iniciales
de “anillo no necesariamente unitario”). Por ejemplo, el conjunto 27 =
{2t|t € Z} de todos los enteros pares es un ANNU. Un ANNU I C A es un
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ideal si al = Ia = I para todo elemento a € A. Si A es conmutativo basta
comprobar que al = I. La mayoria de los ANNU que aparecen en estas
notas son ideales, por lo que nos referimos a ellos por ese nombre, “ideales”.

Ejemplo 1.1. El conjunto 2Z de ntmeros pares, asi como el conjunto nZ de
miultiplos de n para cada n, son ideales de Z. Mas generalmente, si el anillo
A es conmutativo, entonces aA = {ab|b € A} es un ideal para cada elemento
a de A. El ideal aA se llama el ideal principal generado por a y se denota
también (a). Estos ideales jugardn un papel crucial en todo lo que sigue.

Dados dos ideales I y .J, tamto su interseccién I N J como su suma
I+ J={a+blael,Jec b} son ideales. También es un ideal su producto
1J, definido como sigue:

IJ = {Z a;b;

7

aiel,biEJ}.

En un anillo arbitrario A, los elementos a € A que tienen un inverso
multiplicativo b € A, es decir ab = ba = 1, reciben el nombre de unidades.
Las tnicas unidades del anillo Z de nimeros enteros son los elementos 1 y
—1. Un elemento u en un anillo conmutativo A es una unidad si y sélo si
el ideal Au de multiplos de u es igual al anillo completo A. Otros ejemplos
bésicos de unidades son los siguientes:

1. En un cuerpo, todo elemento no nulo es una unidad.

2. En el anillo de polinomios K[x], con coeficientes en un cuerpo K, las
unidades son las constantes no nulas.

3. En el anillo de matrices M, (K), con coeficientes en un cuerpo K, las
unidades son las matrices con determinante no nulo. M4&s general-
mente, si consideramos el anillo de matrices M,,(C'), cuyos coeficientes
se encuentran en un anillo conmutativo C, las matrices invertibles son
aquellas cuyo determinante es invertible.

4. FElanillo K x K, con las operaciones por cordenadas, tiene como unidades
precisamente a los elementos con tonas sus coordenadas no nulas.

5. En el anillo Z[z], de polinomios con coeficientes enteros, las unidades
son 1 y —1. Mas generalmente, para todo “dominio” D, es decir para
todo anillo conmutativo sin divisores de cero, las unidades de D[z] son
las unidades del anillo D.
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6. En el anillo de polinomios Z/4Z[x], de polinomios con coeficientes en
el anillo Z /47 de enteros médulo 4, el elemento 1 + 2x es una unidad,
ya que se tiene la relacion

(1+22)(1 —22) =1—42% = 1.

En estas notas trabajaremos intensamente con anillos cocientes, por lo
que ejemplos como este 1ltimo nos resultan particularmente interesantes.

1.2 Dominios Euclideanos

Recordemos que un dominio de integridad D se dice un dominio euclideano
(DE) si existe una funcién g : (D\{0}) — N que satisface la propiedad
siguiente:

Para todo elemento m € D, y para todo n € D\{0}, existen ele-
mentos g y r en D, llamados el cociente y el resto, que satisfacen
las relaciones siguientes:

n=qm-+r y (g(r)<g(m)or:0>.

En este caso se dice que la funcion g es un algoritmo de Euclides en D. La
existencia de un algoritmo de Euclides en D tiene importantes consecuencias
en la estructura de D. En el anillo Z, la funcién g(n) = |n| es un algoritmo de
Euclides, lo que hace del anillo Z un dominio Euclideano. Mas precisamente,
se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1.2. Si a y b son enteros con b # 0, existen enteros q y r
unicamente determinados, que satisfagan las propiedades siguientes:

1. a=bg+r,

2. 0<r<|b.

Demostraciéon: Sea b # 0 un entero fijo, pero arbitrario. Probaremos
el resultado para a,b > 0 por induccién completa en a. Suponemos que la

conclusion se cumple para todo entero no negativo menor que a. Si a < b,
basta tomar ¢ = 0 y r = a. Si a no es menor que b, entonces a —b > 0y
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podemos utilizar la hip6tesis de induccién para escribir a — b = ¢'b + ' con
0 <" < b. Ahora definimos ¢ = ¢ + 1y r = r’. Se sigue del siguiente
calculo:

gp+r={G+1b+r"={b+r)+b=(a—b)+b=aq,

que la conclusion es cierta para a, y por lo tanto para todo entero no negativo
por induccién completa. Si a es negativo y b es positivo, escribimos —a =
¢'b+ 1" con 0 <1’ < b por lo ya demostrado, y a continuacién definimos ¢ y
r, en términos de los elementos ¢’ y r/, como sigue:

1. Si7’ =0, definimos r =0y ¢ = —¢.
2. Sir’ >0 definimos g =—¢ +1yr=0—1r".

En cada caso se comprueba facilmente que se cumplen las condiciones a =
bg+7ry0<r<b(or=0),dedonde se tiene lo pedido. Finalmente, el caso
en el que b es negativo se reduce al caso positivo cambiando simplemente el
signo del cociente, lo que funciona gracias a la observacion siguiente:

gb+7r=(—q)(=b)+r.

O

Notese que la unicidad en el resultado que precede proviene de la condicién

de que el resto sea un entero positivo. En la practica esta condicion puede

ignorarse, para escribir la division de 312 por 65 como 312 = 65 X 5 — §,

en lugar de 312 = 65 x 4 + 57 como estamos acostumbrados. Esta obser-

vacién tiene importantes consecuencias para el algoritmo de Euclides, que
estudiaremos en la seccién siguiente.

Proposicién 1.3. Sia y b son enteros con b # 0, ewisten enteros q y r que
satisfacen las propiedades siguientes:

1. a=bg+r,

2.0 <|r| <1b|.

Demostracion: Asumamos primero que b e positivo. Escribamos a =
¢'b+1', donde ¢’ y r’ son como en la proposicién precedente. En este caso se
tiene ¢'b < a < (¢’ +1)b. Sea r” = b—1'. Podemos escribir alternativamente

a= (¢ +1)b+ (—r"). Afirmamos que, o bien 7’ < £, o bien r” = | — 7| < 2.
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Esto terminara la demostracién. Para probar la afirmacién, observamos que
r’ y r” son ambos positivos y satisfacen ' + 7" = b. Si fuesen ambos mayores
que g su suma deberia ser mayor a b, lo que es absurdo. El caso en el que b
es negativo se cubre como antes. O

1.3 Maximo comun divisor

Un ideal I de un anillo conmutativo A se dice principal si es el ideal principal
generado por algtin elemento de A, es decir, si existe un elemento a € A tal
que I = aA = (a).

Proposicién 1.4. En un DE todo ideal es principal.

Demostracion Sea I un ideal no nulo en el dominio euclideano D. Sea
m € I un elemento no nulo tal que g(m) es minimal. Sea n € I un elemento
arbitrario. Entonces n = mgq+1r con g(r) < g(m) o r = 0. Nétese que r € I.
Por la minimalidad de m, la alternativa g(r) < g(m) es imposible, por lo que
solo puede ser r = 0, es decir n = gm. Como n € I es arbitrario, I = (m),
como se afirmaba. O

Ejemplo 1.5. En el anillo de enteros Z todo ideal es principal. De hecho,
todo ideal de Z es de la forma nZ para algiin n € Z. Noétese que esto incluye
el caso n = 0, lo que nos dé el ideal nulo (0) = {0}, y el caso n = +1, lo que
nos d4 el ideal completo (1) = (—1) = Z.

definicion 1.6. Un dominio de integridad D donde cada ideal es principal
recibe el nombre de dominio de ideales principales (DIP). En un DIP, para
todo par de elementos n y m el ideal I = (m) + (n) es un ideal principal.
Un generador d de I recibe el nombre de maximo comun divisor de m y n.
Todo DE es un DIP por lo ya demostrado. En particular, Z es un DIP.

Dados elementos m y n en D, diremos que m divide a n o que m es un
divisor de n, en simbolos, m|n, si existe t € D tal que n = mt. En particular
m|n si y sélo si (n) € (m). Dado que el maximo comun divisor d de m y
n satisface (d) = (n) + (m), existen r y s en D tales que d = rn + ms. En
particular, todo divisor comtin de n y m debe dividir a d. Por otro lado,
como (d) contiene a (m) y (n) se tiene que d es efectivamente un divisor
comun de m y n. De alli su nombre.
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Existe un algoritmo sencillo para encontrar el maximo comun divisor de
dos elementos n y m en un DE arbitrario D, asi como para escribirlo como
una combinacién del tipo nu+muv. Para ello, dividimos n por m obteniendo:

n = qom + ro,
con g(rg) < g(m). A continuacién dividimos de nuevo e iteramos
m=qiro + 71, To = Gq2r1 + 72, 7 = @iy2Tiy1 T Tig2, . ..

con g(rg) > g(r1) > g(ra) > ...

Proposicion 1.7. En el algorithmo precedente, el wltimo resto distinto de 0
que se obtiene es el maximo comun divisor.

Demostracién Sea [ elideal (n)+(m). Como n—gom = roy m—qro =
r1, se tiene que 1o y r1 estdan en [. Dado que r; o = r; — gj1o7i11, Se prueba
por induccién que cada nuevo resto estd en el ideal I. Por otro lado si r; es el
ultimo resto no nulo, se tiene que r;,_1 = g417¢, de donde r,_; € (r;). Como
T; = Qi+2Ti+1 + Tir2 Se prueba inductivamente que todos los restos anteriores
estan en (r;). Como m = q179 + 1, se tiene que m estd en (r;). Finalmente,
n = gom + ro implica n € (ry). Se concluye que (r;) = I. O

Si se utiliza la notacién (n,m) = (n) + (m), como haremos en todo lo
que sigue, lo que se demuestra arriba es la relacién (r;) = (n,m). Es posi-
ble profundizar esta observacién notando que las ecuaciones r;_; = qu417: y
ri_o = qri_1 + ry demuestran que (r;_s,7,_1) C (r;), mientras que, al despe-
jar 1, = —q;ry_1 + r4_o, se obtiene la contencién inversa (r;) C (ry_2,7-1).
[terando este argumento, se obtiene la cadena de identidades siguiente:

(1¢) = (re—2,7e-1) = (143, 70-2) = ... = (m,10) = (n,M).

Alternativamente, uno puede interpretar las ecuaciones r,_1 = qui17: ¥ ri—2 =
¢:ri—1 + r; como la siguiente identidad matricial:

(5)=(0 ) ()= ) (05 0

Iterando esta interpretacion obtenemos la identidad

(5) = (0 ) (V) (0 2 (0 ) ()
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la que puede utilizarse para encontra los elementos r u y v que satisfacen la
relacion r; = un +vm. De hecho, son los coeficientes superiores del producto
de matrices de arriba. En otras palabras, existen elementos w,z € D que
satisfacen la identidad siguiente:

(o) = (0 ) () (0 ) (4

Ejemplo 1.8. Calcularemos el maximo comun divisor de 148 y 256. Comen-
zamos dividiendo 256 por 148.

256 = 1 x 148 + 108.
A continuacuén dividimos el divisor por el resto, e iteramos:
148 =1 x 108 + 40, 108 =2 x 40+ 28, 40 =1 x 28 + 12,

28=2x12+4, 12=3x4+0.

El ultimo resto distinto de 0 es el maximo comun divisor, es decir 4. Para
encontrar u y v se procede multiplicando las matrices correspondientes:

(P50 L) )0 20
()

Esto nos da la expresion 4 = 11 x 256 — 19 x 148.

Ejemplo 1.9. Repetimos ahora el calculo precedente considerando la posi-
bilidad de que los restos sean negativos. La primera divisién nos da 256 =
2 x 148 — 40. Las subsecuentes nos dan

148 = (—4) x (—40) — 12, —40 = 3 x (—12) — 4,
y finalmente —12 = 3 x (—4). El producto de matrices queda como sigue:
0 1 0 1 0 1 0 1 _( —-11 19
1 -3 1 -3 1 4 1 -2 ) \ 37T —-64 )

Esto nos da la expresion (—4) = (—11) x 256 + 19 x 148. Nétese el cambio
de signo en el maximo comun divisor.
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Es posible ahorrar algo de tiempo utilizando la relacién

(2)-(5 ) ()0 ()

en la que no se emplea el ultimo resto, ya que esto permite disminuir en
uno el nimero de matrices a multiplicar. En este caso, los elementos u y v
aparecen en la fila inferior de la matriz producto.

1.4 Asociados y factorizacién unica

definicién 1.10. Sea D un dominio de integridad. Sean n,n’ € D. Diremos
que n' es asociado de n, si se tienen simultaneamente n'|n y n|n’. Equivalen-
temente, dos elementos, n y n’ son asociados si y sélo si generan el mismo
ideal principal, es decir (n) = (n’). Observese que si n = tn’ y n' = t'n
entonces n(tt’ — 1) = 0. Dado que D es un dominio, se puede concluir que
tt' = 1, por lo que t y t’ son unidades del anillo D. Se concluye que dos
elementos, n y n’ son asociados si y solo si existe una unidad u € D* tal que
n’ = un. Los asociados de 1 son precisamente las unidades del dominio D.

definicién 1.11. Sea D un dominio de integridad. Sea p € D — {0}. El
elemento p se dice primo, si para todo par de lementos a y b en D, la condiciéon
plab implica p|a o p|b. Equivalentemente, p # 0 es primo si y s6lo si el ideal
(p) es primo”, es decir D/(p) es un dominio de integridad. En particular,
todo asociado de un primo es un primo.

Proposiciéon 1.12. Sea D un DIP. Un elemento p € D es primo st y solo
si el ideal (p) es mazimal.

Demostraciéon. Recordemos que un ideal es maximal si y sélo si el
correspondiente cociente es un cuerpo, como se concluye del hecho de que
todo elemento no invertible genera un ideal principal propio (ver apuntes de
grupos y anillos para més detalles). Por esta razén, si (p) es maximal, en
particular es primo, ya que todo cuerpo es un dominio de integridad. Por
otro lado, si (p) no es maximal, entonces estd propiamente contenido en un
ideal maximal (p’). En particular, p’ divide a p. Se sigue que p = tp’, y como
p no divide a p’, debe dividir a t. Luego t = ps, de donde p = tp’ = psp’. Se
concluye que sp’ = 1, pero esto es imposible ya que asumimos que (p’) era
un ideal propio. O
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Proposicién 1.13. Todo elemento de un DIP D que no es una unidad es
divisible por un elemento primo.

Demostracion. Esto es inmediato, ya que todo ideal esta contenido en
un ideal maximal, cémo se demuestra mediante un sencillo razonamiento via
lema de Zorn (esto requiere caracterizar los ideales propios como ideales que
no contienen al 1, vea los apuntes de grupos y anillos para mas detalles). [

Proposicion 1.14. En un DIP D, cada elemento no nulo es producto de
primos y unidades.

Demostracion. Por la proposicién precedente, en un DIP todo ele-
mento n ¢ D* puede escribirse en la forma n = pin;. Si n; no es una unidad
podemos repetir el proceso y escribir n = pipans. Iterando, si el algiin mo-
mento se llega a algin n, € D*, por lo que se habra escrito n como producto
de primos y unidades. En principio, la otra alternativa seria obtener una
cadena infinita estrictamente ascendente de ideales

(n) € (n1) C (n2) C ...,

donde cada nuevo elemento n; divide al anterior n;_; pero no a la inversa.
Afirmamos que esto no puede ocurrir. Para ello definimos el conjunto

I = {a € D|n; divide a a para algin ¢t € N}.

Afirmamos que [ es un ideal. De hecho, si n; divide a a, entonces divide a ab
para todo b € D. Por otro lado, si n; divide a a, y si n, divide a b, entonces
Nmax{t,s} divide a ambos a y b, por lo que divide también a a +b. Como D es
un DIP, debe tenerse I = (d) para algin d € D. En particular, el generador
d pertenece a I. Por definicién de I, el elemento d debe ser divisible por
algin n;, de donde nyyq € I = (d) C (nt), lo que contradice la construccién
de los n;’s. O

La descomposicion de un elemento n no es tnica, dado que siempre es
posible remplazar un primo por uno de sus asociados y cambiar las unidades.
Por ejemplo, en Z se tiene

4=2x2=(=-2)x(=2)=(-1) x2x(=2).
Sin embargo, esta es la unica excepcion. Antes de demostrarlo necesitamos
un lema.

Lema 1.15. Sip y q son primos del DIP D, y si p divide a q, entonces p y
q son asociados.
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Demostracién. Si p divide a ¢ entonces (¢) C (p). Como el ideal (q)
es maximal, see concluye la igualdad (¢) = (p). ]

Proposicién 1.16. Sea D un DIP. Sea

n=up? ... p" =vg .. q%, (1.1)
donde py,...,p, son primos no asociados por pares, y lo mismo ocurre con
Q,---,qs- Entonces s =r, y existe una permutacion o der = {1,...,r} tal

que p; es asociado a i) Y O = Ba(i)-

Demostraciéon. Por induccién en ¢t. Sit = 0, entonces n es una unidad
y no hay nada que probar. Supongamoslo cierto para t — 1. Como p; es
primo, éste debe dividir a algin g;, y por lo tanto debe ser asociado a él.
re-enumerando los elementos ¢y, ..., ¢ Si es necesario, podemos suponer que
j = s. Digamos ¢; = wp, con w € D*. Entonces simplificando en (1.1) se
tiene

up? .. pr Tl = (vw g gF

Si o, > 1, el lado izquierdo es aun divisible por p; por lo que tambien lo
es el derecho. Se concluye que 3, > 1. Iterando este procedimiento se tiene
a, < fBs, y por simetria o, = ;. simplificando pi™ a ambos lados se tiene:

r—1 /Bs—l

upi? .. .pf_l = (vw_r)qfl cee s

por lo que se puede aplicar la hipétesis de induccion. O

1.5 Ejercicios

1. Sean m y n dos enteros positivos y d su maximo comun divisor. El
minimo comun multiplo de m y n se define como el generador positivo
r del ideal nZ N'mZ. Probar que rd = mn.

2. Encuentre el maximo comun divisor de 6.528 y 3.791.
3. Encuentre enteros positivos t y s tales que 190t + 4555 = 5.

4. Encuentre enteros a y b tales que

a b 2

155 7341 1705
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5. Probar que si m, n, y t son tres enteros positivos, tales que ningin
primo divide simultaneamente a los tres, entonces existen enteros a, b,
y c tales que am + bn + ct = 1.

6. Una ranita esta parada sobre una cinta infinita dividida en casillas,
cémo en la Figura 1.1. Asumiendo que la ranita sélo puede dar saltos
de largo 5 y 8 (tanto adelante como hacia atras), demuestre que la
ranita es capaz de visitar cualquier casilla del tablero. Si la ranita

s

,A

«H H H B H H EH BN

Figure 1.1: Una ranita en una cinta infinita.

puede dar saltos de tamano n y m, que condicién en estos nimeros
asegura que la ranita puede visitar cualquier casilla de la cinta?



Chapter 2

Congruencias

Si J un ideal de un anillo conmutativo A, el cociente A/J es un anillo con
operaciones derivadas de las operaciones correspondientes de A, por ejemplo

(a+J)b+J)Cab+aJ+Jb+JJ Cab+J+J+J=ab+ J

lo que muestra que el producto es una operacién bien definida en el cociente
A/J. Para todo anillo A, el anillo cociente A/(0) es isomorfo al anillo A,
mientras que A/A es el anillo trivial con un elemento. Estos son los cocientes
triviales del anillo A. Cualquier otro cociente se dice no trivial. Cuando
A = D es un DIP, los ideales de D son los ideales principales de la forma
nD para algin elemento n € D. En este caso el anillo cociente D/nD recibe
el nombre de anillo médulo D. Este uso esta particularmente extendido en
el caso D = Z, donde el anillo cociente Z/nZ recibe el némbre de anillo de
enteros modulo n. Tendremos bastante que decir sobre este tipo de anillo
cociente en estas notas. Los elementos de un cociente A/J se denotan a
menudo por @ = a + J, En estas notas, emplearemos a menudo la notacion
alternativa en la que elementos del cociente son considerados elementos del
anillo original con una “igualdad modificada”, con la que una identidad del
tipo a + J = b+ J se denota més bien a = b(mod J). En el caso de un
ideal principal de la forma J = nA, se usa a menudo la forma a = b (mod n).
Estas notaciones estan tan extendidas en dlgebra y teoria de ntimeros, que
no seran explicadas mayormente aqui.

A menudo, al escribir un cociente del tipo A/.J, se asume tacitamente
que se trata de un cociente no trivial. Por ejemplo, si A = Z, al hablar del
anillo de enteros médulo n Z/nZ, se asume que n no es 0 ni +1.

13
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2.1 Inversos modulo n

Podemos caracterizar facilmente los elementos invertibles, o unidades, en el
anillo D/nD utilizando los resultados del capitulo precedente. De hecho,
tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.1. Una clase residual a+nD es invertible en el anillo D /nD
sty solo si a es relativamente primo con n.

Demostracion. Si a y n son relativamente primos, entonces existen
enteros t y s tales que at + ns = 1. Se concluye que

(a +nD)(t+nD) = (at + nD) = (at + ns +nD) = (1 + nD).
Por otro lado, si se tiene que
(a+nD)(t+nD) = (1+nD)

para algin elemento ¢t € D entonces at — 1 € nD, o en otras palabras
at — 1 = ns para algin elemento s € D, de donde se sigue que at +ns =1,
y por lo tanto a es relativamente primo con n. O

Podemos utilizar la relacién entre el inverso de a modulo n con las solu-
ciones de at +ns = 1 para dar un procedimiento alternativo que nos permita
escribir 1 como combinaciéon lineal de dos elementos relativamente primos.
Este se describe en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2. Queremos encontrar enteros s y t tales que 143s + 225t = 1.
Para ello re-escribimos el problema como la congruencia 225t = 1 (mod 143),
lo que es equivalente a 82t = 1 (mod 143), puesto que 225 es congruente a
82 médulo 143. Volvemos a re-escribir la ecuacién como 82t 4+ 143p = 1, la
cual puede escribirse nuevamente como la congruencia 143p = 1 (mod 82),
o, simplificando, como 61p = 1 (mod 82). Iteramos el procedimiento algunas
veces mas, obteniendo las relaciones siguientes:

6lp+82k=1,  82%k=1 (mod61), 21k =1 (mod 61),

6lg+ 21k =1, 61g =1 (mod 21), —2¢ =1 (mod 21).
De esta ultima relacién se obtiene ¢ = —11 = 10 (mod 21), y, de la solucién
q = 10, se concluyen facilmente las soluciones &k = —29, p = 39, y finalmente

t=—68ys=107.
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Dejamos al lector la terea de entender por qué este procedimiento es
equivalente al algoritmo de Euclides.

En algebra, hay un segundo ejemplo de dominio euclideano tan utilizado
como el anillo Z. Es el anillo de polinomios K[z], de polinomios en una
indeterminada = y con coeficientes en un cuerpo K. Si A es un algebra
(con 1) sobre K y a € A es cualquier elemento, el ideal I, formado por los
polinomios que se anulan al evaluarlos en a es un ideal principal generado
por el polinomio minimal m,(z). La funcién evaluacion ¢, : K[z] — A es un
homomorfismo de anillos, es decir una funcién que preserva sumas, productos
yllevael 1 de K enel 1 de A. Su imagen es el sub-anillo K[a] C A, mientras
que su ntcleo es el ideal I,. El primer teorema de isomorfia de la teoria
de anillos establece la existencia de un isomorfismo entre el anillo cociente
K[z]/(m,) v el anillo K[a], el que comunmente recibe el nombre de anillo
generado por a. El anillo K[a] es un cuerpo, por lo tanto, precisamente
cuando el polinomio minimal m, € K|x] es primo (en el caso de polinomios
se usa a menudo la palabra irreductible).

Ejemplo 2.3. Queremos encontrar el inverso del complejo 1+ 1. Esto puede
hacerse de dos maneras. La tradicional es racionalizar, como sigue:

1 |

1+i (14491 —di) 2

Una alternativa es resolver la ecuacién s(z)(1 + ) + t(z)(2® + 1) = 1, para
luego evaluar en i. Este segundo procedimiento es enteramente andlogo a lo
hecho més arriba con enteros. Las divisién z* + 1 = (z + 1)(z — 1) + 2 nos
d4 la solucién 2 = (22 +1) — (x + 1)(z — 1), de donde se obtiene el resultado
precedente.

Ejemplo 2.4. En un ejemplo algo mas elaborado, se quiere calcular el inverso
de n® — 2 € Q[n], donde 7 es una raiz quinta primitiva de la unidad, cuyo
polinomio irreducible es 1+z+ 22423 +2*. Para esto, buscamos una solucién
de la ecuacion

(1+z+ 22 +2° + 2Mt(z) + (2° — 2)s(z) = 1.

Reduciendo médulo 22 — 2, o, lo que viene a ser lo mismo, evaluando en la
raiz v/2, se obtiene la identidad

(14 V2+ (V22 + (V2 + (V2)') ¢ (V2) = 1.
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Simplificando esta tltima expresién nos da
(3 +3V2+ (5/5)2) t ({”/5) =1,
lo que es equivalente a la ecuacion

(3 + 32 + 2%)t(z) + (z° — 2)u(z) = 1.

b

Para resolver esta tultima evaluamos en o = _3+2 , una raiz del primer

polinomio. Dado que a? = —3(a + 1), obtenemos lo siguiente:

1= (0® = 2)(a) = (= 3(a+ Da —2)u(a) = (~30% = 30— 2)u(a)

= (6a — T)u(a).

Una vez mas, esta ecuacién equivale a
(3 + 3z + 2*)w(z) + (62 + T)u(r) = 1,

la que se resuelve evaluando en —%. Esto da la condicién

(- (oD () -3

Escogiendo el valor constante para w se tienen las soluciones sucesivas w(z) =

B u(r) = U p(y) = TS ¢ finalmente, s(r) = “0H =2l g

nos dice que el valor del inverso es (1 — 2)~1 = s(n) = =S =2n-14,

31
Dejamos al lector el desafio de repetir el calculo precedente utilizando
el método matricial descrito en el Capitulo 1, para hacerse una idea de qué
método es mejor. Lo mismo vale para el cdlculo de inversos resolviendo un
sistema ecuaciones lineales para los coeficientes de s.
Otra propiedad de los inversos que ocuparemos a menudo es la siguiente:

Proposicion 2.5. Sea K el cuerpo de cocientes del anillo D y sea B C
K el anillo formado por todas aquellas fracciones de la forma - con n y s
relativamente primos. Entonces eziste un homomorfismo de B a D/nD que

lleva cada elemento de D a su clase lateral correspondiente.
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Demostracion. Esto no es otra cosa que un ejemplo de la propiedad
universal de la localizacién (ver apuntes de grupos y anillos), pero damos aqui
una demostracion independiente. El homomorfismo se define por ¢ (g) =
7571, Demostrar que es un homomorfismo de anillos se reduce a las compro-
baciones siguientes:

/

o) = (F ) = () =0 (e (5).
o () = ) () = ) () = () 0 (5).

]

Cuando n = p es un primo, el anillo B se denota D). Estos anillos, lla-
mados anillos locales racionales (como opuesto a los anillos locales completos
que aparecen en un capitulo posterior), jugaran un papel importante en todo
lo que sigue.

2.2 Elementos idempotentes y productos de
anillos

Si Ay A’ son anillos conmutativos, su producto cartesiano A x A’ es un anillo
conmutativo con las operaciones por coordenadas, es decir las siguientes:

(a,a") + (b,0") = (a + b,a’ + 1), (a,a")(b, V') = (ab,d’t’).

Esta definiciéon puede generalizarse a productos arbitrarios y a anillos no
conmutativos, pero no la necesitamos aqui. Dado un anillo A, nos gustaria
saber si existen anillos A; y As tales que A = A; x A,y y de cuantas maneras
puede, un anillo dado, escribirse como producto. A diferencia de lo que ocurre
en las categorias de grupos y grupos abelianos, el nimero de maneras en que
un anillo puede escribirse como un producto esta fuertemente restringido por
la existencia de un tipo particular de elementos denominados idempotentes.

definicién 2.6. Un elemento P € A se dice idempotente si P? = P.

Si A = A x Ay, los elementos (0,1) y (1,0) son idempotentes de A.
Inversamente, probaremos en esta seccion que si A tiene idempotentes no
triviales, entonces A es un producto.

Lema 2.7. Si P es un idempotente, entonces P := (1 — P) es un idempo-
tente.
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Demostracién. (1-P)?=1-P-P+P>=1-P—-P+P=1-P. [J

A P¢ se le llama el complemento de P. Tambien se dice que P y P¢
son complementarios. Notese que se satisfacen las relaciones P 4+ P¢ =1y
PPc=0.

Lema 2.8. Si P es un idempotente de A, entonces PA es un anillo con
unidad 1pg = P.

Noétese, sin embargo, que PA no se considera un subanillo de A con la
convencién de que anillo significa anillo unitario, ya que las unidades 14 y
1p4 de ambos anillos son diferentes.

Demostracion. Notese que PA es un subgrupo, dado que a — Pa
es homomorfismo de grupos. Ademsds, la multiplicacién es una operacion
cerrada, como lo muestra el siguiente calculo:

PAPA = P?AA = PAA C PA.

Finalmente, todo elemento x € PA puede escribirse en la forma x = Py, de
donde se concluye lo siguiente: Px = PPy = Py = . O

Lema 2.9. Si P es un idempotente central, entonces A = PA x P°A.

Demostracion. La cadena de contenciones
ADPA+PAD(P+P)A=A

nos demuestra que la suma PA+ P°A es igual a A. Sise tiene z € PANPA,
entonces © = Pr = PP°% = 0. Esto prueba que A es la suma directa
PA @® P°A como grupos abelianos. Sia € PAy b € P°A, entonces ab =
PaPb = PP¢b = 0. De aqui sigue que si a € A se escribe como a = a; + as
cona; € PAyas € P°A, ysibée A se escribe como b= b; +by con by € PA
y by € P€A, se tiene lo siguiente:

ab = (611 + a2)(b1 + bQ) = a1b1 + a162 -+ a2b1 + szg = albl —+ CLQbQ.

De donde se concluye el isomorfismo de anillos A =2 PA x P°A. O
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Nétese que para cada par de elementos a y b de A se tiene (Pa)(Pb) =
Pab. En particular, la funcién x — Pz es un homomorfismo de anillos cuyo
nicleo es P°A. Se concluye del primer teorema de isomorfia para anillos que
PA = A/P°A. Se sigue que el resultado precedente puede re-escribirse como

A " A
PcA  PA

Esta ultima forma es mas 1til para calcular.

A

12

Ejemplo 2.10. En Z/6Z el elemento 3 + 67Z es idempotente. Tambien lo es
su complemento (1 + 6Z) — (3 + 6Z) = 4 4 6Z. Se concluye que:

Z]6Z = (3+ 6Z)Z/6Z x (44 6Z)Z/6Z.
Por otro lado, se tiene el isomorfismo

7./67

~ 7,/37.
3767 /

(44 6Z)Z/6Z =

Del mismo modo, si recordamos que la imagen de un subgrupo H en el

cociente G/K es (H + K)/K, tenemos la siguiente cadena de isomorfismos:
Z/6Z 767

(3+ 6Z)7/67 = 1Z/6Z] = UZ 1 6Z)J6T ° Z.)(AZ + 6Z) = 727,

yva que 47 + 67 = 27, por ser 2 el maximo comun divisor de 4 y 6. La
conclusién final es la siguiente:

7./67. % 7./27. x 7./31.

Esta es una primera instancia del teorema chino de los restos, que se estudiara
con mas detalle en la seccion siguiente.

La principal filosofia en lo que respecta a los idempotentes de un anillo
conmutativo, es que estos se comportan como los subconjuntos de un es-
pacio. Mas precisamente, el conjunto de idempotentes de un anillo es un
algebra booleana. No entraremos en los detalles de esta teoria en estas no-
tas, pero recordar las propiedades de las operaciones de unién, interseccion
y complemento es a menudo 1til en este estudio.

definicion 2.11. Sean P; y P, idempotentes de A. Diremos que P; < P; si
P1p2 == Pl-

Proposicién 2.12. P, < P, si y sélo st PLA C PA.
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Demostraciéon. Si P, < P,, entonces PP, = P;. Luego PLA =
(PLP)A = Py(PA) C P,A. Por otro lado, si PLA C P,A, entonces Py €
PQA, luegoPlpgzpl. ]

Proposiciéon 2.13. Sean P, y P, idempotentes que satisfacen PP, = 0.
Si P = P, + P, entonces P es un idempotente, y se tiene la identidad
PA =P A® PA y el isomorfismo PA= PLA X PA.

Demostraciéon. (P, + P)? = P2+ PP, + PP, + P} = P, + P,. Las
restantes afirmaciones son un caso particular de A = PA x P°A, aplicado al
anillo PA, dado que P es la unidad de PA, mientras que P — P, = P, por
lo que P, y P, son complementarios en ese anillo. O

Dos idempotentes que satisfacen P; P, = 0 suelen denominarse disjuntos.

Si se tiene una familia { Py, ..., P,} en la que cada par de elementos distintos
son disjuntos, diremos que P, ..., P, son disjuntos a pares.
Proposicién 2.14. Si Py, ..., P, son idempotentes centrales disjuntos a

pares que satisfacen Py + ...+ P, =1, entonces A = PPA X ... x P,A.
Demostracion. Induccion en la proposicién anterior. O

Notese que el isomorfismo de la proposicion precedente puede escribirse
también como sigue:

A " " A
PFA T PeA
Si P, y P, son dos idempotentes en un mismo anillo, podemos ecribir

1=(Pi+ P)(Po+ Py) = PP, + PPy + PP, + P{ Py,

A=

donde los idempotentes de la derecha son disjuntos a pares. Ademads cada
uno de los idempotentes originales es suma de algunos de los idempotentes de
la derecha. Esto nos permite, por iteracion, encontrar una descomposicion
de la unidad como suma de idempotentes que incluya como subsumas a los
elementos de cualquier familia finita pre-existente de idempotentes. Si el
anillo tiene una cantidad finita de idempotentes, por ejemplo si es finito, es
posible encontrar una descomposicién en idempotentes que son minimales
respecto de la relacion “<”. En este caso diremos que se tiene un conjunto
completo de idempotentes.
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Ejemplo 2.15. Consideremos el anillo A = Z/30Z. Para descomponer este
anillo como un producto, debemos encontrar un conjunto completo de idem-
potentes de A. Como 6% = 36 = 6 es idempotente, también lo es su comple-
mento 1 —6 = 25. Esto nos da una descomposiciéon de A como producto. De
hecho A = 6A x25A. Por otro lado 254 = A/6A = Z/6Z. Como ya sabemos
que este anillo todavia puede descomponerse como un producto deben existir
idempotentes adicionales. De hecho vimos anteriormente que 3+ 6Z y 4+ 6Z
son idempotentes de Z/6Z. Como la imagen de a en PA es Pa, el idempo-
tente correspondiente a 3 es 3 x 25 = 15 y el idempotente correspondiente
adesdx25=10. Se sigue que 6 + 30Z, 15 + 30Z, y 10 + 30Z, son los
idempotentes minimales de A. Concluimos que A = 6A x 154 x 104, o en la
forma més cémoda para calcular A =2 A/25A4 x A/16A x A/21A, dado que
25+ 307, 16 + 30Z y 21 + 307Z son los complementos de 6 + 307, 15+ 30Z y
10 + 30Z, respectivamente. Cémo se tienen las identidades 257 + 30Z = 5Z,
16Z + 30Z = 27 y 217 + 30Z = 37, el isomorfismo anterior se reduce a

A 7/57 x 7J2Z x 7./31.

Los ejemplos precedentes sugieren que la razon por la que un anillo de la
forma Z/nZ puede escribirse como un producto es que n se factoriza como
producto de dos numeros relativamente primos. Veremos en la siguiente
seccién que este es de hecho el caso.

El lector ya estara convencido en este punto de que, en el dlgebra booleana
de idempotentes, el producto juega el papel de interseccion, mientras que el
complemento que definimos aqui juega el mismo papel que el complemento
de conjuntos. La suma de idempotentes disjuntos vendria a ser la unién
disjunta, por lo que faltaria definir la uniéon en general. Esto puede hacerse
mediante las Leyes de De’Morgan del algebra booleana. Para conjuntos, esta
ley se escribe

AU B = (A°N B¢,
por lo que resulta natural definir la unién de idempotentes mediante la
férmula siguiente

PUP,=(PP)=1—(1—-P)(1—P)=P + P,— PP

Dejamos al lector la tarea de probar que esta 1ltima expresion define un idem-

potente, asi como probar otros resultados conocidos del algebra booleana.
Todo lo dicho sobre idempotentes en esta seccién se extiende a anillos no

conmutativos si se agrega la condicién de que sean idempotentes centrales,
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es decir que conmuten con cualquier elemento del anillo, como ciertamente
lo hacen los elementos (14,05) y (04, 15) en un producto A x B.

2.3 El Teorema Chino de los Restos

Recordemos que en un dominio de ideates principales D, para todo par de
elementos relativamente primos a y b, existen elementos t y s tales que at +
bs = 1. Utilizando este resultado puede probarse que todo anillo de la forma
D/nmD con n y m relativamente primos se descompone como un producto.

Proposicién 2.16. Sea D un DIP y sean n y m elementos de D relati-
vamente primos. Entonces el anillo A = D/nmD se descompone como un
producto, de hecho

D/nmD = D/nD x D/mD.

Demostracion. Por los resultados de la seccién precedente basta ver
que existen elementos idempotentes apropiados. Sean t y s elementos de D
que satisfacen tm + sn = 1. Sean P, = tm +nmD y P, = ns + nmD.
Observese que P, + P, = 1 + nmD = 1,4, mientras que, por otro lado, se
tiene la congruencia tm = tm(tm + ns) = (tm)* (mod mn), la que pruena
que el elemento P; es un idempotente. Se sigue que P, es su idempotente
complementario. El resultado se concluye si probamos que PiA v P,A son
isomorfos a los dos factores del lado derecho. Por un lado

P A= A/P,A=D/(nsD+nmD) = D/nD,

donde hemos usado que la relacion tm + sn = 1 implica que m y s son relati-
vamnete primos, de donde sD +mD = D y por lo tanto nsD +nmD = nD.
La demostracion de la relacion PLA = D/mD es similar. ]

Notese que, en la demostracion anterior, la imagen de una clase a +nmD
en D/nD x D/mD es el par (a+nD,a+mD). En particular, para cada par
de enteros b y ¢ existe una unica clase a +nmD tal que (a +nD,a+mD) =
(b+nD,c+mD). Se concluye el siguiente resultado:

Proposicién 2.17. Sea D un DIP y sean n y m elementos de D relativa-
mente primos. Entonces para cada par de enteros b y c existe un entero a
que satisface las ecuaciones

x =b (modn), r = ¢ (modm).
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Dos soluciones de dicho sistema son congruentes modulo mn. 0

Este ultimo resultado es el que se conoce usualmente como Teorema Chino
de los Restos. Los resultados anteriores se generalizan facilmente a un niimero
mayor de factores. De hecho, se tiene el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.18. Sea D un DIP y sean nq,...,n; elementos de D rela-
tivamente primos a pares. Entonces el anillo A = Di/nmD se descompone
como un producto, de hecho

D/(ny---ng)D = D/nyD x -+ x D/ngD.

Demostraciéon. Basta observar que, siny, ..., n; son relativamente pri-
mos a pares, entonces el producto ny - --ny,_, es relativamente primo con ny,
de donde se concluye lo siguiente

D/(m . nk)D = D/(m . ~nk,1)D X D/?’LkD,
y el resultado sigue por induccion. O]

Del mismo modo que antes, se tiene la consecuencia siguiente:

Proposicién 2.19. Sea D un DIP, y sean nq,...,n; elementos de D rela-
tivamente primos. Entonces, dados elementos aq,...,a;, existe un entero a
que satisface las ecuaciones

a = a; (modn,),

para cada i = 1,...,k. Dos soluciones de dicho sistema son congruentes
modulo nq -+ ny. O

Sea n = up}' - - - p;F un elemento de D con sus descomposicién en factores
primos. Entonces tenemos la descomposicién

Z/nD = D/p*D x D/p;*D.

Se sigue de lo anterior que para entender la estructura del anillo D/nD es
suficiente con entender la estructura de D/p"D para cada primo p y cada
exponente r. Este estudio se realiza en las secciones siguientes.
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2.4 Elementos nilpotentes y series de poten-
cias

Los anillos de la forma A = D/p"D se caracterizan por la existencia de
elementos de la forma @ = p + p"D que satisfacen 7™ = 0. un elemento
con una potencia nula se denomina nilpotente. No es dificil comprobar que
los elementos nilpotentes del anillo A son precisamente los multiplos de .
De hecho, (mm)" = m"n" = m” - 0 = 0, mientras que lo elementos que no
son multiplos de 7 son de la forma m + p"D con m relativamente primo
a p", y por lo tanto invertibles. Se concluye que el conjunto de elementos
nilpotentes es el ideal principal Arm, y todo elemento fuera de Am es una
unidad. En particular Am es el unico ideal maximal de A. un anillo con
un unico ideal maximal se denomina local. Los anillos locales racionales son
también anillos locales. El Teorema Chino de los Restos nos permite escribir
D/nD como un producto de anillos locales. Esta conclusién es ttil para lo
que viene en capitulos posteriores.

Los elementos nilpotentes de un anillo conmutativo se comportan en mu-
chos aspectos como los elementos infinitesimales del calculo no-estandar. Por
ejemplo, si u es nilpotente, entonces 1 — u tiene inverso multiplicativo. De
hecho, el inverso de 1 — u puede calcularse mediante una serie de potencias

l—uw)'=14+u+u*+--

donde la suma tiene sentido ya que, despues de un nimero finito de sumandos,
todos los subsecuentes se anulan. De hecho, si ©" = 0 entonces se tiene la
relacion

AI—w)(l+u+v’+.. . +u" H=1-u"=1,

dedonde se deduce la afirmacion anterior.

Ejemplo 2.20. En el anillo Z/2437Z, el elemento 4 + 2437 es invertible, ya
que 4 =1 — (—3), y su inverso es

14 (=3) + (=3)> + (=3)® + (—=3)" + 243Z = 61 + 243Z.
De hecho tenemos un resultado mas general en este sentido.

Proposicién 2.21. Sea A un anillo conmutativo. Sea u una unidad de a, y
sea n un elemento nilpotente en A. Entonces el elemento u + n es invertible
Y su inverso estd dado por

(u—n)"t=u 1 +nut +n2u2+...).
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Demostracién. Basta observar que 1 — nu~! es nilpotente y por lo

tanto invertible, y que (1 —nu~!)~! es un inverso de u — n. O

Mas generalmente, toda serie de potencias con coeficientes en un anillo
puede ser evaluada en un elemeneto nilpotente. Esta funcién evaluacion, al
igual que la evaluacion de polinomios, es un homomorfismo de anillos. Esto
implica que identidades que involucran sumas y productos entre series de po-
tencias pueden trasladarse a identidades entre los elementos que se obtienen
al evaluar dichas series en un elemento nilpotente dado. Lo mismo ocurre
para la composicién, con una salvedad. La composién de series de potencias
solo esta bien definida, en el contexto algebraico, cuando se evalua una serie
de potencias en una serie con término constante nulo. Bajo tales circun-
stancias, las identidades que involucran composicion de series de potencias
se preservan bajo la evaluacion sin mayor problema.

Como un ejemplo de aplicacién de la técnica ya mencionada, probaremos
el siguiente resultado:

Proposicién 2.22. Sea r < p un entero positivo. FEntonces el conjunto
Upr ={1+pt+p"Z|t € Z} es un grupo isomorfo al grupo aditivo pZ/p"Z.

Demostracion. Basta definir funciones inversas entre los grupos con-
siderados. En este caso, las mismas estan dadas por la funcién exponencial
truncada exp,, . : pZ/p"Z — U, definida por

B (nt)* _ (pt)® ()"
epr’,,(pt)—1+pt+T+T+‘”++m

y la funcién logaritmo truncada log,,, : U, — pZ/p"Z definida por

(ps)* | (ps)® »(ps)!
5t 3 +~-+&4)T_1.

In,,(1+ps) = ps —

Notese que estas funciones estan bien definidas dado que los denominadores
involucrados son unidades en el anillo Z/p"Z. Debemos probar que estas
funciones son inversas. Para ello consideramos el anillo Q[[x]] de series de
potencias con coeficientes racionales y su cociente A = Q[[z]]/(z"). Es fécil
ver que la series de potencia usuales f(z) = e*—1y g(z) = In(1+ x) pueden
evaluarse sin problemas en los elementos nilpotentes de A y son inversas alli.
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Si se definen las funciones truncadas
LC2 xr—l .fL'Q xr—l
= —+... 4+ — =rz——+4... —1)'—
fo(x) =2+ 5 +...+ =1 Y gplz) == 5 +o (=) (r—1)
es facil ver que f(u) = f.(u) y g(u) = g-(u) para todo elemento nilpotente de
A. En particular, estas funciones siguen siendo inversas alli. Por la misma

razon se tienen las identidades g,.(u) + g.(v) = gr<(1 +u)(1+v) — 1> y

<1 + fr(u)> (1 + fr(v)> =1+ f(u+v). Dado que los denominadores de
fr v gr no contienen potencias de p, estas funciones se pueden restringir
sin problemas al subanillo B = Z,)[[z]]/(z") de series de potencias cuyos
coeficientes estan en el anillo local racional. Por otro lado, para todo elemento
nilpotente u € Z/p’7Z existe una funcién evaluacion ¢, : Zyy|[[z]] = Z/p"Z
que se anula en z". Concluimos que dicha evaluaciéon puede considerarse
como una funcién de B a Z/p"Z. Se conluye que f, y g, son inversas en
el conjunto de elementos nilpotentes de Z/p"Z. Esto es equivalente a la
afirmaciéon de que exp,, y In,, son inversas. Ademads se tienen, en B, las
identidades

9:(t2) + g.(s2) = g, (A + ta)(1 4 52) = 1)

(1 + fr(tx)> (1 + fr(sx)> =14 f(tz + sz),

para todo par de enteros s y t. De aqui se concluye que exp,, y In,, son
homomorfismos de grupos. O

Puede probarse que, si p # 2, las funciones f(pz) y g(pz) tienen coefi-
cientes en Z,), por lo que truncarlas no es necesario. Esto da un isomorfismo
entre los subgrupos mencionados que es independiente de la condicion en r.
Veremos mas adelante como definir exponenciales y logaritmos en un con-
texto mas general, por lo que esta generalizacién no es necesaria.

2.5 Derivadas formales

Sea C'un anillo conmutativo. y sea f(z) € C[z] un polinomio con coeficientes
en C. Entonces, f(z+y) es un elemento del anillo de polinomios en 2 variables
Clz,y]. En cosecuencia, podemos escribir

fx+y) = folz) + fil@)y + fol@)y? + falz)y® + ...
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Evaluando en y = 0, se tiene fy(z) = f(z). Definimos la derivada formal

mediante %(f(x)) = f'(z) = fi(z). En otras palabras, f'(z) es el tnico

polinomio en x que satisface la congruencia siguiente:

fle+y) = f(2) +yf(2) (mod y*).
A esta expresién la llamaremos la expansién de Taylor a primer orden de f.

Ejemplo 2.23. Si f(z) = 2", el teorema del binomio nos da (z + y)* =
" 4+ nax™ 1y (mod y?). Se concluye que f'(z) = nax™ .

Con esta definicién, no es dificil comprobar las propiedades

L) o) = F@) + @), [f@)g)] = Fa)o() + fa)g (@)

Por ejemplo, probaremos la tltima:

(f@) +ur'@) (9(2) +v9'(@))
F@)g(@) + (F(@)g@) + f@)g(r) )y (mod y?).

fl@+y)g(r +y)

Utilizando las propiedades anteriores, se tienen que un polinomio de la
forma f(z) = 37, a;z' tiene derivada dada por la féormula usual f'(z) =
Sor izt Utilizando el hecho de que los polinomios pueden evaluarse en
elementos de C', o, mas generalmente, en elementos de cualquier anillo que
contiene a C'; obtenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.24 (Expansién de Taylor a primer orden). Sea B un anillo
conmutativo que contiene a un anillo dado C, y sea f(x) € C[[z]] un poli-
nomio. Seanu,e € B elementos arbitrarios. Entonces se tiene la congruencia
siquiente:

flu+e€) = f(u)+ f(u)e (mod €*). O
Este resultado nos permite demostrar facilmente la regla de la cadena.

Proposicién 2.25 (Regla de la cadena). Si f(x),w(z) € Clz], entonces se
tiene la identidad %(f(w(x)) =f (w(x))w’(x)
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Demostracién. Sea h = h(z,y) = w(x + y) — w(z), de modo que
w(z +y) = w(z) + h. Observese que y divide a h. De la congruencia
w(z +y) = w(r) + yw'(x) (mod y?) se deduce que h = w'(x)y (mod y?). El
resultado sigue anora del siguiente calculo:

f(w(x + y)) = flw(x)+ h)
= flw(z))+hf <w(x)> (mod h?)
= flw(x))+ <w’(x)y> 1 (w(x)) (mod %?). O

Ejemplo 2.26. Mostraremos ahora como la expansion de Taylor puede uti-
lizarse para resolver ecuaciones de congruencias. Tomemos por ejemplo la
ecuacién 22 = 14 (mod 132). Claramente la ecuacién 2% = 14 (mod 13) tiene
las soluciones 1 y —1, luego basta buscar soluciones del tipo 1+13t o —1+13¢.
Ahora bien, si f(z) = 22, se tiene f(1+ 13t) = f(1) + 13tf'(1) (mod 13?),
de donde necesitamos encontrar ¢ tal que 14 = f(1) + 13tf'(1) = 1 +
13t x 2 (mod 13%). Juntando las constantes y dividiendo por 13 se obtiene
1 =2t (mod 13), luego t = 7 (mod 13) o z = 1 + 7 x 13 = 92 (mod 13?).
Del mismo modo se obtiene la solucién x = —1 + 6 x 13 = 77 (mod 13?).

Una vez que se ha definido la derivada, podemos definir las derivadas
sucesivas por induccién mediante "tV (z) = L f("(z). Nétese que, en la
relacion

flx+y) = f@) + @)y + fola)y? + fa(x)y’ + ...

podemos considerar ambos lados como polinomios en y con coeficientes en el
anillo conmutativo C[z], de modo que al derivar ambos lados se tiene

fla+y) = f(x)+2f@)y +3f(x)y* + ...,

y al evaluar en y = 0 se tiene 2fy(x) = f”(x). Iterando este procedimiento
se obtiene la relacién n!f,(r) = f™(x). No es posible despejar f,(z) de
esta relacién a no ser que n! sea invertible en el anillo C'. Por ejemplo, si
C' = Z/mZ, entonces n! es invertible si y s6lo si m no es divisible por ningin
primo entre 1 y n.

2.6 El Lema de Hensel

El siguiente resultado nos permite encontrar raices de polinomios médulo p™
para cualquier n dada una raiz médulo p. La tnica condicién necesaria para
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esto es que la raiz no sea un punto critico médulo p, es decir que su derivada
no se anule:

Proposicién 2.27 (Lema de Hensel). Sea f(z) € Dlz|, sea p un primo de
D, y sea a un elemento de D que satisface las condiciones siguientes:

1. f(a) =0 (mod p),
2. f'(a)/= 0 (mod p).

Entonces existe una solucion b, de la ecuacion f(a) = 0 (mod p"), que

satisface b, = a (mod p), para todo entero n. Ademds, para cada valor de n,
la solucion b,, es unica modulo n.

Demostracién. La condicién f'(a)/= 0 (mod p) implica que f'(a) tiene
un inverso médulo p. Sea k este inverso. Definimos la sucesién {b, }, recur-
sivamente,mediante las relaciones siguientes:

1. b1 = a.
2. by = by — kf(by).

En particular se tienen estas propiedades:

L. (bn - bn+1) = kf(bn)

2. flbni) = ) = f0)00,) (mod (k7(0))°)

Para demostrar la segunda afirmacién, aplicamos la férmula de Taylor a
primer orden. Supongamos ahora, como hipdtesis de induccién, que f(b,) =
0 (mod p") y que b, = a (mod p). Como en particular se tiene f(b,) =
0 (mod p), la propiedad (1) arriba implica que b,y = a (mod p). Por otro

lado, dado lo ya probado, la propiedad (2) nos d&
F 1) = F(ba) = kF B) ' (5a) = f(5a) (1 = k(b)) (mod p™).

Aplicando nuevamente la propiedad b, = a (mod p), se obtiene la congruencia
1 —kf'(b,) = 0 (mod p™™'), de donde se sigue lo pedido. La unicidad de
sigue de que en cada paso, la ecuacién

f(b, +tp™) =0 (mod p™*1)

nos da tp™ = kf(b,) como tnica solucién por los calculos precedentes. O
Una consecuencia directa de lo anterior es el siguiente resultado:
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Proposicién 2.28. Si b es invertible en Z/pZ, entonces b es invertible en
Z./p"Z para todo entero n.

Demostracién. Basta aplicar el resultado anterior a la ecuacién f(z) =
ax —1 =0 (mod p").

Ejemplo 2.29. Si el primo p no es 2, entonces un elemento b € Z/nZ es
un cuadrado si y sélo si es un cuadrado en Z/pZ. Basta aplicar el Lema de
Hensel a la ecuacién f(z) = 22 — b= 0 (mod p").

Ejemplo 2.30. La ecuacién x°+32%+x = 0 tiene precisamente una solucién
de la forma 1+ 5¢ y una de la forma 5k en el anillo Z/5"Z, para cada entero
n > 1. En este caso, la derivada es congruente, modulo 5, a x 4+ 1, por lo que
no se anula ni en 0 ni en 1.

Ejemplo 2.31. La ecuacién x°+z2+3x = 0 tiene precisamente una solucién
de la forma 5k en el anillo Z/5"Z, para cada entero n > 1. Sin embargo, el
lema de Hensel no se pronuncia sobre las soluciones de la forma 1 4 5¢, ya
que la derivada se anula, modulo 5, en 1.

2.7 El grupo de unidades médulo n.

En esta seccién estudiaremos el grupo de unidades (Z/nZ)* del anillo de en-
teros médulo n. Este es un grupo abeliano finito, por lo que los teoremas de
estructura para tales grupos (véase los apuntes de grupos y anillos) nos per-
miten escribirlo como producto cartesiano de grupos ciclicos. Sin embargo,
podemos ser significativamente mas explicitos aplicando los resultados vistos
en este capitulo. De hecho, si n = pi*' - - - p;*, el Teorema Chino de los restos
nos permite obtener la descomposicion siguiente:

(Z/nz)* ~ ﬁ (Z/p;?iz)*.

=1

Bastara, por lo tanto, calcular la estructura del anillo <Z / p?Z) . Para ello,

comenzaremos con el caso n = 1. Recordemos que el anillo F, = Z/pZ es un
cuerpo.



L. Arenas-Carmona 31

La funcién ¢ de Euler se define como ¢(n) = |(Z/nZ)*|. El teorema
chino de los restos implica que ¢(nm) = ¢(n)p(m) si n 'y m son relativa-
mente primos. El niimero de elementos de un orden dado en un grupo ciclico
puede calcularse facilmente en términos de ¢. De hecho, tenemos el siguiente
resultado:

Lema 2.32. Sim divide a n, existen ¢p(m) elementos de orden m en el grupo
ciclico C,, = Z/n’Z.

Demostracién El orden ord(a) del elemento a + nZ divide a m si y
sélo si ma + nZ = 0+ nZ. Es decir, ord(a)|m si y sélo si ma es divisible
por m, o, equivalentemente, a es divisible por m’ = n/m. En particular,
ord(a) = m si y sélo si a es divisible por m’ y no por ningun divisor de
n mayor a m'. En otras palabras (a) + (n) = (m'). Esto es equivalente a
decir que (a/m') + (n/m’) = (1), por lo que hay ¢(n/m’) = ¢(m) elecciones
posibles para tal elemento a/m’ médulo m, lo que nos dé ¢(m) elecciones
posibles para a médulo mm’ = n. O

El siguiente corolario es inmediato, ya que todo elemento en (), tiene un
orden que divide a n:

Corolario 2.32.1. >, ¢(d) =n.

Lema 2.33. 5i G es un grupo abeliano finito, donde hay a lo mds n solu-
ciones de la ecuacion g" = e para cada n entonces G es un grupo ciclico.

Demostracién Sea N = |G|. Basta ver que existe un elemento de
orden N. Supongamos que G tiene ¥ (n) elementos de orden n para cada n.
Entonces }_,y¥(d) = N. Si ¢(N) = 0, existe algin n con ¥ (n) > ¢(n).
Tomemos un divisor n de N minimal tal que ¥ (n) > ¢(n). En particular,
G tiene elementos de orden n. Un elemento g € G de orden n genera un
subgrupo isomorfo a Z/nZ, y por lo tanto 1(d) > ¢(d) para todo divisor
d de n. Se concluye que el nimero de elementos cuyo orden divide a n es
> dpn ¥(d) > 24, @(d) = n. Como los elementos cuyo orden divide a n son
las soluciones de g™ = e, la afirmacién precedente contradice la hipdtesis. [

Proposicion 2.34. St K es un cuerpo arbitrario, y si I' es un subgrupo finito
de K*, entonces I' es ciclico.
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Demostraciéon La hipdtesis del resultado precedente es inmediata, ya
que un polinomio de grado n no puede tener mas de n raices. En particular,
se concluye que z" — 1 no puede tener mas de n raices para ningin n. O]

Corolario 2.34.1. El grupo de unidades de I, =2 Z/pZ es ciclico. ]

Un generador del grupo Fy recibe el nombre de raiz primitiva médulo p.
Aplicando ahora los resultados de la seccion precedente se obtiene el siguiente
resultado:

Corolario 2.34.2. El grupo Z/p"Z contiene un elemento de orden p—1 para
cada entero positivo n.
Demostracién basta aplicar el Lema de Hensel al polinomio f(z) =

2P~ —1, cuya derivada f'(z) = (p— 1) es no nula para todo z € F;. [

Lema 2.35. Sea k un entero positivo. Sip es un primo y se cumple al menos
una de las condiciones siguientes:

1. p es impar,
2. k> 1.

entonces, para cada entero t relativamente primo con p, se tiene (1 —i—tpk)p =
1+ sp*t, para algin entero s relativamente primo con p.

Demostracion Por el teorema del binomio, se tiene lo siguiente:

(14 tph)P = 1+ tph*+! + (g)tQPQk_’_'“

Basta ver que todos los términos a partir del tercero son divisibles por una
potencia de p mayor a k + 1, y por lo tanto puede factorizarse como sigue:

(1+tph)P = 1+ ph+! {t tp [(g) £2p2 4 (g)t?’p%z 1. } }

Para probar la afirmacién consideramos dos casos:

1. Si p es impar, entonces (}) es divisible por p por lo que (5)t*p"~?% es

entero. Los terminos subsecuentes no representan un problema, puesto
que el exponente de p es claramente no-negativo.
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2. Si k > 2, ningin exponente de p en la expresién anterior puede ser
negativo.

O

Corolario 2.35.1. Si p es un primo impar, entonces <Z/p§Z) tiene un

elemento de orden p"~' para cada entero positivo 7.

Demostracién Basta probar por induccién que (1 +tp"*) tiene orden
p*, de modo que 1 + p tiene orden p"~!. Es claro que 1 + ¢p" ! tiene orden
p, pues no es congruente a 1, pero sf lo es (1 +tp" 1)’ = 1+ tp” (modp").
Si asumimos que 1 + tp" 7 tiene orden p’, para todo t relativamente primo
con p, entonces el lema precedente muestra que (1 + tp™—7 _l)p tiene orden p’.
Si el orden de 14 tp"~7=! es p“ng, entonces u > j > 0, por lo que el orden
de (1+tp" 1) es p*~Ing, por lo que u = j + 1y ny = 1. El resultado
sigue. O

Corolario 2.35.2. Si p es un primo impar, entonces (Z/pTZ> es ciclico de
orden ¢(p") =p""(p - 1).

Demostracién Como tiene un elemento de orden p — 1 y un elemento
de orden p"! el resultado sigue del isomorfismo Cpr—1 X Cpq = Cpr—1(p1)

(ver apuntes de grupos y anillos). O]

Proposicién 2.36. para todo enteror > 2, el grupo (Z/Q’"Z) es el producto

de dos grupos ciclicos de orden 2 y 272 respectivamente. Ademds, el primer
grupo estd generado por —1 y el sequndo grupo estd generado por 5.

Demostraciéon Se sigue del Lema 2.35, por el mismo argumento de
antes, que 52" = (1 4+ 4)¥" " tiene orden 2% si r — k > 2, asi que, en
particular, 5 tienen orden 2" 2. Ademds 5 = 1 (mod 4), por lo que lo mismo
ocurre con cualquier potencia. En particular, —1 no es una potencia de 5
en (Z/Z’”Z) . Se sigue que 5y —1 generan un grupo isomorfo a Cyr—2 x Cf.

Basta ahora observar que este tiltimo grupo tiene orden 2”1 = ¢ (2"). O
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2.8 Ejercicios

1.

Una ranita se ubica en una ruleta con n casillas, como la que se ilustra
en la figura 2.1. Esta sélo es capaz de dar saltos en el sentido de las
agujas del reloj, saltando k casillas por vez. Para que valores de n y k
puede la rana recorrer cada casilla de la ruleta?

Figure 2.1: Una ranita en una ruleta.

Demuestre el teorema de Wilson: Para todo primo p se tiene (p—1)! =
—1 (mod p).

Encuentre el inverso de 183 mddulo 257.

Encuentre el inverso de 257 mdédulo 1024. Utilice el resultado para
encontrar el inverso de 1024 médulo 257.

. Utilice la serie de taylor de (14 x)'/? para encontrar una raiz cuadrada

de 23 médulo 121 y una raiz cuadrada de 7 moédulo 243.

Resolver el sistema
x =3 (médulo 11),

x =2 (mddulo 17),
x =5 (médulo 23).

Resolver el sistema

2z +4 =0 (médulo 11),
3z 4+ 5 =0 (mddulo 17),
6x 4+ 11 = 0 (mbdulo 23).
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8.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.
18.

19.

Resolver el sistema

Resolver el sistema

2?24+ 2 =0 (médulo 11),

2?2+ 22+ 1 =0 (médulo 17),

2?2 — 1 =0 (mbdulo 23).
Resolver la ecuacién 2% —z = 0 (médulo 11 - 17 - 23).
Resolver la ecuacién 2% + z +1 = 0 (médulo 11 -17 - 23).
Resolver la ecuacién 22 + 2 +1 =0 (mddulo 7- 19 - 39).
Resolver la ecuacién 22 + x + 1 = 0 (médulo 72 - 19).

Encontrar una unidad primitiva médulo 7, 19, y 83.

Si a es una raiz primitiva médulo 257, encuentre todos los posibles
valores de a'® médulo 257.

Sea f(z) € Z[x] un polinomio tal que para cada primo p existe algin
entero n tal que f(n) Z 0 (médulo p). Probar que existen infinitos
primos p para los cuales la ecuacién f(x) = 0 (médulo p) tiene al
menos una raiz.

Probar que p divide a a? — a para todo entero a.

Probar que un polinomio f con coeficientes enteros satisface f(z) =
g(x)? + ph(z), donde g y h son polinomios con coeficientes enteros, si'y
sélo si f'(x) = ps(zx), donde s es un polinomio con coeficientes enteros.

Sean a, b, c,d numeros enteros. Probar que existen enteros x,y, z, w

tales que
a b x y\ (71 s
c d z w ) \t u

con r,u =1 (mod n) y s,t =0 (mod n), siy sélo si ad — be es relati-
vamente primo con n.



Chapter 3

Residuos cuadraticos y
reciprocidad

En este capitulo estudiaremos la posibilidad de resolver ecuaciones cuadraticas
modulo n, es decir ecuaciones del tipo

az® +br 4+ c =0 (mod n).

Por el Teorema Chino de los restos, es suficiente con resolver esta ecuacion
modulo p™ donde p es un primo. Para ilustrar este procedimiento considere-
mos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1. Se quieren encontrar las soluciones de la ecuacion cuadrética
2+ 1+ 1=0 (mod 273).

Puesto que 273 = 3x7x 13, es suficiente resolver la ecuaciéon médulo cada uno
de los 3 primos. Mddulo 3 las solucién es = 1. Mddulo 7 las soluciones son
2 y 4. Modulo 13 las soluciones son 3 y 9. Esto significa que la solucién de la
ecuacion original se obtiene resolviendo cada uno de los sistemas siguientes:

1. z=1 (mod 3), z =2 (mod 7), z = 3 (mod 13).
z =1 (mod 3), z =2 (mod 7), z =9 (mod 13).
z=1 (mod 3), z =4 (mod 7), z = 3 (mod 13).
x=1(mod 3), x=4 (mod 7), z =9 (mod 13).

36
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Las soluciones de estos sistemas son, respectivamente, x = 16,22, 172, 254,
como se obtiene del Teorema Chino de los restos. Estas son, por lo tanto, la
soluciones de la ecuacion pedida.

Ejemplo 3.2. Se quieren encontrar las soluciones de la ecuaciéon cuadratica
2> +2+1=0 (mod 165).

Puesto que 273 = 3 x 5 x 11, es suficiente resolver la ecuacién modulo cada
uno de los 3 primos. Mddulo 5 las solucién no tiene soluciones, por lo que
tampoco las tiene la ecuacién original.

El Lemma de Hensel, demostrado en el capitulo anterior, permite encon-
trar soluciones médulo p”, con tal de que se las conozca médulo p, a condicion
de que la derivada no se anule moédulo p. Probaremos a contiinuacién una
version mas fuerte que permite encontrar soluciones médulo p™ para todo r
con tal de que se las conozca moédulo p™ para un elemento preciso ry = a
condicion de que la derivada no se anule “demasiado”:

Proposicién 3.3 (Lema de Hensel, segunda versién). Sea f(x) € D[z], y sea
p un primo de D, a un elemento de D, y t un entero pisitivo, que satisfacen
las condiciones siguientes:

1. f(a) =0 (mod p*),

2. f'(a) 0 (mod p')

Entonces existe, para todo entero n, una solucion b, de la ecuacion f(a) =
0 (modp™), que satisface b, = a (mod p).

Demostracién. La condicién f'(a) # 0 (mod p') implica que f'(a) =
p*u con s <ty u invertible moédulo p. Sea k el inverso de u. Por otro lado,
fla) =Ip*. Sea ¢ = —lkp*~*. Observemos que

fla+e) = fa) +ef'(a) =0 (mod ),
y como s < t se tiene p'*t|e y por lo tanto p?T2|e2.
siguientes conclusiones:

e f(a+e)=0 (mod p**?) y

o f'la+e)=fa)+ef"(a) = f(a) (mod p').

De aqui se siguen las
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Ahora el resultado se concluye por una induccién, muy similar a la utilizada
para demostrar la primera version. Los detalles se dejar al lector. O]

Ejemplo 3.4. Sea a un entero impar. La ecuacién 2> — a = 0 tiene una

solucion modulo 2" para todo r, con tal de que tenga una solucion modulo
16 = 2%, ya que 2c # 0 (mod 4) para todo entero impar c¢. De hecho una
busqueda exhaustiva prueba que los cuadrados impares son 1 y 9, por lo
que basta verificar si un entero impar es congruente a 1 modulo 8 para que
2% — a = 0 tenga una solucién médulo 2" para todo 7.

Tomemos ahora la ecuacion cuadrética general, y veamos que se necesita
exactamente para resolverla. Partimos de la ecuacién

az® + br 4+ c =0 (mod p').

El caso mas sencillo se obtiene cuando p no divide a a y p # 2. En este caso
las raices son de la forma

_ —b+9

T 2
donde § satisface 6% = b? — 4ac. Nétese que el denominador de la fraccién
debe entenderse en términos de inversos médulo n, como se discutio en el
capitulo precedente. Se obtiene de cualquiera de las dos versiones del Lema
de Hensel que b? — 4ac, si es invertible, es un cuadrado médulo p” si y sélo
si es un cuadrado médulo p. Si b — 4ac = 0 (mod p"), las raices son de la
forma p*u con 2s > r. Si p divide a b*> — 4ac, pero p” no lo hace, la situacién
es algo mas compleja. Podemos escribir b* — 4ac = p"ng, y comparar esto
con la ecuacién (p*m)? = p?**m?. Concluimos que b? — 4ac es un cuadrado
precisamente cuando r es par y ng es un cuadrado médulo p.

Cuando p divide a a, digamos a = pag, la ecuaciéon puede re-escribirse
como pagr® + bx + ¢ =0 (mod p'). Multiplicando por p se tiene la ecuacién
equivalente ag(pr)? + b(pz) + pc = 0 (mod p'*t). Por lo tanto la ecuacién
original tendrd soluciones si y sélo si agy? + by + pc = 0 (mod p'™) tiene
soluciones divisibles por p. Este procedimiento puede repetirse las veces que
sea necesario, hasta reducirnos a los casos ya analizados.

El caso mas dificil aparece cuando p = 2. En este caso, es todavia cierto
que 2ax = § — b donde 6% = b* — 4ac. Aun en este caso puede procederse
como en el caso anterior, encontrando primero los posibles valores de ¢ y
comprobando a posteriori si los valores obtenidos de  — b son divisibles por
2a. El analisis de si un elemento es o no un cuadrado debe realizarse por
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separado en los casos 2, 4 y 8. Esto trae algunas dificultades adicionales
cuando b* — 4ac es par. Por ejemplo, 4n’, con ng impar, es un cuadrado
modulo 32 si y s6lo si ng = 1 modulo 8, pero la misma ecuacién modulo 16
sélo requiere el estudio de ng médulo 4. Estos detalles suelen ser sencillos y la
formulacién precisa de todos los casos posibles se le deja al lector interesado.

Notese que lo anterior nos permite resolver una ecuacion cuadratica en
todos los casos siempre y cuando seamos capaces de encontrar las raices
de cualquier nimero modulo p. Esto no necesariamente es sencillo para p
grande. Pero al menos existe un procedimiento sencillo para determinar si
una ecuacién de la forma 22 = a tiene o no soluciones médulo p. Esto es
lo que nos da la ley de reciprocidad cuadratica, la que estudiaremos en la
seccién siguiente.

3.1 La ley de reciprocidad cuadratica

Sea p un nimero primo impar y sea ¢ un numero entero relativamente primo

a p. El simbolo de Legendre %) es por definicién el entero

( g) B { 1 si aesun cuadrado médulo p }

P —1 si a no es un cuadrado médulo p

Notese que determinar si a es o no un cuadrado modulo p es equivalente a
calcular el simbolo de Legendre correspondiente. Como (Z/pZ)* es un grupo
ciclico de orden p — 1 generado por un elemento primitivo 7, obtenemos que

<%> = 1si y s6lo si a = 1" es una potencia par de 7, o equivalentemente, si

o' = n@ =1 (mod p). Se concluye que

a'T = (g) (mod p).

Una consecuencia inmediata de esta ultima relacién es la identidad multi-

picativa % 7% = “;f’ . Notese que, si p > 2, los enteros 1 y —1 no son

congruentes médulo p. De otro modo la conclusion no seguiria. También es
inmediata la relacién siguiente:

()
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El calculo de <§> es algo mas complejo. La demostracién dada aqui

requiere calcular congruencias médulo p en el anillo de enteros de Gauss
Z[i| = {a + bi|a,b € Z}.

Las propiedades de este anillo, y otros similares, se estudiaran con mas detalle
en capitulos subsecuentes. Por el momento, nos basta la definicién de arriba.
El lector podra comprobar sin problemas que este conjunto es realmente
un anillo.La identidad p(a + bi) = pa + (pb)i nos dice que las congruencias
modulo p pueden estudiarse coordenada a coordenada. En particular, como
2 = (—1)(1+1)?, podemos re-escribir

27 (1+14) = 1+ (=)' = (1+#)(—=i)*T (mod p),

donde la congruencia (1 + )P = 1 + ¥ se justifica porque p divide a cada
coeficiente de la expansion binomial. Como p es impar, P es siempre un imag-
inario puro, pero tanto ¥ como (—z) dependen de la clase de congruencia
de p médulo 8. Tomando la parte real a ambos lados de la ecuaciéon

27 (144) = (14")(—i)"T (mod p),
en cada uno de los cuatro casos, se obtienen los resultados siguientes:

e Sip=1 (mod 8
concluye que %

), se tiene 22 = Re[(1 +i)(1)] (mod p), por lo que se
=1.
)

e Sip=5 (mod 8), se tiene 2" = Re[(1 + i)(—1)] (mod p), por lo que
se concluye que (5) =—1.

e Si p =3 (mod 8), se tiene 2% = Re[(1 —i)(—1)] (mod p), por lo que

se concluye que (%) =—1.

e Sip=7 (mod 8), se tiene 2" = Re|[(1 —14)(7)] (mod p), por lo que se

concluye que (%) =1.

En cada caso podemos escribir p = 2t + 1, de modo que un céalculo simple

2—1 -1 1 t(t+1 P ;
nos muestra que ”T = % . pT . 7% = % Este ultimo ntmero es par
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precisamente cuando t es congruente a 3 o 0 médulo 4, es decir cuando p es
congruente a 7 o 1 moédulo 8. De aqui se deduce la formula siguiente:

©)-

El célculo de los Simbolos de Legendre puede terminarse, en todos los ca-

aq
p

que nos permite hacer esto es la ley de reciprocidad cuadratica:

sos, si podemos calcular < ) para cualquier primo impar ¢g. Una herramienta

Proposicién 3.5 (Ley de Reciprocidad Quadratica). Si p y g son enteros
Primos positivos impares, entonces

()

Demostraciéon. La siguiente demostracién se debe a SEY Y. Kim.
Para cada conjunto finito de enteros 7', escribimos Ap = [[,.pn. Con-
sideremos los tres conjuntos siguientes:

—1
b = {a‘l <a< pq2 y <a7pQ):1}’

‘I/:{a
X:{qt‘lgtgp%l}.

Claramente ¥ = & U X, y la unién es disjunta, de donde Ay = AspAx.
Nétese que hemos usado la identidad 21 = pT-t + p%l = ¢t + qg—l, que
es también importante en lo que sigue.

Para cada entero t definimos dos conjuntos adicionales:

—1
1§a§pq2 7(a,p)=1},

-1
\I/t:{n—kpt’lgngp—l}, \I/;:{n{—pt‘lSnSpT}’

de modo que, podemos escribir ¥ = \IJ’( g—1y/2 Y qu:ff)/ 2y, y esta union es

disjunta. Concluimos que Ay = Ay, - Ay, o . Por otro lado,
0 (g—2)/2 (g—1)/2

por el teorema de Wilson (Ejercicio 2 del capitulo precedente), se obtiene la
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identidad Ay, = —1 (mod p) para cada entero t. Concluimos la identidad
siguiente:

av= e (P2 T nod

Analogamente se obtiene la identidad

e (25012 () (55! i

Combinando estas dos relaciones con Ay = AgpAx, y luego aplicando la
simetria en p y ¢, obtenemos las siguientes relaciones:

Ag = (—1)a7D/2 (g> (mod p) vy Ag=(-1)P /2 (g) (mod q).
p p
Si Ag =1 (mod p) y As =1 (mod ¢), entonces Ap = 1 (mod pg). Del mismo
modo, si Ap = —1 (mod p) y Ap = —1 (mod ¢), entonces Ap = —1 (mod pq).
Los restantes casos producen las otras dos soluciones, K y — K, de la equacién
de congruencias 2 = 1 (mod pq). En particular Ag = 41 (mod pgq) si y sélo
i (—1)@=D/2(_\e-D/2 — (2) (e
si (—1)l (—1)® —(p)(q.
Afirmacion: Ag = +1 si y sdlo sip=qg=1 (mod 4).

Para cada elemento n € ® existe un unico n’ € ¢ que satisface la con-
gruencia nn’ = +1 (mod pq). De hecho, para cada clase de congruencia
invertible ¢, exactamente una clase, ¢ o —c, tiene un representante en @, y
esto se aplica, en particular, al inverso de n. Definamos ahora un ultimo
conjunto:

Q={nedn=n'}={necdmn’>==+1}.
Como nn’ = =+1, se tiene A = +Aq (mod pg). Cuando p = ¢ = 1,
Q= {a,b,c,d} donde a =1, b= +K, a==+L, y b ==+KL, para algin L
que satisface L? = —1 (mod pq). En este caso Aq = +K2L? = 41 (mod pq).
De otro modo L? = —1 (mod pq) no tiene soluciones, por lo que Q = {a, b}
y Aq = £K (mod pq). Esto prueba la afirmacion.
La demostracion se termina ahora si probamos que la identidad
(_1)(q—1)/2(_1)(p—1)/2 = (-1

(¢=1)(g=1)
1

es equivalente a p = ¢ = 1 (mod4). Esto es inmediato de la Tabla 3.1. O
En el siguiente ejemplo vemos como la ley de reciprocidad permite el
calculo de simbolos de Legendre:
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p (mod 4) | ¢ (mod 4) | (~1)@ /2 | (—1)-D2 | ()5
1 1 1 1 1
3 1 -1 1 1
1 3 1 -1 1
3 3 -1 -1 -1

Table 3.1: El calculo caso a caso requerido para terminar la demostracion de
la Ley de Reciprocidad Cuadratica.

Ejemplo 3.6. Calcularemos (%) Por la ley de reciprocidad, se tiene

(an) = (isn) = ) = () (o) (i) -
) () = (5) (5) - () () -

La conclusion es que 181 no es un cuadrado médulo 211.

3.2 El Simbolo de Jacobi

El calculo al final de la seccion precedente fué sencillo sélo porque los primos
involucrados eran pequenos. FEl calculo de Simbolos de Legendre mediante
la Ley de Reciprocidad Cuadratica nos obliga a factorizar en cada paso. A
fin de evitar esto se introduce el Simbolo de Jacobi. Si m y m son nimeros
impares, este se define como sigue:

0-G) G -G

donde n = p{'p3*---pd es la descomposicién de n en nimeros primos
(también impares, por cierto). De hecho los simbolos de Jacobi satisfacen
propiedades similares a las de los simbolos de Legendre, por ejemplo, se tiene
el siguiente resultado.

Proposicién 3.7. Sin es un entero positivo impar, entonces (’71) = (—1)%1.
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Demostraciéon. Un calculo directo, a partir de la definicién, nos da lo

siguiente:
<__1) = (__1>0‘1 ce (_1>OW = (—1)0611)17714-...—1—0””7_1.
n D1 Dy

Para concluir la demostracion, es suficiente probar la siguiente congruencia:

ai(pr — 1)+ +a(p. —1) =n—1 (mod 4).

Esto se hace por induccion en a4 - -+«,.. Para esto, se utiliza repetidamente
la identidad siguiente:

(n1—1)4+(ng—1)=nng — 1 — (1 —ny)(1 —ny) =ning — 1 (mod 4),

la que es valida para cualquier par de niimeros impares n, y ng, ya que 1 —ny
y 1 — ny son pares. Dejamos los detalles al lector. O]

Proposicion 3.8. Sin es un entero positivo impar, entonces (2) =(-1)"=s

Demostracion. En este caso el razonamiento es analogo al anterior,
pero debe usarse la congruencia

(nf—1)+m3—1)=nin; —1— (1 —n})(1—n3) = (ning)* — 1 (mod 16).

m
En la congruencia de arriba, 16 puede remplazarse por 64, pero no es
necesario. El iltimo resultado es la Ley de Reciprosidad cuadratica:

Proposicién 3.9 (Ley de Reciprocidad Quadratica Para Simbolos de Ja-
cobi.). Sin y m son enteros positivos e impares, entonces

() () -

Demostracién. Asumiremos que n = p* ---p® ym = ¢* ---¢%. Un
calculo directo nos da lo siguiente:

(2) (%) = HH[( ) (D))" =TIy

=1 j5=1
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() S Sia(e ) (50) (S ) (S b)),

Desde aqui, el resultado se concluye utilizando las mismas congruencias de
antes. O

El principal uso de los Simbolos de Jacobi es que simplifican los célculos,
ya que no es necesario comprobar a cada paso que los niimeros involucrados
son primos. Basta con comprobar que son impares, y para ello basta mirar
el ultimo digito.

Ejemplo 3.10. Calcularemos (%). Por la ley de reciprocidad, se tiene

(38)-(22) (40)- () ()~ (30 -
()G )@ --) -

Una precaucion, sin embargo, es importante. Si n no es un niimero primo,
el nimero (%) puede ser 1 sin que m sea un cuadrado médulo n. El simbolo
de Jacobi tiene una utilidad estrictamente computacional.

Ejemplo 3.11. El niimero 3 no es un cuadrado moédulo 5 ni médulo 7. Por
un lado, esto prueba que z? = 3 (mod 35) no tiene soluciones. Por otro lado

(-0 @=- -t

3.3 Ejercicios

1. Calcule los posibles valores del nimero de soluciones en Z/nZ de la
ecuacion z2 + ax +b = 0, si n es el producto de siete primos distintos.

2. Determine si 1492 es o no un cuadrado modulo 2017 puede utilizar
como conocido el hecho de que 2017 es primo.

3. Probar que 3 es un cuadrado moédulo un primo p si y sélo si p es
congruente a 1 o —1 médulo 12.

4. Determine para que valores del primo p el polinomio 22 + x + 1 tiene
soluciones modulo p.

5. Calcule los simbolos de Jacobi (%), (%) y (%).
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6. Determine si 148 es o no un cuadrado modulo 10.379 = 97 x 107.
Justifique.

7. Probar en detalle que el simbolo de Jacobi es multiplicativo, es decir
(22) = (5) (5)-
n n n
8. Probar que si n y m son enteros impares, y si (%) = —1, entonces m
no es un cuadrado médulo n.



Chapter 4

Polinomios y extensiones de
anillos

En este capitulo introduciremos el concepto de extensién de anillo, con el
propésito explicito de definir extensiones del anillo Z de enteros, y eventual-
mente introducir el anillo de enteros en un cuerpo de nimeros. Antes de esto,
necesitamos repasar las propiedades béasicas de los anillos de polinomios.

Por definicién, el anillo de polinomios C[z] sobre un anillo conmutativo
C' (unitario o no), se define como el anillo de todas las sumas formales finitas
del tipo:

f(:L‘) =ao+aT + Cl2$2 + a3x3 + a4:p4 + a5;p5 + - Fayz”,

Con ag,aq,...,a, € C. Para ciertos fines, es conveniente agregar algunos
coeficientes nulos al final de la expresién anterior. Por convencién, esto no
tiene ningin efecto rn el polinomio. Esto permite definir la suma de dos
polinomios de manera concisa. Especificamente, si f(z) =ag+ -+ a,z" y
g(x) = by + -+ + bypa™, con m < n, podemos rellenar los coeficientes de g
con ceros y escribir

f(x) +g(x) = (ao + bo) + (a1 + b))z + - -+ (an + by)2",

donde b,,11 = b2 = -+ = b, = 0. Del mismo modo, el producto se define
mediante f(z)g(x) = ¢ + 17 + c2* + -+ - + cyx, donde ¢, se define por
las formulas ¢y = agby, c1 = apgby + a1by, etcétera. La féormula general para
estos coeficientes es ¢; = 22:0 apb; 1. Es facil ver que cy = 0si N > n+m,
por lo que basta tomar la suma hasta n + m en la formula que define el

47
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producto. El tultimo coeficiente en tal suma sera c¢,i,, = a,b,, ya que los
otros términos en la suma que define ¢, ,, tienen un factor nulo. Por cierto,
este coeficiente podria anularse si C' no es un dominio de integridad, pero
es el dltimo término que no estamos seguros que se anule antes de calcular.
Cuando C' es un dominio, se tiene siempre ¢, # 0, en tanto a, # 0y
b, # 0. En este caso se concluye que el grado de un polinomio satisface
la conocida identidad deg(fg) = deg f + degg. En el caso general, sélo
podemos afirmar que deg(fg) < deg f + degg. Con estas definiciones, el
anillo de polinomios es un anillo conmutativo. Si C' es unitario, tabién lo
es Cfz]. La unidad de Clx] es el polinomio constante 1oy =1 =14 0x +
0z + --- + 02™. Por lo general, no escribiremos los términos con coeficiente
0, ni los coeficientes 1 que multipliquen una potencia no trivial de z. Estas
convenciones estan totalmente estandarizadas por lo que esperamos que quien
lea esté familiarizado con ellas.

4.1 La propiedad universal y sus consecuen-
cias

Nos queda una tltima propiedad del anillo de polinomios con la que esper-
amos que el lector esté familiarizado. Esta es, sin duda, la principal razén
por la que el anillo de polinomios es importante para el algebrista:

Propiedad Universal del Anillo de Polinomios. 57 ¢ : C —
B es un homomorfismo de anillos, donde C' es conmutativo, dado
cualquier a € B que conmuta con cada imagen ¢(c) con ¢ € C,
existe un homomorfismo de anillos &a : Clz] — B que lleva a x
en a y cuya restriccion a C' es ¢.

La principal aplicacion del principio anterior que utilizaremos en lo sucesivo
es la siguiente:

Evaluacién de Polinomios. Si B es un anillo que contiene al
anillo conmutativo C' como un subanillo, dado cualquier a € B
existe un homomorfismo de anillos ¢, - Clx] — B que lleva a x
en a y cuya restriccion a C' es la identidad.

En este tltimo caso, la imagen ¢, ( f (:U)) se denota simplemente f(a),

y a la funcién ¢, se la denomina evaluaciéon en a. Una consecuencia del
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hecho de que ¢, sea un homomorfismo es que f(a)g(a) = g(a)f(a) para todo
a € B. En otras palabras, polinomios en la misma variable conmutan. El
caso no conmutativo no sera necesario en estas notas hasta llegar a la teoria
de érdenes en un capitulo muy posterior.

Lo anterior puede generalizarse a cualquier nimero finito de variables.
Por simplicidad, damos aqui sélo la version conmutativa:

Propiedad Universal del Anillo de Polinomios en n vari-
ables. Sea B y C anillos conmutativos, y sea ¢ : C — B un
homomorfismo. Si aq,...,a, son elementos arbitrarios de B, en-
tonces existe una funcion

@:C’[m,...,xn] — B
que lleva a x; en a; y cuya restriccion a C' es ¢.

Una aplicacion muy importante del resultado anterior, que sigue facilmente
usando expansiones de Taylor de polinomios a coeficientes reales es la sigu-
iente:

Principio de extension de identidades. Toda identidad entre
polinomios f,g € Z[x1,...,xy,] del tipo f(a1,...,a,) = g(ay,...,a,)
que se cumple para valores reales de las variables se cumple en
cualquier anillo conmutativo.

Algunos ejemplos de identidades de este tipo son las siguientes:
1. El teorema del binomio.

2. La identidad AA = det(A)I,, donde A es una matriz de n por n e I,
es la identidad.

3. La multiplicatividad del determinante.

Se sigue del principio de extension que estas identidades se cumplen en todo
anillo conmutativo. En particular, de los ejemplos 2 y 3 se sigue que un
elemento de M, (C) es invertible si y sélo si su determinante lo es, en cuyo
caso su inverso es [det C]71C.
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Ejemplo 4.1. La matrix

Cu 1 Cu
QU Ol W
QU Oyl ool

con coeficientes en Z/3Z es invertible. Dejamos como ejercicio para el lector
el calculo de su inverso.

Sea B un anillo que contiene a C' como subanillo. Sea a un elemento de
B. el anillo generado por a sobre C' es el subanillo més pequeno de B que
contiene a C'y a a y se le denota por Cla]. Puede también caracterizarse
como la imagen del homomorfismo evaluacién ¢, : Clz] — B. En particular

Cla] = Cla]/ker(¢a).

Ejemplo 4.2. Para todo anillo conmutativo C' y todo elemento ¢ € C' se
tiene C' = C|c| = %

Ejemplo 4.3. El anillo Z[i] es el anillo de nimeros complejos de la forma
a+ bi con a y b enteros, ya que i" € {1, —1,i,—i} para todo n. Se sigue del
resultado anterior que Z[i] = Z[x]/I donde I es el nicleo de la evaluacién en
i. De hecho, probaremos méas abajo que I = (22 + 1).

Ejemplo 4.4. El anillo Z[v/2] es el anillo de niimeros reales de la forma
a+bv/2 con a y b enteros, ya que (\/5)” € 7Z.U+/27Z para todo n. Se sigue del
resultado anterior que Z[v/2] = Z[z]/I donde I es el niicleo de la evaluacién
en v/2. De hecho, probaremos mas abajo que I = (22 — 2).

Mas generalmente, si ay, .. ., a, son elementos de B, el anillo C[ay,...,a
es la imagen del homomorfismo evaluacién ¢q, ., v se tiene Clay, . . ., a,]

Clxy, ..., zn)/ker(¢ay . an)-

Ejemplo 4.5. Siay, ..., a, no satisfacen ninguna ecuacién con coeficientes en
C, el homomorfismo evaluacion ¢, .4, €s inyectivo y en tal caso se dice que
ai,...,a, son algebraicamente independientes sobre C'. El anillo generado
por n elementos algebraicamente independientes es isomorfo al anillo de poli-
nomios, ya que el homomorfismo evaluacion es inyectivo. Es posible, aunque
no sencillo, demostrar que e = 2, 7172. ..y eV? son algebraicamente indepen-
dientes sobre Z. Si {a} es algebraicamente independiente como conjunto uni-
tario, se dice que a es trascendente sobre C'. El nimero real m = 3,14159. ..
es un ejemplo de niimero tascendente sobre Z o Q.

e =
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4.2 El algoritmo de la divisién

En esta sseccion introduciremos algunas herramientas que resultan cruciales
en la demostracion de los ejemplos mostrados en la seccion anterior. Recuér-
dese que un polinomio ménico es aquel cuyo coeficiente principal (o de mayor
grado) es uno.

Proposicién 4.6. Si f y g son dos polinomios en C[z], con f mdnico,
entonces deg(fg) = deg f + degg.

Demostracién. Asumamos que f(z) = 2" +-- -, donde los puntos rep-
resentan términos de grado menor, y g(x) = az™+---. Entonces f(z)g(z) =
ax™t™ + .. de donde se sigue el resultado. O

Proposicién 4.7. Si u satisface un polinomio monico f de grado d con
coeficientes en C, entonces todo elemento a de Clu] puede escribirse en la
forma a = r(u) con deg(r) < d.

Demostracién. Basta probar que, para todo polinomio h(z) € Cz] ex-
iste un polinomio r con deg(r) < d que satisface h(u) = r(u). Si deg(h) < d
no hay nada que probar, por lo que suponemos que h(z) = az™ + ..., donde
los puntos representan términos de grado menor, y que deg(h) = n > deg(f).
Entonces hi(z) = h(x)—af(x) es un polinomio de grado menor a h y que sat-
isface hi(u) = h(u). Se sigue ahora del principio de induccién completa que
existe un polinomio r(z) de grado menor a f tal que r(u) = hy(u) = h(u). O

Proposicién 4.8 (Algoritmo de divisién para polinomios ménicos). Si f
es un polinomio monico de grado d con coeficientes en C, entonces todo
elemento h(z) = C[z] puede escribirse de manera unica en la forma h(x) =

r(z) + q(z)f(x) con deg(r) < deg(f).

Demostraciéon. Para probar la existencia consideramos la clase lateral
u==x+(f) € C[z]/(f). Claramente f(u) = 0 en el anillo cociente. El resul-
tado precedente nos dice que h(z)+(f) = h(u) = r(u) para algun polinomio r
con deg(r) < d. La condicién h(u) = r(u) nos dice que h(x) —r(x) € (f), por
lo que podemos escribir h(z) — r(z) = g(x)f(x). Esto prueba la existencia.
Para la unicidad observamos que ¢(z) f(x) +r(z) = ¢'(z) f(x) +r'(x) implica
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f(z) <q(;1:) — q’(x)) =r'(z) — r(x). Como f no puede dividir a un polinomio
no trivial de menor grado, debemos tener r’(x) = r(x). Del mismo modo, la
multiplicacion por f no puede anular a un polinomio no trivial. Concluimos

que q(z) = ¢'(v). O

Ejemplo 4.9. El nimero complejo i satisface la ecuacién polinomica z2+1 =
0. Se sigue del resultado anterior que todo elemento de Z[z]/(z*+1) se escribe
de manera tnica en la forma a 4+ bZ con a y b enteros. Como a + bi # 0 para
cada par de enteros a y b, se sigue que (22 + 1) es el nticleo de la evaluacién
en i y por lo tanto Z[i] = Z[z]/(2® + 1). En particular, cada elemento del
anillo Z[i] puede escribirse el la forma a + bi con a y b enteros.

Ejemplo 4.10. El nimero irracional /2 satisface la ecuacién polinomica
r?—2 = 0. Se sigue del resultado anterior que todo elemento de Z|[z]/(z* —2)
se escribe de manera tnica en la forma a + bx con a y b enteros. Se sigue
como en el ejemplo precedente que (22 — 2) es el niicleo de la evaluacién en
V2 y por lo tanto Z[v2] & Z[z]/(2* — 2), mientras que cada elemento de
Z[/2] tiene la forma a 4 by/2 con a y b enteros.

Los resultados y ejemplos de esta seccién motivan la siguiente definiciéon
que sera crucial en lo que sigue. Un elemento b de un anillo B, que contiene
a un subanillo C', se dice entero sobre C si satisface un polinomio ménico
con coeficientes en C'.

Ejemplo 4.11. El anillo Z[3] es el anillo de niimeros racionales de la forma
3¢ con n entero. En este caso, es imposible escribir 2_1t como un polinomio en
% de grado menor a t. Sea f(x) un polinomio con coeficientes enteros tal que
f(3) =0. Si f(z) = apa™ + ... + ao, se deduce desarrollando 2" f(3) que 2
divide a a,. Luego f(z) — (22 — 1)%2™"! es un polinomio de grado menor
que f que cumple la misma propiedad. Se concluye por induccién que f(x)
es divisible por 2z — 1. Luego Z[] = Z[z]/(2z — 1).

El anterior es un ejemplo tipico de anillo generado por un elemento no
entero. Para tratar anillos como este, probaremos una generalizaciéon del
resultado anterior:

Proposicién 4.12. Si f(z) = aqgz® + ... es un polinomio de grado d con
coeficientes en C', y si S es un conjunto completo de representantes de C/(aq)
que incluye al 0, entonces todo elemento h(x) € Clz| de grado m puede
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escribirse en la forma r(z) + x¢g(x) + q(z)f(z) donde deg(r) < deg(f) y
g(x) es un polinomio de grado no mayor a m — d con coeficientes en S. Si
aq no es un divisor de 0 esta representacion es unica.

Demostracién. Supongamos que h(x) es un elemento de Cf[z] con
h(x) = bx™ + ..., con las convenciones anteriores. Entonces existe s € S
con b— s = tay para algtin t € C. Luego h(x) — sz™ — tz™ ¢ f(x) tiene grado
menor que h y se concluye por inducciéon completa como en la proposicién
anterior. Para probar la unicidad, supongamos que

h(z) = r(z) + 2g(x) + g(2) f(2) = ro(2) + 2%g0(2) + qo(2) f (),

donde los elementos de {r,7o} tienen grado menor a d ,mientras que los de
{g, 90} tienen grado no mayor a m —d y coeficientes en S. Entonces tenemos

[ao(x) — q(@)]f () = [r(z) = ro(x)] + 2[g(x) — go()]. (4.1)

Supongamos que qo(z) # q(z). Sea qo(z)—q(x) = bx"+. .., con la convencién
usual. El término de mayor grado en [qo(z)—q())](z) es abz™?. El polinomio
g(x) — go(z) no puede tener ningin coeficiente no nulo divisible por a, y
los términos de grado mayor o igual a d en el lado derecho de (4.1) son
exactamente los términos de 2%[g(x) — go(z)]. Se concluye, por contradiccion,

que go(x) = q(x), luego
r(x) —ro(x) = —2%[g(x) — go(x)].

Como el lado izquierdo tiene sélo términos de grado menor que d y el lado
derecho tiene sélo términos de grado mayor o igual a d, deben ser ambos 0.
El resultado sigue. ]

Ejemplo 4.13. El conjunto {0, 1} es un conjunto de repreentantes de Z/27Z.
Se sigue que, en el anillo Z[z]/(2z), cada elemento tiene una tnica repre-
sentacién de la forma n+z +. . .+ 2% con n € Z y enteros positivos iy, .. ., i,
distintos. Este elemento no puede representarse por un polinomio de grado
inferior al maximo de los 7;. De hecho, este anillo es isomorfo al subanillo de

Z x Z]2Z]z] formado por los pares <n, F (x)) en los que la imagen de n en

Z/2Z es F(0). Para comprobar esto basta considerar el homomorfismo

¢: Lx) = Z x L]2Z[x]
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que envia a f(x) en ( f0), f (x)), donde la barra horizontal indica reduccién
modulo 2. Es evidente que cada imagen es un par de la forma dada, y

para encontrar una pre-imagen de uno de estos pares (n, F (x)) se utiliza un

polinomio de la forma n + 2 + ... + 2, donde F(z) = n + T + ... + T*.
Sé6lo queda probar que el nicleo es el ideal (2z), para lo que observamos lo
siguiente:

e f(x) =0 si cada coeficiente de f es par.

e f(0) =0siy solosi f no tiene coeficiente libre.

Sélo nos queda observar que un polinomio que cumple estas condiciones es
divisible por 2z.

Ejemplo 4.14. Al igual que en el ejemplo anterior, utillizamos el conjunto
de representantes {0,1}, esta vez para analizar el anillo Z[z]/(22 + 1) =
Z[1/2]. Nuevamente, cada elemento tiene una unica representacién de la
forma n + " + ...+ %% con n € Z i,...,i, enteros positivos diferentes.
En este caso, el mismo razonamiento del ejemplo precedente nos da una
representaciéon del tipo

a 1 1 1
S=nt g tan bt g
Ejemplo 4.15. Sea C' = Z/6Z. Tomando f(z) = 3z+1 € C[z], y utilizando
que {0,1,2} es un conjunto completo de representantes de Z/3Z = C'/(3),
vemos que x tiene al menos dos representaciones diferentes del tipo x =

r(z) + 2%g(x) + q(z) f(x), a saber:

e r =23z +1)—2, con (q(x),g(x),r(:r)) = (2,0, -2).

e r =1z, donde (q(x),g(x),r(x)) = (0,1,0).
Por cierto 3 es un divisor de cero en el anillo C.

Ejemplo 4.16. Sea C' = Z. Tomamos f(r) = 3x + 1 € Clx] y el conjunto
de representantes {1, 2,3} de Z/3Z, el cual no contiene al 0. En este caso, el
elemento 32?2 tiene al menos dos representaciones diferentes, a saber:

e 3z = (z—1)3z+1)+z(2)+1, donde(q(x),g(x),r(x) = (z—1,2,1).

N—

e 327 = —(3z+1)+x(3z+3)+1, con <q(m),g(x),r(a:)) = (—1,3z+3,1).
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4.3 El lemma de Gauss

Para tratar con mas facilidad anillos generados por elementos no enteros,
necesitaremos herramientas mas especializadas. La principal es el Lema de
Gauss, el que también nos permite describir los elementos primos de un
dominio de factorizacion tnica (DFU).

En lo que sigue, diremos que un dominio D es un dominio de factorizacion
unica si cada elemento no nulo puede escribirse en la forma

d=up"...po,

donde u es una unidad, mientras que p, ..., p, son primos no asociados, es
decir p; # vp; para cada par de indices (7, 7) y cada unidad v. En particular,
todo DIP es un DFU, pero la conversa no se cumple. Por ejemplo, el anillo
de polinomios con coeficientes enteros es un DFU, como se verd mas abajo,
pero no es un DIP. Especificamente, es facil ver que el ideal (3, ) no contiene
al 1, por lo que es un ideal propio. No obstante, el hecho de que 3 y x son
primos diferentes, y por lo tanto relativamente primos, muestra que este ideal
no puede tener un generador que no sea una unidad.

En general un polinomio f(z) € D]z] se dice primitivo si ningin primo
de D lo divide. Equivalentemente, f(x) es primitivo si ningtin primo de D
divide simultaneamente a todos sus coeficientes. Notese que los polinomios
monicos son primitivos.

Proposicién 4.17. (Lemma de Gauss). El producto de polinomios prim-
111v0s es primitivo.

Demostracién. Sean f(z)y g(x) dos polinomios primitivos y sea p € D
un elemento primo. Por definicién, ninguna de las imagenes f(z), ni g(x)
se anula en el anillo cociente D[z]/(p). Nétese que este tultimo es isomorfo
al anillo (D/(p))[z] de polinomios con coeficientes en el anillo de cocientes.
Como el anillo de polinomios sobre un dominio es un dominio, por la multi-
plicatividad del grado, se concluye que D|x]/(p) es un dominio. Se concluye
que la clase f(x)g(x) € D[z]/(p) es no nula. Como p es arbitrario, concluimos
que f(z)g(x) es primitivo. O

Obsérvese que cualquier polinomio f(z) en D[z] puede escribirse en la
forma f(x) = nfy(x) donde n = ¢(f) es un elemento de D, al que llamaremos
el contenido de f, y fy es un polinomio primitivo, al que llamaremos la parte
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primitiva de f. El contenido es, de hecho, el maximo comun divisor de
los coeficientes de f, por lo que estd definido sélo salvo unidades. En lo
sucesivo, hablaremos del contenido ¢(f), y de la parte primitiva de f, como
si estuviesen bien definidos, pero debe tenerse presente la existencia de esta
“unidad libre”. Se sigue de lo anterior que si se escribe un polinomio en la
forma f(x) = nfo(x) = mfi(x) , donde fy y fi son primitivos, entonces m =
un para alguna unidad u de D. El contenido de f es n o m, indistintamente.

Denotemos por K = Quot(D) al cuerpo de cocientes del dominio D, es
decir el cuerpo formado por todas las fracciones ¢ con a y b en el dominio D.
Los conceptos de parte primitiva y contenido se pueden extender al cuerpo

de cocientes K como sigue:

Si f(z) es un polinomio con coeficientes en K, podemos escribirlo

en la forma @, donde f(z) € D[z], sacando un denominador
comun ¢. Entonces, se define el contenido mediante ¢(f) = %,
mientras la parte primitiva se define por f(x)/c(f), o, equivalen-

temente, como la parte primitiva de f.

Tal como en el anillo D, el contenido y la parte primitiva en K|[z] estan

bien definidos salvo unidades, ya que cualquier identidad del tipo @ = %

implica una identidad ¢; f (x) =¢q fi (z) en D[], la que puede utilizarse para
probar que las partes primitivas de f(z) y fi(z) coinciden.

Proposicién 4.18. (Lemma de Gauss, segunda version). Todo poli-
nomio irreducible en D[z] es irreducible en K|x].

Demostracién. Sean f(x) un polinomio irreducible en D[z]. Supong-
amos que f tiene una factorizacion f(z) = g(z)h(z) en K[z]|. Utilizamos las
descomposiciones h(z) = c(h)ho(z) v g(x) = c(g)go(x), escribimos

f(z) = c(h)e(g)ho(x)go(z).

Como el polinomio hy(z)go(x) es primitivo, debe ser la parte primitiva de
f, mientras que c(h)c(g) = c(f) es su contenido. Se concluye que f(z) =
c(f)ho(x)go(x), lo que es una factorizacién en D[z]. O

Proposicién 4.19. Todo polinomio f(x) € Dlx] es irreducible si y sdlo si
satisface las dos condiciones siguientes:
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o f(z) es primitivo.
e f(x) es irreducible como elemento de K|z].
Demostracién. La factorizacién f(x) = c(f)fo(x) muestra que la pri-

mera condicién es necesaria, mientras que la segunda lo es por la proposicién
precedente. Por otro lado, la primera condicién sirve para evitar factor-

izaciones del tipo f(z) = dh(x) donde d € D es una constante no triv-
ial. Cualquier otra factorizacion es también una factorizaciéon no trivial en
Kz]. O

Para lo que sigue es conveniente recordar que las unidades del anillo D]z],
cuando D es un dominio, son precisamente las constantes invertibles.

Proposicién 4.20. (Lemma de Gauss, tercera version). Si D es un
DFU, entonces D]x] es un DFU.

Demostracién. Basta ver que cada elemento f(z) € D[z] es producto
de primos. De hecho, en K|z|, tenemos una factorizacion

f(x) = upi ()™, - pe (@)™,

donde u es una constante y cada p;(z) es un polinomio primo que, cambidndo
la constante de ser necesario, podemos suponer primitivo en D[z]. Se sigue
que estos polinomios son irreducibles en D|z] y su producto es la parte prim-
itiva de f. Se sigue que u es el contenido de f, y por lo tanto estd en D.
Podemos, por lo tanto, escribir u como un producto de primos de D, los que
siguen siendo primos en D[z], como se prueba mds arriba. Para terminar la
demostracion, basta ver que los polinomios irreducibles en D[z]| son primos.

Sea g(x) € D[z] un polinomio irreducible, y por lo tanto primitivo.
Supongamos que g(x)h(x) = G(x)H(x), donde h, G y H son polinomios
en Dlx]. Se sigue que ¢ divide a G o H, digamos G, en K[z]. Digamos
G(x) = g(x)q(z). Basta ver que g(z) tiene coeficientes en D. Tomando con-
tenidos, obtenemos ¢(G) = ¢(g)c(q). Como g es primitivo, ¢(g) es una unidad,
y ¢(G) € D, pues G tiene coeficientes en D. Se concluye que ¢(q) € D, por
lo que ¢ tiene coeficientes en D. El resultado sigue. O
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Ejemplo 4.21. El polinomio 4z% + 1 es primitivo e irreducible en Q|[x], por
lo que es un elemento primo de Z[x]. Ademés, cada polinomio que cumple
f(i/2) = 0 en Q[z] es un multiplo de 4% + 1. Se sigue del Lemma de Gauss
que lo mismo ocurre en Z[x]. Concluimos que

Z[i/2] = Z[z]/ (4% + 1),

koo ok sk sk skskok ok



