TOPICOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

TAREA 2: APLICACIONES DE EDOS DE 1ER ORDEN

Instrucciones: Escoger y resolver un ejercicios de cada seccion ( seis en total).
Escoger y grabar la solucion paso a paso de un ejercicio. Enviar documento final
en formato pdf y compartir el video final a los correos tamara.siles@ug.uchile.cl
luis.sobarzo@ug.uchile.cl y nelda.jaque@uchile.cl con asunto Tarea 1, EDO.

Fecha de entrega: Miércoles 28 de Noviembre del 2020, 23:59 hrs.

1. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

Los siguientes ejercicios son extraidos del libro FEcuaciones Diferenciales con
Problemas de Modelado de Denis G. Zill. PWS Publishers, Boston MA, 1986.
Péaginas 81.

1.-

Se sabe que la poblacién de cierta comunidad aumenta con una razon pro-
porcional a la cantidad de personas que tiene en cualquier momento. Si
la poblacién se duplicé en cinco anos, en cuanto tiempo se triplicard y
cuadruplicara?

Suponga que la poblacién de la comunidad del problema anterior es de
10.000 después de tres anos. Cudl era la poblacién inicial? Cudl serd en 10
anos?

La poblacién de una comunidad crece a una tasa proporcional a la poblaciéon
en cualquier momento. Su poblacién inicial es 500 y aumenta 15% en 10
anos. Cudl serd la poblacién pasados 30 anos?

En cualquier momento dado la cantidad de bacterias en un cultivo crece a
una tasa proporsional a las bacterias presentes. Al cabo de tres horas se
observa que hay 400 individuos. Pasados 10 horas, hay 5.000 especimenes.
Cudl era la cantidad inicial de bacterias?

2. PERIODO MEDIO Y CARBONO 14

Los siguientes ejercicios son extraidos del libro FEcuaciones Diferenciales con
Problemas de Modelado de Denis G. Zill. PWS Publishers, Boston MA, 1986.
Péginas 81-82

1.-

El Pb-209, is6topo radioactivo del plomo, se desintegra con una razén pro-
porcional a la cantidad presente en cualquier momento y tiene un periodo
medio de vida de 3,3 horas. Si al principio habia 1 gramo de plomo. Cuanto
tiempo debe transcurrir para que se desintegre el 90%?

Cuando ¢t = 0, habia 100 miligramos de una sustancia radioactiva. Al cabo
de 6 horas, esa cantidad disminuy6 el 3%. Si la razén de desintegracion, en
cualquier momento, es proporcional a la cantidad de la sustancia presente,
calcule la cantidad que queda después de 2 horas.
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3.- Calcule el periodo medio de vida de la sustancia radioactiva del problema

anterior.
4.- a) El modelo de valor inicial
dA
W - kA,
A(0) = Ao

es el modelo de desintegracién de una sustancia radioactiva. De-
muestre que, en general, el periodo medio de vida, T, de la sustancia
es T =—(In2)/k.
b) Demuestre que la solucién del problema de valor inicial en la parte a),
se puede escribir A(t) = Ag2~ /7
5.- En un trozo de madera quemada o carbén vegetal se determiné que el
85,5% de su C-14 se habia desintegrado. Determine la edad aproximada
de la madera.

3. LEY DE ENFRIAMIENTO DE NEWTON

Los siguientes ejercicios son extraidos del libro FEcuaciones Diferenciales con
Problemas de Modelado de Denis G. Zill. PWS Publishers, Boston MA, 1986.
PAaginas 82

1.- Un termométro se lleva desde un recinto interior hasta el ambiente exte-
rior, donde la temperatura del aire es de 5°F. Después de un minuto,
el termoémetro indica 55°F, y después de cinco marca 30°F. Cudl es la
temperatura del recinto interior?

2.- Un termémetro se saca de un recinto donde la temperatura del aire es 70°F'
y se lleva al exterior, donde la temperatura es 10°F'. Pasado % de minuto, el
termémetro indica 50°F. Cudl es la lectura cuando ¢ = 1 minuto? Cuéanto
tiempo se necesita para que el termémetro llegue a 15°F7

3.- La férmula p
T
o= h(T = T)
también es véalida cuando un objeto absorbe calor del medio que le rodea.
Si una barra metdlica pequena, cuya temperatura inicial es 20°C se deja
caer en un recipiente con agua hirviedo, cuanto tiempo tardara en alcanzar
90°C si se sabe que su temperatura aumenté 2°C' en un segundo? ;Cudnto

tiempo tardard en llegar a 98°C?

4. CircuiTo LR Y RC

Los siguientes ejercicios son extraidos del libro Ecuaciones Diferenciales
con Problemas de Modelado de Denis G. Zill. PWS Publishers, Boston MA,
1986. Péaginas 82

1.- Se aplica una fuerza electromotriz de 30v aun circuito en serie LR con
0.1~ de inductancia y 502 de resistencia. Determine la corriente i(t),
si ¢(0) = 0. Halle la corriente cuando ¢ — co.
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Resuelva la ecuacion

di

L—+ Ri=FE(t

o THRi=EQ@)
suponiendo que E(t) = Eysinwt que i(0) = 4.
Se aplica una fuerza electromotriz de 100 volts a un circuito en se-
rie RC, donde la resistencia es 200§ y la capacitancia es de 1074 f.
Determine la carga ¢(t) del capacitar, si ¢(0) = 0. Halle la corriente
i(t).
Se aplica una fuerza electromotriz de 200 v a un circuito en serie RC,
en que la resistencia es 100012 y la capacitancia es 5% 10~4 f. Determine
la carga q(t) del capacitar, si i(0) = 0.4amp. Halle la carga cuando
t — oo
Se aplica una fuerza electromotriz

120 0<t<20
E(t)_{ 0 t>20

a un circuito en serie RC, en que la resistencia es 2{2 y la inductancia
es de 20 h. Determine la corriente i(t), si 4(0) = 0.

Suponga que un circuito en serie RC tiene un resistor variable. Si la
resistencia, en cualquier momento t es R = k1 + kot, donde kiyks > 0
son constantes conocidas, la ecuacién R% + &q = E(t) se transforma
en

dg 1
(k1 + kat) L 4 2 g = B(t)

da  C
Demuestre que si E(t) = Eo y ¢(O) = qo, entonces
kl 1/Ck2
t) = FEpt —EC)| ————
q(t) ot + (qo0 0 )(kl—i—kgt)

5. MEZCLA

Los siguientes ejercicios son extraidos del libro Ecuaciones Diferenciales
con Problemas de Modelado de Denis G. Zill. PWS Publishers, Boston MA,
1986. Péaginas 82-83

1.-

Un tanque contiene 200 1 de agua en que se han disuelto 30 g de sal y le
entran 4 1/min de solucién con 1 g de sal por litro; estd bien mezclado,
y de él sale liquido con el mismo flujo (4 1/min). Calcule la cantidad
A(t) de gramos de sal que hay en el tanque en cualquier momento t.
Resuelva el problema anterior suponiendo que entra agua pura.

Un tanque tiene 500 gal de agua pura y le entra salmuera con 2 1b de
sal por galén a un flujo de 5 gal/min. El tanque estd bien mezclado,
y sale de él el mismo flujo de solucién. Calcule la cantidad A(t) de
libras de sal que hay en el tanque en cualquier momento t.

Resuelva el problema anterior suponiendo que la solucién sale a un
flujo de 10 gal/min, permaneciendo igual lo demds. Cuéndo se vacia
el tanque?



TOPICOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES TAREA 2: APLICACIONES DE EDOS DE 1ER ORDEN

5.- Un tanque estad parcialmente lleno con 100 galones de salmuera, con
10 1b de sal disuelta. Le entra salmuera con % Ib de sal por galén a un
flujo de 6 gal/min. El contenido del tanque estd bien mezclado y de
él sale un flujo de 4 gal/min de solucién. Calcule la cantidad de libras
de sal que hay en el tanque a los 30 minutos.

6.- Un tanque que esta abierto por arriba tiene capacidad total de 400 ga-
lones y contiene inicialmente 300 galones de una solucién de salmuera.
Al tanque entra y sale sal porque se le bombea una solucién a un flujo
de 3 gal/min, se mezclaba con la solucién original, y sale del tanque
con un flujo de 2 gal/min. La concentracién de la solucién entrante es
de 2 1b/gal. Si habia 50 1b de sal disueltas en los 300 galones iniciales,

a) Calcule la cantidad A(t) de libras de sal que hay en el tanque en
cualquier momento t.

b) Cudndo se derramard el tanque?

¢) Cuéntas libras de sal habra en el tanque cuando se comienza a
derramar?

d) Suponga que el tanque se derrama, que la salmuera continda
entrando al flujo de 3 gal/min, que el contenido estd bien mez-
clado y que la solucién sigue saliendo a un flujo de 2 gal/min.
Determine un método para calcular la cantidad de libras de sal
que hay en el tanque cuando t = 150 min.

e) Calcule las libras de sal en el tanque cuando ¢t — oo Su respuesta
coincide con lo que cabria esperar?

f) Use una graficadora para trazar la variacién de A(t) durante el
intervalo [0, c0).

6. OTROS

Los siguientes ejercicios son extraidos del libro Ecuaciones Diferenciales
con Problemas de Modelado de Denis G. Zill. PWS Publishers, Boston MA,
1986. P4aginas 81-83

1.- Cuando pasa un rayo vertical de luz por una sustancia transparente,
la razén con que decrece su intensidad Z es proporcional a Z(t), donde
t representa el espesor, en pies, del medio. En agua de mar clara, la
intensidad a 3 ft bajo la superficie, es el 25% de la intensidad inicial
Iy le del rayo incidente. Cudl es la intensidad del rayo a 15 ft bajo la
superficie?

2.- Cuando el interés se capitaliza (o compone) continuamente, en cualquier
momento la cantidad de dinero, S, aumenta a una tasa proporcional a
la cantidad presente: ‘fl—f =S, donde r es la tasa de interés anual

a) Calcule la cantidad reunida al término de cinco afios, cuando se
depositan 5000 CLP en una cuenta de ahorro que rinde el 5%
de interés anual compuesto continuamente.

b) En cudntos afios se habrd duplicado el capital inicial?
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¢) Con una calculadora compare la cantidad obtenida en la parte

a) con el valor de

4

Este valor representa la cantidad reunida cuando el interés se
capitaliza cada trimestre.
Una ecuacion diferencial que describe la velocidad v de una masa
m en caida sujeta a una resistencia del aire proporcional a la
velocidad instanténea es
dv
My =mg — kv,
en que k es una constante de proporcionalidad positiva.
a) Resuelva la ecuacién, sujeta a la condicién inicial v(0) = V.
b) Calcule la velocidad limite (o terminal) de la masa.
¢) Si la distancia s se relaciona con la velocidad por medio de
% = v, deduzca una ecuacion explicita para s, si también
se sabe que s(0) = sq.
La razon con que se disemina una medicina en el torrente sanguineo
se describe con la ecuacin diferencial

dzr

dt
r y k son constantes positivas. La funcién x(t) describe la con-
centracion del farmaco en sangre en el momento t. Determine
el valor limite de x(t) cuando ¢ — co. En cudnto tiempo la con-
centracién es la mitad del valor limite? Suponga que z(0) = 0.

0,0575\°®
S = 5000 (1 + )

=r — kz,
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