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Capitulo 4

Ecuaciones Diferenciales de
Segundo Orden

4.1 Teorema de Existencia y Unicidad

Una ecuacion de segundo orden es de la forma

F(z,y,9,y") = 0. (4.1)

Bajo condiciones bastante generales sobre la funcién F, la ecuacién (4.1) se puede
escribir de la forma
d?y
dx?

dy

Como en el caso de las ecuaciones de primer orden, para éste tipo de ecuaciones
también tenemos un teorema de existencia y unicidad de soluciones. Antes de enun-
ciarlo, como ejemplo de lo que sucede en situaciones muy generales, analicemos lo
que sucede con la ecuaciéon

"

y" = 2° + sen(z).
Integrando sucesivamente obtenemos

y'(z) = /z(s2+sen(s))ds = %3 — cos(z) + c,

T o3 4
s x
ylz) = / (= —cos(s)+c¢1)ds = — — sen(z) + a1z + co.
2 O 12
Como ahora la soluciéon general depende de dos constante arbitrarias, al imponer la
condicién inicial y(0) = 1, por ejemplo, obtenemos como tnica condicién ¢y = 1. De
esta forma, la familia de funciones que depende de la constante ¢;
!
y(z) = R sen(z) + ciz + 1,

95
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es solucion del problema

{ y" = 2? + sen(z)
y(0) = 1.

Para fijar la constante c¢; necesitamos una condicién adicional, que puede ser el
valor de la solucién en otro punto (problema de frontera) o bién, el valor de la
primera derivada en el mismo punto (problema de valores iniciales). Observe que
en el caso de problemas de frontera, estamos pidiendo que la solucién pase por dos
puntos distintos prefijados. Veremos maés adelante, que en muchos caso no existe
tal solucion. Para el problema de valores iniciales se pide que la soluciéon pase por
un punto dado y que la pendiente de la solucién en dicho punto asuma también un
valor dado. A este 1ltimo tipo de problemas se refiere el siguiente teorema.

Recordemos primero que un subconjunto D del espacio es abierto si todo punto
de D es el centro de un rectangulo que esta contenido en D. Mas precisamente, D es
abierto si para todo punto (zg, o, z0) en D, existen nimeros positivos a,b y c tales
que cualquier punto (z,y, z) satisfaciendo | z —zy |[< a, |y —yo |< b, | 2— 2 |[< ¢
también pertenece a D.

Teorema 4.1.1 Sea D un conjunto abierto del espacio (x,y,z) y [ : D — R una
funcion continua. Suponga ademds que f tiene deriwada parcial con respecto a y y
con respecto a z, en todo punto de D y que Of /0y y Of |0z son continuas sobre D.
Sea (g, Yo, 20) un punto de D. Entonces la ecuacion diferencial dy/dx = f(z,y,y")
tiene una solucion u definida en un intervalo alrededor de xo que verifica u(xg) = yo
y u'(xg) = 29. Mds aun, si v es una solucién definida en el mismo intervalo que u,
y se tiene v(to) = yo y v'(z0) = 20 entonces v = u.

De esta forma, bajo las condiciones del teorema, el problema de valores iniciales

{y" = f(z,y,9)
y(ﬂﬁo) = Yo, y'(iﬁo) = 20,

tiene una unica solucién maxima. Es decir, tiene una unica soluciéon que no admite
continuacién. La definicién de continuacién de una solucién y de solucién méxima
para este tipo de ecuaciones, es similar a la dada para ecuaciones de primer orden
dada en los parrafos siguientes al Teorema (77).

Como la prueba del correspondiente teorema para ecuaciones de primer orden, la
demostracion de este teorema escapa a la intencionalidad de este libro. Sin embargo,
acotemos que, introduciendo la variable auxiliar v = dy/dx, nuestro problema de
valores iniciales se reduce a

[ = 10

donde w = (y,v) y wo = (o, 20)- De modo que este teorema se reduce al teorema
de existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones de primer orden pero en
dimensiones mayores.
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4.2 Casos simples de reduccién de orden

1. Para f continua sobre un intervalo I considere la ecuacién

d*y
a2 =)

Un ejemplo de este tipo de ecuacion fue dado en la seccién anterior. Como en dicho
ejemplo, integrando una vez obtenemos la ecuacién de primer orden

dy *
— = [ f(w)du+c = fi(z)+e,
dx o
donde zy es un punto en /. Volviendo a integrar obtenemos la solucién general:

y(x) = /z filu)du + cox + ¢,

donde c¢; y ¢y son constantes arbitrarias.

Ejemplo 4.2.1 Considere para z ¢ {5 + nn : n € Z} la ecuacién

2
% = sec?(z).

Queremos encontrar la soluciéon general, las soluciones particulares que verifican
y(m) = 1y las soluciones particulares que verifican y(7) =1y y'(7) = 0.

Una primera integracién nos da

d
% = tan(z) + ¢;
y una segunda
1
=1
Vi) = () +ea + e

que es la solucion general.
Para la segunda pregunta debemos resolver la ecuacion

1=y(r)=c1m+ ¢
lo que nos da ¢ = 1 — ¢;m. Luego las soluciones que verifican y(w) = 1 son de la

forma
1

cos(z

y(z) = In( Y+e(z—m) +1.

~—

Si queremos ademads que verifiquen y'(7) = 0, como

y'(x) = tan(z) + ¢;
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debemos resolver la ecuacion
0=9y'(r)=c1.

Luego la solucién es tunica y estd dada por

1
=1 1
y(z) n(cos(x)) +
2. Ecuaciones del tipo
d*y dy
a2 =gy

con f continua sobre un conjunto abierto A del plano.

) i i . 2
En este caso introducimos la variable p = Z—g, de donde se obtiene 2 = 4

dz dz?"°
Entonces sustituyendo tenemos

dp
% - f(ﬂ?,p)

que es una ecuacién de primer orden.

Ejemplo 4.2.2 Resolvamos la ecuacion diferencial

d*y dy
TS + 2— = x.
dx? dx
Sea p = g—g. Entonces tenemos j—g = % y la ecuaciéon de primer orden
d
x—p + 2p = z.
dx

Esta es equivalente a la ecuacién lineal de primer orden

dp

+ 2=
dz :Ep_’

cuya solucion es
p(z) = e~ ot [cl + /ef id””da;]
p(x) — ef2ln(:c) [01 + /621n(w)dx:|
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Pero p = 3—5 implica
dy ¢« T
dr — 22 3’
Finalmente integrando obtenemos

2

- _a ¥
y(.ﬁC) - T + 6 + C2,
que es la solucién general.
3. Ecuaciones del tipo
d*y dy
i f(y, %)

con f continua sobre un sobre un subconjunto abierto A del plano.

También en este caso introducimos la variable p = Z—z, obteniéndose

¢y _dp_dpdy _dp
de_dx_dyda;_dyp

y la ecuacién se reduce a

dp dp 1
—p=f(y,p), obietn —=—Ff(yp
op=f@.p o= fw)
que es de primer orden.

Ejemplo 4.2.3 Encontremos la solucion general de la ecuacion

d*y  dy
y=—5— ()" =0.
dx dx
Poniendo p = %v tenemos % = Z—Z p y la ecuaciéon queda
dp 2
2 =0
yp dy p
Dividiendo por p, la ecuacion se puede escribir de la forma
dp _ dy
p Y
cuya solucion es
py)=cy.
Volviendo a las variables y y x tenemos la ecuacion
dy . dy
—= =oc1y queesequivalentea — =c;dzx.
dx Y
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Integrando obtenemos
In(y) = c1  + In(ca)

y exponenciando
y(x) = coe .

4. Ecuaciones del tipo
F(z,y,9,y") =0
donde F(z,y,y',y") es la diferencial total de una funcién ¢ (z,y,y').

En este caso nuestra ecuacion es
dy =0
y por lo tanto sus soluciones son las soluciones de la ecuacién de primer orden
P(x,y,y) =c
donde c es una constante arbitraria.
Ejemplo 4.2.4 Encontremos la solucién general de
yy" + (y)* = 0.
La ecuacion se puede escribir como
d(yy') =0 lo que implica yy' = ¢y,
o lo que es lo mismo
ydy = cidx  cuya solucién es 3% = 12 + ¢,

5. Ecuaciones del tipo

F(z,y,y,y") =0

tales que existe funcién u(z,y,y’) de modo que p(z,y,y')F(x,y,y',y") es la diferen-
cial total de una funcién ¥ (z,y,y').

Como en el caso anterior, resolvemos ¢ (z,y,y’) = c. Entonces cada solucién de
esta ecuacién es solucién de F'(z,y,y',y") =0 o/y de u(z,y,y’) = 0. Luego, debe-
mos eliminar las soluciones superfluas, es decir aquellas que verifican u(z,y,y’) =0
o aquellas que indefinen p y no verifican F(z,y,y’,y") = 0.

Ejemplo 4.2.5 Encontremos usando este método nuevamente la soluciéon general
de

yyll _ (yl)? — 0 .
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Multiplicando por u(y) = y% se obtiene

"o N2
vy 2(y) —a¥y=o0.
) )
Luego tenemos

& _ cdz = In(y) = c1z + In(ey)
Y

= y(z) = ce?”.

La tnica funcién candidata a ser solucién superflua es y = 0 (ya que p no estd
definida para y = 0), pero no lo es ya que claramente es solucién de la ecuacién
original.

6. Ecuaciones del tipo
F(z,y,9,y") =0

donde F' es homogénea respecto a la segunda, tercera y cuarta variable; es decir,
existe n € N tal que para todo (z,y, z, w) se tiene

F(z, ky, kz, kw) = k"F(z,y,z,w) .

Introducimos una nueva variable z a través de la expresion
y=e [ zdz )
Derivando ambos lados con respecto a x dos veces, se obtiene
y/ — Zefzdac y y// — (Z2 +zl)efzdx’
y al reemplazar en nuestra ecuacién

0=F(:v,y,y',y") — F(x,efzdw,zedem,(ZQ+z')ef2dw)
"R (2,1, 2,22 + ')
= F(z,1,2,22+2') =0, que es de la forma

f(z,2,2') =0 (ecuacién de primer orden) .
Ejemplo 4.2.6 Resolvamos la ecuacién
yy" — (y)* = 6y”.

Aqui F(z,y,9,y") = yy" — (v')* — 6zy*> , que es homogénea con n = 2.
Poniendo y = e/ %% la ecuacién se transforma en

ezf‘z‘m(z2 +2 —2°—62) =0 que es equivalente a 2’ = 6z.
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La soluciéon de esta ultima ecuacién es
0.2
z(z) =32 4+ 1,

lo que implica
y(]j) — ef(312+c1)dm — e$3+c1z+02 :

y por lo tanto

$3+clz

y(x) = coe

4.3 Ecuaciones Lineales de Segundo Orden
Son ecuaciones de la forma

ao(2)y" + a1(z)y’ + ax(2)y = ¢(z) . (4.3)

donde en general ag, a;,as y ¢ son funciones continuas definidas en un intervalo 1.
Un ejemplo importante de este tipo de ecuaciones es la que modela el movimiento
de una masa acoplada a un resorte:
d*x dx

g g - F
mos +Cdt + kzx (t),

donde m representa la masa del objeto, ¢ y k£ son constantes y F' es una funcion
dada.

Volviendo a la ecuacién (4.3), si ag(x) # 0 para todo z € I, dividiendo por ag(z),
reducimos (4.3) a su forma normal

Y+ ()Y +p2(2)y = g(x). (4.4)

Por lo tanto (4.4) es de la forma y" = f(x,y,y') con f(z,y,2) = g(z) — pe(z)y —
p1(z)z. Asi tanto f, como 0f/0y = —po(x) y 0f /02 = —p1(z) son continuas en
I x R?, y entonces nuestra ecuacién verifica el Teorema de Existencia y Unicidad
(4.1.1). Mas que esto, se puede probar que, dado un punto (zg,yo, 20) € I X R?,
existe una tnica solucién u de (4.4) definida en todo el intervalo I, tal que u(xy) = yo

y u'(zg) = 2p.

Para deducir con mayor facilidad importantes propiedades de este tipo de ecua-
ciones diferenciales, asociado a las funciones p; y p, de antes, consideremos el ope-
rador L que toma cualquier funcién u, dos veces diferenciable sobre el intervalo I,
y le asocia la funcién L[u] definida por

Llu](z) = u"(z) + p1(z)u(z) + pa(z)u(z) . (4.5)

Usando este operador la ecuacién (4.4) se escribe de la forma

Llyl = g(z), (4.6)
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Tal operador se llama operador diferencial lineal pues verifica:

1) Llcu] = cL[u] para todo ¢ € R,
2) L[Ul + U/Q] = L[ul] + L[UQ]

Combinando ambas propiedades se obtiene
3) L[> p_; ceur]) = D p_q cxL[ug], donde ¢y, ..., c, € R

La demostracion de 1), 2) y 3) es muy sencilla y se deja de ejercicio para el lector.

4.3.1 Ecuacion Lineal Homogénea de Segundo Orden

Son ecuaciones de la forma

v+ pi(2)y + pa(x)y=0. (4.7)

con pi, pe funciones continuas definidas en un intervalo 1.

Usando el operador diferencial L esta ecuacion se reduce a
Lly|=0. (4.8)
Como consecuencia de la linealidad de L, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.3.1 1) Si y; es solucion de la ecuacion (4.8), entonces para todo
c € R, cy; es solucion.

2) Siy1,ye son soluciones de (4.8), entonces y, + yo es solucion.

3) Luego si yi,...,Ym Son soluciones de (4.8), entonces cualquier combinacion
lineal de ellas, digamos Y ;" . c es solucion.
’ k=1 “kYk,

4) Si (4.8) (con coeficientes p;(x) reales) tiene una solucidn compleja y(xr) =
u(z) + i (z), entonces la parte real u(z) y la parte imaginaria v(z) son solu-
ciones (reales) de (4.8).

5) Siy es solucion de (4.8) y existe xy € I tal que y(xg) = y'(zo) = 0, entonces
y(xz) = 0 para todo = € I.

Demostracién: 1) y 2) se dejan como ejercicios. 3) es consecuencia directa de 1)
y 2). Para 4), notemos que si y(z) = u(x) + iv(x) es solucién de (4.8), entonces

Lly|(z) = L[u|(z) + iL[v](z) = 0, paratodoz €.

Pero como un nimero complejo es cero sélo si su parte real y parte imaginaria son
cero, tenemos que

Lu|(z) = 0, L[v|J(z) = 0, paratodox €I,

y por lo tanto u y v son soluciones de (4.8) en I.
Finalmente 5) sigue directamente del teorema de existencia y unicidad, ya que
la funcién idénticamente cero es también solucién.
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Definicién 4.3.2 Las funciones ui(x), ..., u,(x) se dicen linealmente dependi-
entes (L.D.) en el intervalo I, si existen constantes c1, ..., cy, no todas nulas, tales
que

crur(z) + -+ -+ cpun(xz) =0 para todo z €. (4.9)
Las funciones ui(x),...,u,(x) se dicen linealmente independientes (L.I) en I
si (4.9) se verifica sdlo cuando ¢, = -+ = ¢, = 0.
Ejemplo 4.3.3 Las funciones 1, z,22,...,2" son L.I. en cualquier intervalo I.

En efecto si
otz +er?+ 4" =0 Veel

entonces, todo x € [ es raiz de este polinomio que es de grado < n. Como todo
polinomio, salvo el constante igual a cero, tiene s6lo un nimero finito de raices,
tenemos que cg =c; =cp =+ =¢, = 0.

Ejemplo 4.3.4 Si ki, # ko las funciones €12, ek son L.I. en cualquier intervalo 1.

En efecto, la relacion

€M% 4 cef?® =0 Vrel
= ¢t FT=0 vrel
= (derivando) (kg — k)cpe®2*)e =0 Vr el
= =0 =—=c =0.

kx

Ejercicio 4.3.5 Demuestre que las funciones e**, ze** son L.I. en cualquier intervalo

1.

Ejercicio 4.3.6 Demuestre que las funciones sen(kx), cos(kx) son L.I. en cualquier
intervalo I.

Teorema 4.3.7 Si y1,ys son L.D. en I, entonces el determinante (llamado wron-
skiano)

T z
W(2) = W, 1ol(e) = ‘ n(z) () ‘ —0 Veel.
Y1 Yo
Demostracion. Sean cq, ¢o constantes no ambas nulas tales que

c1y1(x) + coyo(z) =0 Vz € I. Entonces también
c1y1(z) + cays(z) =0 Vo el

Si, por ejemplo ¢y # 0, multiplicando la primera ecuacién por y{(z) y la segunda
por yi(x) y restando, se obtiene para todo z € I

(v (2)y2(z) —yi(2)ys(z) =0 = W(z)=0 = W(z)=0.
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Recuerdo 4.3.8 FEziste (z,y) # (0,0) tal que

{A1$+A2y =0 <:>‘A1 AQ —0.

B1$ + Bgy =0 B1 B2

Teorema 4.3.9 Sean v,y son soluciones L.1. en I de la ecuacion lineal homogénea

y' +pi(@)y + pe(2)y =0,
con coeficientes continuos p1(x), p2(x) en I. Entonces el wronskiano

X

W(z) = ‘ zi(i) .

()

Demostracién. Supongamos existe zo € I tal que W(xo) = 0. Entonces existen
constantes c1, ¢, no ambas nulas, tales que

2169
o () ‘750 Vexel.

c1y1(zo) + caya(w0) =0
a1y (zo) + c2yp(w0) =0

Pero entonces, y(z) = ciy1(x) + coya(x) es también solucién y verifica y(zo) =
y'(zo) = 0. Esto implica que y(x) = 0 para todo = € I, y luego ¢; = ¢ = 0. Esta es
una contradiccién y por lo tanto W(z) # 0 para todo x € I.

Teorema 4.3.10 Sean yy,yo son soluciones L.I. en I de la ecuacion lineal ho-
mogénea
y' +pi(2)y + pa(2)y =0,
con coeficientes continuos p1(x),pa(x) en I. Entonces la solucidn general de esta
ecuacion es
y(r) = c1yi(w) + coya(x), con ¢y 0 € R

Demostracién. Sea y(x) solucién cualquiera de nuestra ecuacién. Debemos de-
mostrar que existen constantes ci, co tales que y(z) = c1y1(x) + coy2(x), para todo
z el

Fijemos g € I y sean yo = y(zo) ¥y 20 = ¥'(xo). Consideremos

o = YoYs (o) — 20¥2(To) cy = _yoyi (zo) — 2oy1 (o)
W () ’ W ()

Es inmediato verificar que con estos valores de ¢y, ¢o, se obtiene:

{ c1y1(zo) + cova(z0) = Yo
a1yt (o) + cayp(wo) = 20-

Entonces la solucién a(z) = ciyi(x) + coya(x) verifica las condiciones iniciales
a(xg) = yo y &' (x9) = z0. Como la solucién y(x) también las verifica, concluimos
que y(z) = a(z) = c1y1 () + c2y2(z), para todo = € 1.
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Corolario 4.3.11 El numero mdximo de soluciones linealmente independientes de
la ecuacion y" + pi(x)y + p2(z)y =0 es dos.

Ejemplo 4.3.12 Considere la ecuacion

Yy —y=0.

Se puede chequear directamente que las funciones y;(z) = € y yo(z) = €7*

soluciones particulares. Ademds como son L.I., la solucién general es

son

y(x) =cre®+ e ®, c1,c0 €R.

Férmula de Abel. Si conocemos una solucién particular y;(x) de la ecuacién

Y+ pi(z)y + pa(z)y =0,

hagamos la sustitucién y(z) = yi(z)z(z) con z(z) = [u(z)dz.
Tenemos que

= yz+yzd, y
= yiz+22 + .

Reemplazando en la ecuaciéon obtenemos

iz +2y12 + i +pi(yiz + 112') + payiz =0
= (W +p1(¥ +payi)z + 2y + priya)Z + 12" =0
= (2y; +py1)z + 312" =0.

Como 2'(z) = u(x), nos queda la ecuacién de primer orden de variables separables
(291 + prys)u + yru' = 0.

La podemos escribir de la forma

d !
L. (—2& —p)dz,
u Y1
cuya solucién es
1
_ — [ pi(z)dz
u(z) = e
(@) yi(z)?
Esto implica que
(z) / eI
z(x) = X,
y1(z)?
y por lo tanto
effpl( )dz
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es una segunda solucién de nuestra ecuacion

Y+ pi(x)y + po(z)y =0.

Finalmente observe que estas soluciones son L.I. ya que el correspondiente wron-
skiano es

W (x) = e [P@ds

Ejemplo 4.3.13 Resolver la ecuacién zy” — zy' + y = 0, sabiendo que y,(z) =
es una solucién particular.

Tenemos que

1

/ —dz = In(z) + In(cy)

x

lo que implica que
y(z) = x/ Dy = z(c1 In(z) + ¢o)
x

es la solucién general.

4.3.2 Ecuaciones Lineales Homogéneas de Segundo Orden
con Coeficientes Constantes

Ahora nuestra ecuacién es
" !
apy +ary +agy =0, (4.10)
con ay, a;, as constantes reales, ag # 0.

Los ejemplos anteriores sugieren buscar soluciones de la forma y(z) = €, donde
k es una constante real a determinar. Tenemos entonces

y'(x) — kekw y y”(x) — k‘26kw.
Reemplazando en (4.10) se obtiene
¥ (agk?® + a1k 4+ a3) = 0.

Luego
y(z) = €M% es solucién de (4.10) <= k; es solucién de la ecuacién cuadritica

a0k2+a1k+a2 =0. (411)

Tal ecuacién es llamada ecuacién caracteristica asociada a (4.10).
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Casos posibles. Sea d = a? — 4agas, el discriminante de la ecuacién caracteristica
(4.11), y ki, ko sus raices.
1) d > 0. Entonces ki, k2 son raices reales y distintas de (4.11),

—a, —Vd —a, +Vd

by =—2 V7 k=
! 2a0 ’ > 2@0

y la solucién general es

y(x) = c1eM® + c0e?® . ¢, 0 €R.

2) d = 0. Entonces ky = ko = _;Tlo € Ry yi(z) = eM? es solucién.
Afirmacién y,(z) = 2 es también solucién.
En efecto,
yh(z) = k1wef1® + e = kyyy(x) + eF1® (4.12)
= yy(z) = kwyh(z) + k1eF”. (4.13)

De la ecuacién (4.12) obtenemos e*1? = yb(z) — kyyz(z). Reemplazando esto en
(4.13) obtenemos

a; a?

V(@) = 2hiyp(a) - Kinnla) = =2 4(@) - 1 y1ao)
0

2
G4 _ a2
y como 1l = ao tenemos

a
vy (z) = ——yh(x) — — (),
)
lo que implica
aoys (2) + a1y5(2) + azyz(z) = 0.

Esto prueba la afirmacion y por lo tanto la solucién general en este caso es
y(x) = ek1z(cr + cox), 1,00 € R.
3) d < 0. En este caso kq, ko son nimeros complejos conjugados,

ki=a—1i8, ko=a+1if, con a:—ﬂ, b=
2@0 2(1,0

[y

De esta forma
e* "% = ¢ (cos(fz) —isen(Bx)) y €T = e (cos(fz) + isen(fx))

son raices complejas de (4.10). Luego la parte real y;(z) = e*® cos(Bz) y la parte
imaginaria yo(x) = e**sen(Sz) son soluciones reales. Ademds como ellas son L.I., la
solucién general es

y(z) = e (c1 cos(Bx) + cosen(Bx)), c1,c0 € R.
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Ejemplo 4.3.14 3" — 3y +2y = 0.

La ecuacién caracteristica es
K —-3k+2=0

cuyas raices son k; = 1y ko = 2. Por lo tanto la solucién general es
y(x) = c1e” + c2e*®, c1,c € R.
Ejemplo 4.3.15 3" + 4y’ + 5y = 0.

La ecuacidén caracteristica es
K +4k+5=0,

cuyas raices son ky = —2 — 1y ko = —2 4 1. Por lo tanto la solucién general es
y(z) = e **(cy cos(z) + cosen(z)), ci,co € R.
Ejemplo 4.3.16 ¢y" +2y'+y=0.

La ecuacién caracteristica es
K> +2k+1=0,

cuyas raices son k; = ko = —1. Por lo tanto la soluciéon general es

y(x) =e *(c1 + cox), c1,c0 €R.

4.3.3 Ecuacion de Euler

Son ecuaciones de la forma
a2’y" + a1xy’ + ay =0, (4.14)

con ag, a1, as constantes reales, ag # 0.
Si hacemos la sustitucién z = €' (para z > 0), obtenemos ‘fi—f = ¢! y por lo tanto
dt

& = e t. De esta forma

y_dy _dydt _dy

Y =4 " dtds  at° Y

d? d d d d dt
g b= (et = S

Vo= e T m ) T ww a
Py 5 dy o g Py dy
= a2 " a® ¢ Ge )

Reemplazando en (4.14) obtenemos

d? d d
ao€2t€_2t(d—t:g - d_?;) taetet? 4 asy =0,

dt



110 Coordinacién Ecuaciones Diferenciales

que es equivalente a la ecuacion lineal homogénea con coeficientes constantes:

d? d
aod—ti/—i—(al —ao)d—?-FaQy:O. (415)

La ecuacién caracteristica de (4.15) es
a0k2 + (CL1 — ao)k +as=0.

De este modo si k; es rafz de esta ecuacion, y(t) = eF*? es solucién de (4.15), lo que

implica que

k1

— ekl In(z) =gk

y(x)

es solucién de nuestra ecuacién inicial (4.14).

Nota. En la préctica a veces es conveniente buscar directamente soluciones de (4.14)

de la forma y(z) = z*.

Ejemplo 4.3.17  z%y" + Szy' —y = 0.

La correspondiente ecuacién caracteristica es

3
B+Zk-1=0,
2
cuyas raices son ki = % y ko = —2. Por lo tanto la solucién general es

y(x) = clx% +er7?, c,c0 €R.
Ejemplo 4.3.18 2%y" — 2y’ +y = 0.
La correspondiente ecuacién caracteristica es
K*—2k+1=0,

cuyas raices son k; = ko = 1. Por lo tanto son soluciones para la ecuacion transfor-
mada

yi(t)=¢€", y ylt)=te.
Asi
yi(z)=2z, y ylr)=(n(x))z,

son soluciones de nuestra ecuaciéon y lasolucién general es
y(x) =z(c1 + eoIn(z)), c1,c0 €R.

Ejemplo 4.3.19 2%¢y" +xy +y = 0.
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La correspondiente ecuacién caracteristica es

+1=0,
cuyas raices son ki = —i y ko = 7. Por lo tanto son soluciones para la ecuacion
transformada
yi(t) =cos(t), y y2(t) =sen(?).
Asi

yi1(z) =cos(In(z)), y ya(x) =sen(In(z)),

son soluciones de nuestra ecuacién y lasolucién general es
y(x) = c1 cos(In(x)) + cosen(In(x)), c¢1,c0 € R.

Ejercicio 4.3.20 Considere la ecuacion

ao(az + b)*y" + a1(az + b)Yy + ayy = 0.

Por medio de una sustitucién de variables transforme en una ecuacién de Euler.

4.3.4 Ecuaciones Lineales de Segundo Orden no Homogé-
neas

Consideremos la ecuacién

y' +pi(2)y + pe(a)y = f(z), (4.16)

donde py,ps vy f son funciones continuas definidas sobre un intervalo 1.

Usando el operador diferencial lineal L definido en (4.5), esta ecuacién toma la
forma
Ly ] = f(z). (4.17)
Las siguientes propiedades son consecuencia inmediata de la linealidad del operador
L.

1) Si y; es solucién de Ly | = 0y § es solucién de L[y | = f(z), entonces y; + ¢ el
solucién de L[y | = f(x).

2) Si y; es solucién de L[y | = fi(x), parai =1,...,n, entonces y(z) = > ", a;y;(z)
es solucién de Ly | = Y, o, fi(x), donde o, ¢ = 1,...,n, son constantes.

3) Suponga que las funciones pi,pe,U y V son real valoradas. Entonces, si la
ecuacién

Ly |=U(z) +1iV(x)
tiene solucién

y(@) = u(z) +w(z),
con u y v real valoradas, entonces u(x) es solucién de L[y | = U(x) y v(z) es solucién
de Ly | = U(x).
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Teorema 4.3.21 Considere la ecuacion Lfy | = f(x), con coeficientes p1,ps y f
continuos en un intervalo I. Si ciy1(x) + coya(x), con c1,¢co € R, es la solucidn
general de Ly =0, y § es una solucidn particular de Lly | = f(x), entonces

y(z) = ayi(z) + cya(z) +4(z), ¢, R,
es la solucidn general de Ly | = f(x).

Demostracién Sea §; una solucién cualquiera de L[y | = f(z). Tenemos que
demostrar que existen constantes ci,co € R tales que

1(z) = ey () + coyo(z) + 9(z), Vxel.

Pero como §; — ¢ es solucién de la ecuacién L[y | = 0, existen constante c;,co € R
tales que
hi(z) — §(z) = (@) + coye(z), Vo el,

lo que termina la demostracion.
Ejemplo 4.3.22 ¢" 4y =zx.

Claramente ¢(x) = x es solucién particular.
Consideremos ahora la ecuacién homogénea y” + y = 0. Su ecuacién caracteristica
es k2 +1 =0y por lo tanto su solucién general es

cicos(x) + cgsen(z), ¢, €R.
Por lo tanto la solucién general de nuestra ecuacién inicial es

y(x) = ¢y cos(x) + cosen(z) +z, c1,c0 € R.

4.3.5 Meétodo de variacion de constantes

A continuacién introduciremos un procedimiento para encontrar una solucién par-
ticular de una ecuacion lineal no homogénea bajo el supuesto que conocemos la
solucion general de la correspondiente ecuaciéon homogénea.

Como siempre L denota el operador

Llu](z) = u"(z) + p(2)v/ () + pa(z)u(z),

donde pq, ps son funciones continuas sobre un intervalo 1.

Suponga que c1y1(x) + coya(z), c1,¢o € R es la solucién general de Ly | = 0.
Dado una funcién f continua sobre I, buscaremos una solucién particular de L]y | =
f(z) de la forma:

y(@) = ca(@)y(2) + c2(2)ya(2) -
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Tenemos entonces dos funciones incégnitas ¢;(x) y co(x). Estas deben ser tales que
c1(x)y1(x) + ca(x)yo(x) satisfagan la ecuacién

Y+ pi(x)y + pa(z)y = f(z).

Es decir tenemos dos funciones incégnitas y una unica ecuacién. Podemos entonces
pedir que ¢i(x) y co(x) verifiquen una ecuacién adicional que facilite su célculo.
Observe que si y(z) = ¢1(2)y1(x) + co(x)y2(x), entonces

Y (z) = cr(@)yi (@) + 2 (@)ys () + 1 (@)ya () + () ya(x)

Para que por lo menos al hacer la primera derivada de y(z), las funciones ¢;(z) y
c2(x) se comporten como constante, imponemos la condicién adicional

¢ (2)y(z) + cy(z)ya(x) =0, Vrel.
Con esta coindicién tenemos
y(x) = c(@)y(z) + ca(2)ya(z),
y'(z) = al@)y(@)+ce(x)y(@) vy
y'(@) = al@)yi(@) + )y (2) + (@)1 (z) + ch(2)ya(@) -
Reemplazando en nuestra ecuacion y ordenando obtenemos
fl@) = di(@a)yi(@) + &(@)ys(2) + @) () (2) + pr()yi (@) + pa(2)y: (2))
+ea(2) (33 (%) + p1(2)5(2) + p2(2)32(2))
= a(@)yi(z) + ca()ya(@) .
Por lo tanto nuestras funciones c¢;(z) y co(z) deben satisfacer el sistema
{ ci(@)yi(z) + G(@)y2(2) = 0
A (2)y1(@) + (z)yz(z) = f(2)

con funciones incégnitas ¢} (z) y ch(z).
Observe que para todo = € I, el determinante del sistema

o e

coincide con el wronskiano W (z) de la ecuacién homogénea. Como y; y yo son L.I.
W (z) # 0, y por lo tanto el sistema siempre tiene solucién. Estas soluciones son

’ _ f(x)yz(x) / . f(-T)Zh (33)
ci(z) = —W y ofz) = W

Asi encontramos ¢} (z) = ¢1(z), ch(x) = ¢o(x). Finalmente integrando obtenemos

x) :/qﬁl(ac)dac-l-c_l y c(z) :/qﬁg(x)dx—l—c}.
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Ejemplo 4.3.23 o' +y= 2

cos(a)
Como la solucién general de y” +y =0 es ¢ cos(x) + cosen(z), ponemos
y(x) = c1(x) cos(x) + co(x)sen(x) ,
y tratamos de resolver el sistema

{ ¢ (z) cos(z) + ch(z)sen(z) = 0
—ci (x)sen(z) + ch(x) cos(z) =

Resolviendo obtenemos

_ sen(z)
cos(x)

c(x) =

= ci1(z) =In(J cos(z) |) + ¢y
Gr)=1= c(r)=z+c.
Luego la solucién general es
y(x) = ¢ cos(z) + ésen(z) + In(| cos(x) |) cos(z) + zsen(x), ¢é1,6 € R.

Ejemplo 4.3.24 Hallar la solucién general de la ecuacién

2 1

'+ -y +y=—, (@#0)
x x

sabiendo que y;(z) = % es solucion particular de la correspondiente ecuaciéon

homogénea.

Para encontrar una segunda solucién ys(z) de la ecuacién homogénea, lineal-
mente independiente con y; (z), usamos la férmula de Abel:

y2($) = yl(:c)/efpl(w)dxyl(m)de’
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Por lo tanto la solucién general de la homogénea es

sen(x cos(z
yn(z) = 1 :v()+02 x()’ c1, ¢ € R.

Para encontrar la solucién general de la ecuacién no homogénea usamos el método
de variacién de parametros. Sea

sen(z)

yo) = @)™

Debemos entonces resolver el sistema

0'1 (37) ser;(w) + C’2 (.’L’) cos(z)

T

I
o

) () 2ol en(a) | o1 (o =wen(e)cos(e) - _

8 |=

Sus soluciones son
ci(z) = cos(z), dy(z) = —sen(z),
e integrando obtenemos
ci(xz) = sen(x) +c¢1, () = cos(z)+eco.
Por lo tanto la solucién general de la ecuacién dada es

sen(x) cos(x)

y(z) = (sen(z) +c1) + (cos(z) + c2)

es decir
sen(x)

y@) = a@> "

4.3.6 Método de coeficientes indeterminados

Este método se aplica para encontrar una solucién particular para ecuaciones del
tipo

apy” + a1y + axy = Z e (P;(z) cos(g;x) + Qi(x)sen(g;x)) , (4.18)

=1

donde ag, a1, as,7; y ¢; son constantes reales, ag # 0, y Pi(z), @Q;(x) son polinomios.
La correspondiente ecuacién caracteristica es
CL()]CQ + alk + a9 = 0. (419)

Observe que el tipo particular de funciones que aparecen en el lado derecho
de la ecuacién (4.20) consta de términos de la forma k,z", con n entero positivo,
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e, cos(qx),sen(qz), o bién expresiones que se pueden obtener por un nimero finito
de adiciones, sustracciones y/o multiplicaciones de las anteriores.
Ejemplos de este tipo de ecuaciones son

y' + 4y +5y = 28y y"+5) +4y = 82° + 3+ 2cos(27).

El siguiente teorema nos da un método para encontrar una solucién particular
en el casom =1. Sim > 1, para cada ¢ = 1,--- ,m, usando este método podemos
encontrar una solucién particular y;(z) de la ecuacién

ay” + a1y’ + asy = "7 (P;(z) cos(gix) + Q;(w)sen(g;x)) -

Luego -
vp(2) = i)
i=1
es solucién particular de (4.18).
Consideremos entonces la ecuacion
aoy” + a1y’ + asy = e"*(P(z) cos(qz) + Q(x)sen(qz)), (4.20)

donde ay, a1, as, y g son constantes reales, ag # 0, y P(x),@Q(x) son polinomios.

Teorema 4.3.25 Sea n = max{gradoP, gradoQ}.
a) Si r £ iq no es raiz de la ecuacion caracteristica (4.19), entonces la ecuacion
(4.20) tiene solucion particular de la forma

Yp(z) = €™ (R, (x) cos(qx) + Sy (z)sen(qz)) .

donde Ry(x),Sn(x) son polinomios de grado n.
b) Sir+iq es raiz de multiplicidad o de (4.19), entonces la ecuacion (4.20) tiene
solucion particular de la forma

Yp(z) = 2%€" (R, () cos(qz) + Sy (x)sen(qz)) .

donde Ry(x),Sn(x) son polinomios de grado n.
En cada caso los coeficientes de los polinomios R, (x), S, (z) se calculan reem-
plazando y,(z) en la ecuacion.

Ejemplo 4.3.26 Encontremos una solucién particular de la ecuacion
y//+4y/+5y — 263:5_
Como 7 £ 7 = 3 no es raiz de la ecuacion caracteristica

K> +4k+5=0,
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y el maximo entre los grados de P(z) =2y Q(x) = 0 es cero, debemos buscar una
solucién particular de la forma

Yp(z) = Ae®® .
Para encontrar el valor de A calculamos las dos primeras derivadas de v,
Y(a) =34y () = 947,
y reemplazamos en la ecuacion diferencial obteniendo
9A4e® + 124e* + 546’ = 2¢°.

Por lo tanto
2643 = 23 — A=_—_

y nuestra solucién particular es

1 T
yp(z) = Ee‘% }

Ejemplo 4.3.27 Encontremos una solucién particular de la ecuacién
y' + 5y +4y = 3+ 8z° +2cos(27).
La ecuacién caracteristica es
k*+5k+4=0.

Escribamos la ecuacién de la forma

Lyl = fi(z) + fa(z),

con fi(z) =3+ 82y fo(z) = 2cos(2z).
Para Lly] = fi(z), como 7 + ig = 0 no es raiz de la ecuacién caracteristica y
grado de P(z) = 3 + 8z es dos, tenemos solucién particular de la forma

yi(z) = Ag + A1z + Ay,

Con respecto a L[y] = fo(x), r+ig = 2i tampoco es raiz de la ecuacién caracteristica.
Ademas como el maximo entre los grados de P(z) =2y Q(x) = 0 es cero, tenemos
solucion particular de la forma

ya(x) = Ascos(2z) + Aysen(2z) .

De esta forma la ecuacién inicial L[y] = fi(z) + f2(z), tiene solucién particular de
la forma
Yp(7) = Ag + A1 + Agx® + Az cos(27) + Agsen(27) .
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Tenemos
Yp(r) = A1 + 2452 — 2A3sen(2z) + 24, cos(2z),
y
Yy (2) = 2A5 — 4A3 cos(2z) — 4A,sen(2x) .
Asi

Liyyl(x) = 24y —4A3co0s(2z) — 4Asen(2z) + 5(A; + 2422 — 2A3sen(2x)
+2A4, cos(21)) + 4(Ag + A1z + Agz® + Az cos(2z) + Aysen(2x))
= (2454 5A; +4Ay) + (104, + 4A,)z + 4A52° + 10A,4 cos(2z)
—10Assen(2z),

y comparando con
fi(x) + fa(z) = 3+ 82* + 2 cos(2x),

obtenemos las ecuaciones

24y +5A; + 44y = 3
104, +44;, = 0
44, = 8

104, = 2

“104; = 0

cuyas soluciones son
1
A3 =0, A4=3, Ay =2, A =-5, Ag=6.

Luego
yp(z) = 6 — bx + 227 + ésen(Zx) ,
es la solucion particular buscada.
Ejemplo 4.3.28 Busquemos una solucién particular de
Y —y — 6y =e 2 4273,
La ecuacién caracteristica es
E—k—6=(k+2)(k—3)=0.

Como —2 es rafz de multiplicidad uno de ella, la ecuacién Lly] = e * tiene solucién

de la forma
2

y1(z) = Agze”
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Por otra parte —3 no es raiz de la ecuacién caracteristica y luego L[y] = e™3% tiene
solucion de la forma
yo(z) = Are>".

Sea entonces
Yp(z) = Agze™ + Aje

Derivando se tiene
yn(x) = Age **—2Agze **—3A1e %"y yh(z) = —4Age P +4Aze T +9Ae .
Luego

Lly,(z) = —44¢e > +4Agze > + 9A1e7%" — (Age™** — 2Apze™ > — 3A,e7%)
—6(Agze™" + Aje™)
== —5A06_2$ + 6A1€_3z X

y comparando con e 2% + 2e 3% obtenemos

1 1
Ay = —= A =—.
0 5 y 1 3
Por lo tanto . .
yp(z) = —gme—2$ + ge_‘%

es la solucién particular buscada.

4.4 Ejercicios resueltos

Ejercicio 4.4.1 .Encuentre la solucién general de la ecuacién

Py ey 1
dx? 1—zdx 11—z

Yy = 1- T,
sabiendo que una solucién de la ecuacién homogénea asociada es y;(z) = e®.

Solucién. Usando férmula de Abel tenemos una segunda solucién de la ecuacién
homogénea de la forma y; = vy, con

v(z) = /%e‘fp(m)dmdx:/ie_fﬁdxdx

Y1 e

— /Lef acfldzcdx:/e—Za:ez—i—ln(a:—l)da7

62z

= /e_z(x — 1)dx = /xe‘mdx - /e‘xd:v =—ze .
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—I ,T

Por lo tanto y(z) = —xe = —z. De esta forma la solucién general de la ecuacién

homogénea es

(&

T
yn(z) = c1€” — e .
Buscamos ahora una solucién particular de la ecuacién no homogénea de la forma
— T
Yp(z) = c1(z)e® — co(z)x .
Luego las funciones ¢ (z), ¢,(z) deben satisfacer el sistema

c(z)e® —dy(z)x = 0

ci(z)e” —cy(z) = 1—ux.
Resolviendo el sistema obtenemos
x)=—2e = cr)=ze"+e "+
hz)=-1 = c@)=-2+c.
Por lo tanto la solucién general de nuestra ecuacion es
y(z) =(ze " +e *+c¢1)e’ — (—z+ )z,

o bien
y(z) =22 +x+ 1+ cie” — ez

Ejercicio 4.4.2 Hallar la solucién general de la ecuacion

2 1
YV'+=y+y=—, (x#0)
xT A

sabiendo que y;(x) = % es solucién particular de la correspondiente ecuacién

homogénea.

Solucién. Para encontrar una segunda solucién y,(x) de la ecuacién homogénea,
linealmente independiente con y;(x), usamos la férmula de Abel:

yQ(m) = yl(.’E)/e_fpl(m)dzyl(x)_de,
_ 2
con pi(x) = =

Como

_/pl(x)d;[ = —2111(.’13) = 111(.%'72),

(@) = ) / N

x 22 sen? ()
_ sen(x) 1 sen(z) — cos(x)
B x / senQ(x)d x sen(x)
cos(z)
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Por lo tanto la solucién general de la homogénea es

sen(x cos(z
yn(z) = a1 x()+02 :c()’ c1,c2 € R.

Para encontrar la solucién general de la ecuaciéon no homogénea usamos el método
de variacién de constante. Sea

sen(x)

y@) = @™

Debemos entonces resolver el sistema

6(e) ) + (@)= = o
d (x)xcos(:ca)c;sen(w) + c(z) wsen(z);cos(x) _ %
Sus soluciones son
ci(z) = cos(z), cy(zr) = —sen(z),
e integrando obtenemos
ci(x) = sen(z) + ¢, co(x) = cos(z) +ca.
Por lo tanto la solucién general de la ecuaciéon dada es
y(@) = (sen(@) + ) 2 1 (cos(a) + ) S

es decir

y(z) = q(x)ser;(x) + CQ(x)COSx(x) + i :

Ejercicio 4.4.3 Encuentre la solucion general de la ecuacién

d?y

4t — 2
dx?

dy 1
3 —_— = —_—
+ 82% -~ 4+ y = tan <2x> ,

haciendo la sustitucion x = %

Solucién.Sea z = % Por lo tanto

1 dt
= —— — = —¢?
dz tht Iz
Entonces
dy _ dy dt _dy
de  dt dx dt
d*y d 5 dy d [ .dy\ dt dy  ,d% 2
27— 2 pE) o el o 2 22 (=
dx? dzx ( t dt> dt t dt dz tdt t dt? (=)
2
_ op®  pdy
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Sustituyendo obtenemos

1 3 dy L A%y ,dy t
4—<2t + —8——+y—tan2,

dt dt
es decir ,
d*y 1 1 t
—t — 1 - 4.21
w17 an(z) (4.21)
Como la ecuacion caracteristica
1
2
Z =0
m° 4+ 1

tiene raices m = j:%z, la solucién general de la ecuacién homogénea

&y
d?

t t
yn(t) = ¢ cos <§) + cpsen (5) , c1,c €R.

Usando el método de variacion de parametros, buscamos una solucién particular
de (4.21) de la forma

Yp(t) = ci(t) cos (%) + co(t)sen <%> .

Luego debemos resolver el sistema

{ c’l(t)cos() +  ch(t)sen (%

—ic(t)sen (£) + 1d(t)cos (L) = itan(?)-

Las soluciones son
c' (t) 1 ; t t 1 t n 1 t .
= ——tan|[ =] -sen| =} = —= — — —
1 5 5 se 5 5 sec 5 5 COoS 5
t t t
a) = —h <sec <§> + tan (§)> + sen <§) + ¢,

h(t) = ltan LY cos (L) = 1sen ! =
22 2 2) 2 2

+ 1y =
1Y =

es
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i~ [ol2) (] ()] 2) - e C)en(9
) (o).

y la solucién general de (4.21) es

(t) = —In ! + tan ! cos ! + ¢; cos ! + cosen ! c,c2 €R
y(t) = sec | 5 5 5 1 5 2 5 ) L :

De esta forma la solucién general de nuestra ecuacién es
(x) 1 ! + t ! ! +
== — — || cos | —
y(z n |sec | o an | o 5
() = o (2)
cicos| — ) 4+ csen|{ — ), ci,c €R.
2z 2z

Ejercicio 4.4.4 Usando el método de los coeficientes indeterminados encuentre la
solucién general de la ecuacién

y"' —y=2e"" —4dze * + 10 cos(27) .

Solucién. El polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea y”" — y = 0 es
k? —1 = 0. Luego la solucién general de la homogénea es

yn(z) = c1e™" + coe”.

Para encontrar una solucién particular de la ecuacién no homogénea usando coefi-
cientes indeterminados, separamos en dos ecuaciones

v'—y = e ®(2—4x) y (4.22)
y' —y = 10cos(2x) (4.23)

Como -1 es solucién de la ecuacién caracteristica debemos buscar una solucién par-
ticular de (4.22) de la forma

yi1(z) = ze *(Ax + B).
Tenemos
Y (r) = e *(=Az’+ (2A—-B)r+B) y y(z) =e " (A2’ +(B—-4A)z+2(A—B))
y reemplazando en la ecuacién obtenemos

e *(—4Ar +2(A— B)) = e "(2 —4x).
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Luego A=1y A— B =1, lo que implica B = 0. Por lo tanto

Consideremos ahora la ecuacién (4.23). Como 2 no es solucién de la ecuacién carac-
teristica, buscamos una solucién particular de la forma

yo(x) = C cos(2x) + Dsen(2x) .
Tenemos
yo(x) = —2Csen(2z) + 2D cos(2z) 'y ys(x) = —4C cos(2x) — 4Dsen(2x) ,
y reemplazando en (4.23) obtenemos
—5C cos(2z) — 5Dsen(2z) = 10 cos(2x) .
Por lo tanto C = -2, D=0y
yo(z) = —2cos(2x) .

Luego

Yp(x) = y1(x) + y2(x) = %" — 2 cos(z)

es solucién particular de nuestra ecuacién original y su solucién general es
y(z) = cre™® + cpe® + 2%e™® — 2cos(x) , c1,c0 €R.

Ejercicio 4.4.5 Para x > 0 encuentre la solucién general de la ecuacion
dzy” + (2 — 8/ )y — 5y = (3Vz + 2)e V",

usando el cambio z = 2.

Solucién. Ponemos z = t? lo que implica Z—f = 2t. Ademas

, d_y dy dt  1dy

V'S & T odt de T 2tdt

yw  dyd (ldy\  d (1ldy\ dt

YT der T %(27%) B @(27%)'%

1 1 dy 1 d?y] 1 1dy d%y
%[ ] @L€a+a4-

e T

Reemplazando obtenemos

1 1dy d%y
A2 — Y
! [ rat T

]+(2—8t)2———5y:e_t(3t+2),
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o bién
—= —4—= — b5y = e (3t + 2). (4.24)
La correspondiente ecuacién caracteristica es
k> — 4k — 5 =0= (k + 1)(k — ),
y por lo tanto la solucién general de la ecuaciéon homogénea es
yn(t) = cret + cpe.

Usando el método de los coeficientes indeterminados, buscamos solucién particular
de (4.24) de la forma
yy(t) = te”*(A + Bt).

Entonces

y(t) = e '[=Bt? + (—A + 2B)t + A
yn(t) = e '[Bt* + (A — 4B)t + 2(—A + B)].

Reemplazando obtenemos
e '[-12Bt — 64 + 2b] = e '[3t + 2],

lo que implica

Luego la solucién general de (4.24) es

1
y(t) = —Ete_t(5 + 3t) + cre”t + cpe,

y por lo tanto la solucién general de nuestra ecuacion inicial es
1
y(z) = —E\/f?@*ﬁ@ +3VE) + e VT + eV

Ejercicio 4.4.6 Encuentre la solucion general alrededor de x =0 de la ecuacion
y' + y = tan(z) + 3z — 1.
Determine ademés el intervalo maximo donde estd definida.

Solucién. Nuestra ecuacién es

y' + y = tan(z) + 3z — 1. (4.25)
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La solucién general de la ecuacién homogénea es
yn(x) = cicos(z) + cosen(z).
Resolvamos primero usando variacién de pardmetros la ecuacion
y' + y = tan(z) (4.26)
Buscamos entonces solucién de (4.26) de la forma
y1(z) = ci(x)cos(z) + co(x)sen(x),

y por lo tanto debemos resolver el sistema

{ cos(z)c|(z) + sen(z)cy(z) = 0
—sen(z)c)(z) + cos(z)cy(z) = tan(x).
Se obtiene

ci(x) = —tan(x)-sen(x)

c5(z) = sen(z),

e integrando
ci(r) = sen(z) — In(sec(z) + tan(z)) + ¢,
c2(z) = —cos(z) + co.
Luego la solucién general de (4.26) es
yi1(z) = ci1(z)cos(z) + co(x)sen(z) — In(sec(z) + tan(z))cos(z).

Para resolver
y' +y =3z -1 (4.27)

usando el método de los coeficientes indeterminados, buscamos solucién de la forma
yo(r) = Az + B.
Reemplazando en (4.27) y comparando coeficientes se obtiene
A =3 y B = -1,

lo que implica
yo(z) = 3z — 1.

Luego la solucién general de la ecuacién (4.25) es

y(x) = ci(z)cos(z) + co(z)sen(z) — In(sec(z) + tan(z))cos(z) + 3z — 1.

Finalmente, el intervalo maximo donde esta solucién estd definida es | — 7, 7|.



