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Ayudantia 8

En la ayudantia anterior se estudié la integral de una funcién medible no negativa
y trabajamos el Teorema de Convergencia Monétona. En esta ocasion trabajaremos la
integral de una funcién medible arbitraria y, particularmente, veremos el Teorema de
Convergencia Dominada, un resultado clasico que resulta de mucha utilidad.

Dada una funcién medible f : E — R definimos las funciones f™: E - Ry f~: E —

R via
_Jf(@) sif(x) >0 oy —fx) sif(x) <0
f+(x)_{o s fay<o ¥ 7 (x)_{o si f(z) >0

Evidentemente, se tiene que tanto f* como f~ son funciones medibles y no negativas y
por tanto podemos estudiar su integral con la teoria que ya hemos trabajado. Mas aun,
se tiene que f = f+ — f~. En ese contexto, decimos que f es integrable si y sélo si tanto
fT como f~ son integrables (es decir, [ f*, [ f~ < oo). Definimos entonces

f-Lr-br

Como es de esperarse, la integrabilidad impone ciertas restricciones sobre la funcién
(mds alld del hecho de que por definicién exigimos que sea medible).

Ejercicio 1: Sea f : E — R una funcién medible. Probar que f es integrable si y sélo
si |f] 1o es.

Sol: Si f es integrable entonces f* y f~ son integrables. Ahora, como |f| = fT+ f~
(y tanto f* como f~ son no negativas) concluimos por linealidad que |f]| es integrable.

Supongamos ahora que |f| es integrable, en cuyo caso [}, |f| < co. Como f+ < |[f|y
/= < |f] se sigue por monotonia (y, nuevamente, el hecho de que fT, f~ son no negativas)
que fT y f~ son integrables.

Comentario: Notar que si no consideramos la hipétesis de que f sea medible entonces
no es necesariamente cierto que la integrabilidad de |f| sea equivalente a la de f. Por
ejemplo, sea V C [0, 1] un conjunto no medible (ya hemos discutido la existencia de este
tipo de conjuntos) y consideremos la funcién f : [0,1] — R dada por f(¢t) =1 — 2xv ().

Maés concretamente:
1 siteV
1) = eV,
-1 siteV



En particular |f| es la funcién constante 1 (que es integrable en [0,1]) mientras que
f no es medible (en particular no integrable). De manera similar, considerando g =
1—2xq : [0,1] — R obtenemos un ejemplo de una funcién cuyo valor absoluto es Riemann
integrable sin que la funcién misma lo sea.

Cuando introdujimos la integral de Lebesgue hicimos notar que en un gran nimero
de casos esta nueva integral coincide con la de Riemann. Méas precisamente, vimos que si
f :[a,b] = R es una funcién acotada que es Riemann-integrable entonces f es Lebesgue-

integrable y
b
[ = 1.
a la,b]

Ahora bien, comentamos también que, propiamente hablando, no podemos integrar en el
sentido de Riemann sobre un dominio que no sea un intervalo acotado: necesariamente

una integral de la forma
[ s
0

debe verse como un limite y, en ese contexto, no tiene mayor sentido decir que f es
Riemann-integrable en (0, 00). Por lo tanto, no hay una forma directa de comparar ambas
nociones en ese caso. Mas ain, se tiene lo siguiente:

Problema 1: La funcién f : (0,00) — R dada por f(t) = Ser;(t) es un ejemplo en

que la integral impropia de Riemann es finita pero que no es integrable en el sentido de
Lebesgue. Es decir, hablando de manera informal (y errénea), «Riemann-integrable no

implica Lebesgue-integrable en dominios de medida infinita.»

Sol:

= La integral de Riemann impropia de f es finita. Por completitud (y en parte por
«cultura general») daremos una idea de cémo evaluar esta integral, sin embargo, esto
no es tan relevante para nuestros propésitos. Por lo tanto, la lectura del desarrollo
siguiente puede omitirse en primera instancia.

o0
1
/ e dt =~
0 X
y por tanto se tiene que

/ Mdmz/ / e “sen(z)dtd.
0 x o Jo

Usando el teorema de Fubini (que conoce de Célculo en varias variables, justifique
por qué puede usarse) podemos intercambiar el orden de integracién para integrar
primero respecto a x y luego respecto a t. Integrando por partes (dos veces) se puede
ver que

Notar que si t > 0 entonces

1
14+t2

/ e “sen(z)dx =
0



Asi vemos que

/ Sen(x)dx:/ LI
0 xr 0 1+t2 2

= Ahora veamos por qué esta funcién no es Lebesgue-integrable. Si lo fuera entonces,
por ejercicio 1, tendriamos que |f| también serfa integrable. Sin embargo tenemos

que
/ sen(t) ‘ _ i/ |sen(t)]
(000) | 1 = Jinm(nt)a] t
|sen(?)|
> Jontne 5

1 (n+1)7
per / sen(t)

o0

como se queria.

\%

donde en la primera linea se usé la prop. 4.11 del libro de Royden (o-aditividad de la
integral sobre dominios disjuntos), en la segunda la monotonia, en la cuarta el hecho
de que para una funcién acotada sobre un intervalo la integral de Lebesgue coincide
con la de Riemann (y calcular la integral del seno en un intervalo [nm, (n + 1)7]
es sencillo) mientras que en la tltima linea usamos simplemente el hecho de que la
serie armonica diverge.

Comentario: Se puede demostrar (problema planteado en el libro de Royden) que en
caso de que f sea integrable Lebesgue entonces la integral impropia de Riemann coincide
con la de Lebesgue.

Problema 2: Sea f : R — R una funcién medible no negativa tal que la integral de
Riemann impropia existe. Entonces f es también Lebesgue integrable y

/Rf=/2f<t>dt

Sol: Sea f,, : R — R la funcién dada por f,, = fX[—n,n)- Para cada € R tenemos que
lim f,,(z) = f(z) y, més atin, como f es no negativa se tiene que f,(x) < fry1(x) Vn € N
y Yz € R. De esta forma, como cada f, es medible concluimos por el TCM que

/f:/hmfn—hm fn.
R Rn oo n—oo

Por otro lado

lim fn= lim f= lim f t)dt = / ft)dt < 0.

n—oo Jp n—00 [—n,n] n—00



Asi concluimos que f es Lebesgue integrable y

Af:/if@@

como se queria.

Problema 3: (Lema de Riemann-Lebesgue) Si f : R — R es una funcién integrable-
Lebesgue entonces
lim [ f-sen(n-) =0.

n— oo R

Sol: Usaremos fuertemente el siguiente resultado, que se desprende directamente del
problema 15 del libro de Royden (el cual, por supuesto, se le invita a hacer):

Sig: E — R es una funcion integrable entonces para todo € > 0 existe un intervalo

cerrado K tal que
| al<=
E-K

y una funcion simple ¢ con soporte en K tal que

/\9*<p|<6~
E

Sea entonces f una funcién como la del enunciado del problema. Por lo dicho anterior-
mente existe un invervalo acotado K. y una funcién simple ¢, con soporte en K. tal

que
€ €
fl<sy / 9= el < 3
Jon<g v [ omel<g
Ahora, como 0 < |f(t) - sen(nt)| < |f(t)|, tenemos que

/C |f - sen(n)| < %

De esta forma, dado € > 0 tenemos que

/Rf-sen(n-) < ’/Kﬂsen(n-)
< ’/Kf~sen(n-)
< /K |(f = ) - sen(n-)] +/K|<p-sen(n-)| +

9
< [ U=l + [ Jowsentu)l + 5
K K
2e
< [ |¢-sen(n)| + 3
K

+ ’/ Cf-sen(n)

G
3

€
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Finalmente, notemos que como ¢ es simple, ¢ es acotada, digamos por una constante

M > 0. De esta forma,
/ o - sen(n-)| < M/ [sen(n-)].
K K

Recordemos que K = [—a,a] para algin a > 0. M4s atin, podemos suponer que a = 27k
para algin k£ € N. Asi, usando el hecho de que las integrales de Riemann y Lebesgue
coinciden para funciones integrables sobre un intervalo, tenemos que

0 [ Jersentn)l =2 [ fpsen(n)
K [0,27k]

k—1
=2 / | - sen(n-)|
;0 [2mj.2m(j+1)]
k—1
<2M |sen(n-)]
jg() (275,27 (§+1)]

k=1 2x(j+1)

=2M Z [sen(nt)|dt
=0 27y
= 4kM/ sen(nt)dt
0
8kM
S -
n

_ daM
Y

— 0 sin — oo.

De esta forma, existe N € N tal que

/ lp - sen(n-)] < =
K 3

sin > N. Asi para n > N se tiene que
/ f - sen(n-)
R

lim [ f-sen(n-) =0,
n— oo R

<e€

y por tanto

como se queria.
Ejercicio: Replicar este desarollo para probar que si f : R — R es integrable entonces
se tiene que

lim [ f-cos(n:) =0.

n—oo R



A continuacién veremos un par de aplicaciones del teorema de convergencia dominada
de Lebesgue, el cual en lo que sigue denotaremos por TCD. Recordemos que este teorema
dice lo siguiente:

TCD: Sea {fn, : E — R}pen una sucesion de funciones integrables y g : E — R una
funcién integrable tal que |fn(z)| < g(x) Yn e NyVa € E. Si f(z) = limy 00 fn(z) para
casi todo x € E entonces se tiene que

lim | f,= / 1.

Problema 4: (Derivacidon bajo el signo integral) Sean A un subconjunto medible de
R, B un intervalo finito y f : A x B — R una funcién que satisface que:

a) Para cada (z,t) € A x B la derivada parcial (9f/0t)(x,t) existe (es decir, para cada
z la funcién f, : B — R:t — f(z,t) es derivable)

b) Para cada t € B la funcién f; : A — R: a2 — f(x,t) es medible

¢) Para algin tg € B la funcién fy, es integrable

d) Existe una funcién © : A — R integrable tal que

E

at(sc,t)’ <O(zx) Ve Ay VvVieB

Entonces se tiene que la funcién F': B — R dada por

P = [ f

0
F'(t) = . a—{(m,t)dm.

d 0
dt/Bf(z,t)dx/Ba{(x,t)dx.

Sol: Veamos primero que la asignacién F' define realmente una funcién (es decir, que
f+ es integrable para todo t). Sea entonces ¢t € B. Por a) tenemos que para cada x € A la
funcién f, es derivable. De esta forma, por el teorema del valor medio existe &, € (to,t)

tal que
fw(t) = fw(tO) + <%];(x’§x)) ' (t - tO)

es derivable y, més aun,

En otras palabras:

y por tanto

of

10115+ | (@6 ) = )| < [ulto)] + () [0




Ahora, notando que f,(t) = fi(x) vemos que para todo x € A se tiene que

[fe(2)] < |fio ()] +m(B) - [B(2)|.

De esta forma f; es acotada superiormente por la funcién integrable | fi, (z)|+m(B)-|©(x)|.
Asi, como f; es medible (por b)) concluimos que f; es integrable, como se queria.

Veamos ahora que la integral sobre A de (0f/0t)(z,t) existe. Para ello notemos que
para cada t € B fijo se tiene que la funcién x — (9f/0t)(x,t) es limite puntual de
funciones medibles y por tanto es medible. Ahora, por d) sabemos que esta funcién es
acotada por una funcién integrable y por tanto concluimos (al ser una funcién medible
acotada por una integrable) que es integrable, como se queria.

Resta entonces ver que se tiene la igualdad deseada. Sea t € B fijo y {u,}nen una
sucesion en B con lim,, o u, = t. Consideremos la sucesién {H, },cn en R dada por

g, = P =F@) [ of

un—t Aa(l',t)

Para probar la igualdad que queremos basta probar que lim,,_,. H, = 0. Ahora bien,

notemos que
H, = / Pns
A

donde ¢, : A — R es la funciéon dada por

f(x’un> —f(.%’,t) 8f
- — E(m,t).

@n(x) =

Por definicién de derivada tenemos que lim,,_, ¢, (z) = 0 para todo = € A. De esta
forma, para probar que lim,_, ., H, = 0 bastard probar que la sucesién {¢, },en satis-
face las hipétesis del TCD. Como ya senalamos, cada ¢, es integrable. Resta probar la
existencia de una funcién dominante. Para ello notemos que, por TVM, para cada n € N
existe &4 € (un,t) tal que

of

flz,un) — f(x,t) = E("LETL,T) (un — 1)

y por tanto

(@, &n.a)

f(x,un)—f(x»t)’ _|of < O(x).

Uy — T ot

De esta forma tenemos que
o (@)] < 20(2) Va € A.
Asi, como 20 es una funcién integrable (por hipétesis) concluimos lo que se queria.

Problema 5: Asumiendo que fR e~ dy = /7 (hecho que puede comprobarse, por
ejemplo, usando creativamente el Teorema de Fubini en R?) pruebe que

/xzefmzd:r = ﬁ
R

2



Sol: Consideremos la funcién f : R x [1,2] — R dada por f(z,t) = e *'*". Veremos
que se satisfacen las hip6tesis del problema 4. Las condiciones a) y b) se satisfacen direc-
tamente (gpor qué?). Ahora bien, fi es una funcién no negativa, medible cuya integral
impropia de Riemann es finita. Por lo tanto por el problema 2 concluimos que f; es Le-
besgue integrable y por tanto la condicién c¢) del problema 4 también se cumple. Resta
entonces encontrar una funcién dominante. Para ello notemos que para todo ¢ € [1,2] se
tiene que

|€—t2:c2‘ < e—xz

y la funcién f : R —- R : =z — e es integrable. De esta forma concluimos que la
condicién d) también se satisface.

Sea entonces F' : [1,2] — R la funcién dada por F(t) = [, e=**dz. Por lo visto en
el parrafo anterior sabemos que las hipétesis del problema 3 se satisfacen y por tanto
tenemos que

F'(t) = —2t/ 22e " da.
R
Por otro lado, del hecho de que

/ e dr = /7

R

podemos ver (usando el problema 2, ejercicio) que

De esta forma se tiene que

Asi tenemos que

Qt/ 22e % gy = ﬁ vt > 0.
R

En particular, tomando ¢t = 1 vemos que
/xQe_mzdx = ﬁ,
R 2

como se queria.

Ejercicio: Generalice el desarrollo anterior para calcular

2
/ 2me ™ dx.
R



