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Hasta ahora tenemos una funcién m* : P(R) — R>oU{cco} con ciertas buenas propie-
dades: es normal y subaditiva. Desgraciadamente, no es o-aditiva (es decir, m* (UieN El)
no es necesariamente igual a > m*(E;)). Como vimos en la primera semana del curso, no
podemos construir una funciéon que permita medir todos los subconjuntos de R, razén
por la cual ahora nos restringiremos a un buen dominio de manera que esta funciéon m*
(que segtn lo visto antes, parece ser una buena forma de medir) tenga las propiedades
que en la sesién 1 establecimos que quisiéramos tener.

Diremos que un subconjunto E de R es Lebesgue-medible si se tiene que para todo
A C R se cumple que
m*(A) =m*(ANE) +m*(A— E°),
donde E° denota al complemento de E en R (es decir, E€ = {x € R : ¢ ¢ E}). Denotamos
por M al subconjunto de P(R) dado por los conjuntos Lebesgue-medibles. De esta forma,
definimos la medida de Lebesgue (en R) como la funcién

m: M — Ryo U {oo}
cuya regla de asignacion estd dada por m(E) = m*(E).

Notemos que en nuestra definicion de medibilidad se exige una condicion de aditivi-
dad y en tal requerimiento radica una gran sutileza que impide medir cualquier conjunto
(pese a que ya vimos en ayt 1 que siempre hay subaditividad). Para empezar, traba-
jaremos un par de problemas que tienen como objetivo familiarizarnos con esta nueva
definicién, asumiendo el notable hecho (probado en la seccién 3 del libro de Royden) de
que M es una o-algebra:

Problema 1:

a) Si E C R es medible entonces cualquier trasladado E+y = {x +y : « € E} es
medible.

b) Si E1, E> son medibles entonces se tiene que

m(E1 U E2) + m(E1 N Eg) = m(El) + m(EQ)



¢) Sean B un subconjunto (no necesariamente medible) de R y A un conjunto medible
con A C By m*(A) < co. En tal caso se tiene que

m*(B — A) =m*(B) — m(A).
Sol:

a) Para probar esta afirmacién debemos probar que si A es un subconjunto cualquiera
de R entonces se tiene que

m*(A) =m* (AN (E+y)) +m* (AN (E +y)9).

Para ello recordemos que la funcién m* es invariante bajo traslaciones, por lo tanto
m*(A) = m*(A — y) para todo y € R. Por otro lado, como E es medible y A —y es
un subconjunto de R se tiene que

m*(A—y)=m" (A=y) N E)+m" ((A—y)NE).
De esta forma, tenemos que
m*(A) =m” ((A—y)NE)+m" ((A-y)NE°).

Ahora bien,
(A—yyNnE={2€eR:z2=a—-y,a€ A, z€ E}

={zeR:z+y€c A zcFE}

y, por tanto,
(A=y)NE)+y=(AN(E+y)).

Asi, como m™* es invariante bajo traslaciones, concluimos que
m* (A—y)NE)=m"(AN(E+y)).
De manera andloga (ejercicio) vemos que
m* (A—y)NE) =m" (AN (E+y)°)

y, por tanto,
m*(A) =m (AN (E+y)) +m" (AN (E+y)9),

como se queria.
b) Como FE; es medible y E5 es un subconjunto de R se tiene que
m*(Ey) = m*(Ey N Ey) + m*(E2 N EY).
Por otro lado, como F5 es medible y E; es un subconjunto de R se tiene que

m*(El) = m*(El N EQ) + m*(El N Eg)



Asi, sumando ambas expresiones vemos que

Ahora bien, como {E2 N Eq, E2NES, E; NES} es una familia de conjuntos medibles
(cor. 3.8) disjunta por pares, se tiene (por prop. 3.13) que

m* (E2NEy)+m* (E2NE])+m™(E1NES) = m* ((E: N Ep) U (B2 NET) U (B N ES)) =m*(E1UE,).
Asi vemos que

m*(Ey) +m*(Ey) =m*(Ey N Ey) + m*(Ey U Ey),
como se queria.

¢) Como A es medible y B es un subconjunto de R se tiene que
m*(B) =m*(BNA)+m*(BNA°) =m*(BNA)+m"(B—A).
Ahora, como A C B se tiene que AN B = Ay, por tanto,
m*(B) =m*(A) +m*(B — A).

Finalmente, como m*(A4) < oo, podemos restar m*(A) a ambos lados de la ultima
ecuacién y obtener que

m*(B) —m"(A) = m"(B — A),

como se queria.

Comentario: Observe que si m*(4) = oo (y por tanto, por monotonia,
m*(B) = oo) entonces la expresion m*(B) — m*(A) no tiene mayor sentido. Por
ejemplo, si A = (n,00) y B = (0,00) entonces B — A = (0,n], en cuyo caso
m*(B — A) = n. Conclusién: al restar la medida de un conjunto se debe tener
cuidado...

El siguiente problema tiene como objetivo dar distintas caracterizaciones al hecho de
que un subconjunto de R sea medible. Estas caracterizaciones suelen ser mas comodas y
utiles que nuestra definicién original.

Problema 2: Sea A C R. Las siguientes aserciones son equivalentes:

1) A es medible

)

11) Para todo ¢ > 0 existe un abierto O, con A C O, y m* (O, — A) < e.

111) Para todo € > 0 existe un cerrado F, con A D F, y m*(A—F;) <¢
)

1v) Existe un conjunto de tipo Gs (interseccién numerable de abiertos) G tal que
m*(G—A)=0



v) Existe un conjunto de tipo F, (unién numerable de cerrados) F tal que
m*(A—F)=0.

Comentario: Notemos que, simplemente por definiciéon de m* como un infimo, vimos
que existe un abierto O, O A tal que

m*(0) < m*(A4) +¢.

Sin embargo esto NO es lo mismo que decir que m*(O — A) < . En efecto: la igualdad
m*(O — A) = m*(O) — m*(A) no es cierta en general, pero si cuando A es medible y
m*(A) < oo. En general, por subaditividad de m*, siempre se tiene que

m*(0) < m*(A) +m* (0 — A)

pero esta desigualdad no nos sirve para concluir que m*(0 — A) < e.
Sol:

i) = 1ii) : Supongamos primero que m*(A4) < oo. En tal caso, de lo discutido antes,
existe un abierto O, D A tal que

m*(0.) — m*(A) < e.

Ahora, como A es medible de medida finita y A C O, se tiene, por problema 1 parte c),
que
m* (0 — A) = m*(0) — m*(A)

y, por tanto, m*(O — A) < ¢, como se queria.

Veamos ahora el caso general. Tenemos que

A={]J@An[-n,n)),

neN

donde A,, := AN [—n,n] es medible (por ser interseccién de medibles) de medida finita
(por ser acotado). Ahora, como A,, es medible de medida finita, lo hecho en el parrafo
anterior nos dice que dado £ > 0 existe un abierto O,, D A,, tal que

. €
Sea O = UO,,. Como A =UA, y A, C O,, vemos que A C O. Ahora bien, tenemos que

0 a- ((’jo> i n=1) (om ([’jA>> c (J0n - 40

n=1 n=1 n=1

y, por tanto,
€

gn &

m* (0O —A) < im*(On —A,) < i

n=1

como se queria.



ii) = iv) : Por hipétesis se tiene que para cada n existe un abierto O,, tal que
N 1
m* (O, —A) < —.
n

Sea G =()Oy. G es de tipo G5 y ademés se tiene, para cada n € N, que
GA(ﬂOOﬂA%J%mmOnzx
n=1

De esta forma, para cada n € N se tiene que
OSm%G—mgnmafﬁn<%
y, por tanto, tomando n — co vemos que
m* (G — A) =0,
como se queria.

iv) = i) : Supongamos que existe tal G. Como m*(G — A) = 0 y los conjuntos
de medida cero son medibles (lema 6) y los conjuntos medibles forman una &lgebra de
conjuntos, tenemos que

A=GN (G- A)°
es medible.

Ahora bien, tomando complementos, usando el hecho de que la medibilidad de un
conjunto es equivalente a la de su complemento y de que el complemento de un G5 es un
F, (pues el complemento de un abierto es cerrado), concluimos ficilmente el resto de las
equivalencias.

Problema 3: Si A es un subconjunto medible de R con m(A) < oo entonces para
cada € > 0 existe un compacto K. C A tal que m(A — K,) < e.
Sol: Como ya vimos, dado ¢ existe un cerrado F. tal que m(A — F;) < €/2. Sea

™ .= F. N [-n,n]. Tenemos que

F. = U F™
neN

y que cada FE(”) es compacto (Agpor qué?). Notemos que

A—FE:AQ(UFE(")>C:AQ mFs(n): ﬂ(Aman)): ﬂA*Fs(")-

neN neN neN

Ahora bien, como FE(") C FE(nH) se tiene que {A — FE(")},LGN es una sucesion decreciente

de conjuntos medibles. Asi, como A — Fg(l) C Ay m(A) < oo vemos (prop. 3.14) que

lim m(A — F™) =m(A - F.).

n—oo



De esta forma, para n suficientemente grande se tiene que

7% <m(A—F™) —m(A-F.) <

DN ™

y, por tanto,
m(A— F™) < g Fm(A—F) <e.

Finalmente, como FE(") es compacto (por ser cerrado y acotado), concluimos lo que se
quiere.

Ejercicio: Pruebe que si A tiene medida positiva y finita entonces el compacto K.
puede ser escogido con medida positiva.

Problema 4: Conjunto de Cantor Sabemos que todo subconjunto numerable de R
tiene medida cero. A continuacién introduciremos un conjunto no numerable de medida
nula. Este conjunto, el conjunto de Cantor, es un ejemplo clasico utilizado en andlisis (y
en topologfa) para refutar enunciados que pareciesen ser intuitivamente ciertos.

Sea Cy = [0,1/3]U[2/3,1] el conjunto obtenido al remover el tercio central al intervalo
[0,1]. De la misma forma, sea

Oy =1[0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1]

el conjunto que se obtiene al remover el tercio central de cada una de las componentes
conexas de (. Iterando este proceso obtenemos, para cada k € N, un conjunto Cy que
es la unién de 2% intervalos de largo 1/3*. Definimos el conjunto de Cantor C' como la
interseccién de los Cy. Afirmamos que este conjunto tiene las propiedades que buscamos:
es no numerable y de medida nula.

En primer lugar, veremos que tiene medida nula: notemos que, como los intervalos son
medibles (teorema 3.12) y Cj, es unién de 2* intervalos disjuntos de largo 1/3%, se tiene

que C es medible y
(0 =2 L 2\"
m = - —_— = — .
r 3 \3

Ahora bien, como C C C}, para todo k, se tiene, por monotonia, que

0<m*(C) < (g)k

para todo k& € N. De esta forma, tomando k& — oo vemos que m*(C) = 0. De esto
deducimos también que C' es medible.

Veremos ahora que C no es numerable. Para probar esto procederemos por contradic-
cién: supongamos que podemos enumerar C' como {cg }ren. Tenemos que Cy es unién de
dos intervalos disjuntos, digamos D1, Ds. Como Dy y D5 son disjuntos, alguno de ellos no
contiene a c¢;. Llamamos F] a tal intervalo. Ahora bien, F; es también unién de dos inter-
valos disjuntos, de los cuales al menos uno no contiene a cy. Llamamos a este intervalo F5.
Iterando este proceso inductivamente podemos encontrar, para cada k, un intervalo Fj



contenido en F_; tal que ¢; ¢ Cj. Mds atin, por construccién se tiene que Fj, es cerrado,
que F, # 0 y que Fj;, C Cj. Como la sucesién {F}}ren es una sucesion decreciente de
cerrados no vacios se tiene que (), Fr # 0 (/igpor qué?). Sea entonces * € [,y Fi-
Como Fj, C Cy y [(Ckr = C se tiene que = € C' y, por tanto, x = ¢, para algin n. De
esta forma tenemos que x ¢ C,,, contradiciéndose el hecho de que z € [ Cy. Concluimos
entonces que tal numeracién no puede existir y, por tanto, que C no es numerable.



Se dejan al lector los siguientes ejercicios y problemas, los cuales deben pensarse como
complemento de los ejercicios y problemas del libro, asi como de los presentados en esta
ayudantia.

1. Pruebe que un subconjunto A de R es medible si y sélo si para todo € > 0 existe
un cerrado F; y un abierto O, con F. C A C O, tales que m* (O, — F;) < e.

2. Use la aditividad finita y la continuidad de la medida de Lebesgue (es decir, la prop.
3.14) para probar la o-aditividad de la medida de Lebesgue

3. Sea F un subconjunto de R con m*(F) < co. Pruebe que E es medible si y sélo si
b—a=m"((a,b) N E) +m*((a,b) — E)
para todo intervalo finito (a,b).

4. Si A es un conjunto no medible entonces existe un abierto O con A C O tal que

m*(0 — A) > m*(0) — m*(A).

5. (Lema de Borel-Cantelli) Sea {Ej}ren una coleccién numerable de subconjuntos
medibles de R tal que Y ,-; m(E})) < oo. Pruebe que

m* ({x € R: z € Ej, para infinitos k}) =0

6. Si {E,}nen es una sucesién creciente de subconjuntos medibles de R (es decir,
Ej C Ej41 para todo k) entonces se tiene que

m* (U En> = nh_}rrgom(En)

neN

7. Pruebe que el conjunto de Cantor es compacto y tiene interior vacio

8. El objetivo de este problema es dar una demostracién alternativa al hecho de que
el conjunto de Cantor es no numerable. Un subconjunto A de R se dice perfecto si
es cerrado, no vacio y cualquier vecindad de cualquier punto de A contiene infinitos
puntos de A. Pruebe que el conjunto de Cantor es perfecto y que todo conjunto
perfecto es no numerable. Concluya.



