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Introduccion

Este apunte nacié como un proyecto personal en el que me propuse co-
menzar a tomar notas en IXTgpXdurante las clases en las que asisto como
estudiante, la asignatura que elegi para realizar esto por primera vez fue
Analisis (MA3801) que corresponde a un curso del primer semestre de In-
genieria Civil Matematica en la facultad de ciencias fisicas y matematicas,
luego segui con el proyecto durante el curso de Topologia General (CS4033)
dictado como electivo de Licenciatura en Matemaéticas en la facultad de cien-
cias.

Los temas a lo largo de este texto son:

1. Teoria de conjuntos (a nivel introductorio).
2. Topologia general.

3. Espacios métricos.

4. Andlisis funcional (de manera introductoria).

Algunos posibles enfoques que se podrian abordar es estudiar topologia
para luego seguir con el estudio de la topologia algebraica, esto es seguir
con el estudio del grupo fundamental, teoremas de separaciéon en el plano,
o bien estudiar complejos simpliciales, para esto se recomienda seguir los
libros de James R. Munkres. Otro posible enfoque puede ser el de utilizar
el conocimiento de topologia general para estudiar analisis real y analisis
funcional, que serd la linea a seguir en este caso, con el objetivo de revisar
por primera vez algunos teoremas clasicos del andlisis funcional, tales como
el teorema de Hahn-Banach, teorema de la aplicacion abierta y el teorema
del grafo cerrado, entre otros.

Manuel Torres V. (15/09/2020)
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Capitulo 1

Teoria de conjuntos

1.1. Axiomas de la teoria de conjuntos

En el conmienzo del siglo XX, Zermelo y Frankel (ZF) introdujeron una
axiomatica para definir y entender conjuntos. Esta axiomatica fue "mejora-
da'"por Von Neumann, Bernays y Godel (NBG), que serd estudiada en este
Curso.

El problema fundamental de la axiomatica de conjuntos es dar sentido a
muchas cosas como al conjunto de Russell:

Considerando el conjunto R cuyos elementos son todos aquellos (y solo
aquellos) conjuntos que no son miembros de si mismos

R = {z|x ¢ R}
Viendo que con dicho conjunto ocurre lo siguiente:
l.xze R=1z¢R.
2.z¢ R=x€R

Lx pertenece a R? Si x pertenece a R, entonces x no es miembro de R,
y entonces x ¢ R. Por otro lado, si ¢ R, entonces = pertenece a R. En
cualquier caso, se tiene una contradiccién pues ocurre que p < —p. Por lo
tanto, se concluye que {x|z ¢ R} no es un conjunto, por lo que hay que
revisar la nocién de conjunto.

NBG resolvieron este problema de la forma siguiente:
1. Asumieron la légica proposicional.

a) Sean p,q proposiciones.

)

b) Se tienen los operadores 16gicos {A, v, —, —}.

¢) Cuantificadores como: {3,V} y variables p(x).
)

d) Y sélo Verdadero (V) y Falso (F).

13



14 CAPITULO 1. TEORIA DE CONJUNTOS

2. Conceptos no definidos:

a) Pertenencia: €.
b) Clase: A,B, X, ....

3. Conceptos definidos:
a) Conjunto: Se define como la clase que pertenece a otra clase.

También se asumirdn que existen proposiciones del estilo x € A: Se lee
la clase x pertenece a la clase A.

Definicién 1. Sean A, B, x clases, se definen:
l.z¢ Ao~ (ze A)
2. Ac BeVi(re A=z € B).
3. A=B<s AcBABcCA.

4. A conjunto < 1B clase tq A€ B.

Notar que A = B se escribe Va(z € A < x € B).
Ejemplo. Seaxe Anr=y=x€B
FEjemplo (Discusion). Se puede probar quesiz e Anx =y =ye A?

Axioma (Individualidad).
(zeA)A(z=y)=(ye A)

Axioma (Formacién de clases). Vp propiedad, p = p(z) en que sé-
lo aparecen cuantificadas variables de conjunto existe una clase cu-
yos miembros son solo aquellos que satisfacen la propiedad A(p) =
{z| x es conjunto A p(x)} es clase.

Ejemplo. A continuacion se tienen dos clases propias (una clase propia es
algo que no es conjunto pero es clase):

1. La clase universal:

U := {z|x es conjunto A z = z}

2. La clase de Russel:

R := {z|x es conjunto A x ¢ x}
Spoiler: s Podrd ser que la clase universal y la clase de Russel son iguales?
Definicién 2 (Clase vacia).

& = {x|z es conjunto A z # x}
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Observacion. Respecto a la clase vacia:
1. La propiedad p € & siempre es falsa.

2. El vacio es unico (propuesto como ejercicio).

Axioma (Vacio). ¢J es conjunto, i.e., existen conjuntos.

Resumen. Hasta el momento, (z,y, A, B) son clases, luego se estudiaron
los siguientes axiomas:

1. Azioma de individualidad: x € Anz=y=yec A
2. Azioma de creacion de clases: {x|z es conjunto A p(z)} es clase.

3. Azioma del vacio: & := {x|z es conjunto A x # z}

Definicién 3. Algunas clases de interés son:

1. Se llama clase de Russell a:

R := {x|z es conjunto A x ¢ x}

2. Se llama clase universal a:

U := {z|x es conjunto A z = z}

FEjemplo (Bésico). R es clase propiaﬂ pues no es conjunto.

Demostracion. Suponiendo que R es un conjuntoy Re R = R ¢ R, lo que
lleva a una contradiccion. ]

También se puede ver que si ahora R ¢ R = R € R, lo cual también es
contradiccion

Definicién 4 (Algebra de clases). Se definen:

1. Au B := {z|x es conjunto A (x € Av x € B)} (Si A,B son
clases, la unién también lo es).

2. Am B := {z|x es conjunto A (x€ A A xe€ B)}
3. A°:={z|x ¢ A A x es conjunto }

4. A\B:= An B°

!Clase propia: Una clase que no es conjunto
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Axioma (Emparejamiento). Si AB son conjuntos diferentes,
{z|x es conjunto A (x = A vz = B)}:={A, B} es conjunto.

Definicién 5 (Par ordenado). (A, B) := {A, {ﬁ}}

Definicién 6 (Producto cartesiano de clases). Sea un producto car-
tesiano:

A x B :={z|r es conjunto Adye A,z€ Btqx = (y,2)}

Definicién 7 (Relacién). Una relacién R en A x B es una subclase
de A x B. Denotamos (z,y) € R < =Ry

Ejemplo. Algunas relaciones binarias son:

1. Para cualquier conjunto A, se denomina la diagonal de A de la siguiente
forma:

A:={(a,a)lae A}c Ax A

corresponde a una caracterizacion de la relacién de igualdad.

2. Luego, para cualquier conjunto A, se tiene la relacion de desigualdad
como:

(A x A\A
3. La relacién (de orden) < en los nimeros reales es:

{(zy)lr <y} =R xR

4. La relacién de inclusién < en P(X) es:

{(A,B)|JAc B A A BeP(X)}<P(X)x P(X)

5. La nocion usual de funcién f : X — Y genera una relacion

{(z, f(x)[Vx e XIf(x)eY)} < X x Y

Particularizando la idea de relaciéon definamos entonces lo que es una
funcién:

Definicién 8 (Funcién). Una funcién (denotada f) es una relacion
R < A x B para la cual Vo € Adly € B : 2Ry (y=£(x)).

Claramente una funcién es una subclase de Ax B (usualmente se escribird
f:A— B).
Comentario. En el anexo puede revisar resultados utiles que se espera que
el lector haya estudiado a estas alturas. Entre ellos estan las propiedades de
la imagen y preimagen de f funcién, éstas seran de gran utilidad para el
desarrollo de los temas venideros.
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Ejemplo.

1. Sea f : R — {0,1} tal que f(x) = 0siz <0y f(z) = 1 en caso
contrario es una funcion, escribiendo el conjunto de la funcion

{(z, f(x))|f(x) =0,z <0obien f(x) =1,0<z} < X xY

2. Contraejemplo: Sea {(z,y)|z* + y* = 1} = R, luego R no es funcién,
pues notemos que para z = 0, se tiene y = 1, —1 (y viceversa).

Definicién 9 (Familias de conjuntos). Dado A conjunto, una familia
de conjuntos indexada por A es una funciéon f: A — U (U es la clase

universal)
Notacién.
Ay:=f(N)eU
f = {A)\}AEA
—

También se puede entender como una sucesiéon de conjuntos.

Definicién 10 (Operaciones sobre conjuntos). Se definen las siguien-
tes operaciones entre una cantidad arbitraria de conjuntos

1. |_| Ay = {z|z es conjunto A INe A,z e A,}.
AeA

2. |_| Ay = {z|z es conjunto A VAe A,z e Ay}
AeA

3. | [Ax:={fIf es funcion , f : A — | | Ay A(VA, f(X) € Ay)}

AEA AEA
—_————

A—=f(N)

Definicién 11 (Proyeccién). Se define la proyeccion como la siguiente
funcion:

mu: [ [Ax— Ay
AeA

- 7/
~"

(ax)xer—ap

Proposicién 1. Sea 7, : HA,\ — A, una proyeccion, para cada p € A la
AeA
proyeccion es funciéon sobreyectiva.

Demostracion. Propuesta, puede complementar estudiando [3] en la pagina
24. [ |

Proposicion 2. Sean {A)}ea ¥ {Ba}aea dos familias no vacias de conjuntos,
entonces
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1. (HAA> M (HBA) = [J(A\n By).

AeA AeA AeA
2. (HA)\> LJ (HB)\) QH(A)\\_JB,\).
AEA AEA AeA

Demostracion. Pagina 24, [3]. |

Axioma (Unién). Si {Ax}rea es una familia de conjuntos, entonces

|_| A, es conjunto.
AeA

Ejemplo. Sea la familia de conjuntos {[n,n+1]},ecz, luego R = |_| [n,n + 1]

. nez
es conjunto.

Axioma (Reemplazo). Si A es un conjunto, A clasey f: A — Aes
funcién, entonces f(A) := {y|ly es conjunto A Jx € A tq f(z) = y} es
conjunto.

Comentario. En palabras simples, el axioma de reemplazo dice que la imagen
de un conjunto es conjunto.

Axioma (Interseccién). Si A es un conjunto y A es clase, entonces
A A es conjunto.

Axioma (Potencia). Si A es conjunto, sus partes
P(A) := {z|z es conjunto A x < A}

es conjunto.

.Es posible conmutar P con las operaciones de unién e interseccién de
conjuntos?. A continuacién se vera que ocurre:

Proposicién 3.

L P([ |4y =[]PAy.

AEA AEA

2. | |P(A)) = P(| ] AN

AEA AEA

Observacion. Note que usualmente se tiene que |_| Ay ¢ |_| P(A,), pues es
AeA AeA
dificil que | | Ay € A,, para algiin Ay € A fijo.
AeA
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Ejemplo. A continuacion se muestran algunos ejemplos simples, se recomien-
da desarrollarlos:

1. Si A es subclase (A < A) de A conjunto entonces es conjunto.
Demostracion: Pues es posible ver que A = A 1 A es conjunto por el
axioma 7.

2. Si A es conjunto y p(x) propiedad, luego {x|z es conjunto A z € A A
p(z)} es conjunto, denotado por := {x € Alp(x)}.
Demostracion: A continuacion se vera que:

{z|x es conjunto A x € A Ap(x)} = Ar{x|z es conjunto A p(x)}

donde A es conjunto y solo se puede asegurar que {z|z es conjunto A
p(z)} es clase, luego por el axioma 7 (interseccién) se concluye.

3. Tomando A = {z|z es conjunto A x € A} y por otro lado, tomando
A = {z|x es conjunto A p(x)}, luego se tiene que A = Am A es
conjunto.

A continuacién se presenta una revision de algunos ejercicios resueltos
como ejemplo utilizando lo visto hasta ahora.
Ejemplo. PO0.-PO.-

1. Si A es un conjunto entonces {A} es conjunto.

Demostracion.

a) Caso 1f] Sea A = & = {&} es conjunto?. Hay que ver que
{T} = P(D), el cual es conjunto por el axioma 8 (potencia).

b) Caso 2: Sea A # J. Entonces {A, &} es conjunto debido al axio-
ma 4 (emparejamiento). Sea A = {z|x es conjunto Anx = A} clase
por el axioma 2 (creacion de clases). Luego {A, &} m A = {A} es
conjunto por el axioma 7 (interseccion).

2. Si A,B son conjuntos, A x B también.

Demostracion. Notando que Ax B = |_| ({z} x B)

zeA
Hay que probar que sea conjunto Vz € A

Luego para probar que |_| ({z} x B) es conjunto, se utiliza el axioma

€A
5 (unién). Para x fijo en A, sea f,(y) := (z,y)f} f: B — Ax B, luego:

f: B —AxB
— —
Conjunto Clase

Pero f,(B) = {x} x B es conjunto para cualquier x arbitrario debido
al axioma 6. g [ |

2Caso simple, en caso de no saber realizar la demostracién
3A partir de aca se omite el subindice x en la funcién f.
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3. Si A, B son conjuntos, la clase de funciones de A a B, denotada

{z|x es conjunto Az € A A p(z)} es conjunto.

Demostracion. Sea f una funcién de A a B < f = {(z,y) € R <
A x BlVx € A, Jly € B,zRy (y = f(x))}, que es igual al siguiente
conjunto:

{(z,y) € Ax B Ip(z,y)}

Es conjunto, lo que hace que f sea conjunto

Lo anterior, por el axioma 1 es de la forma:

= {z e Alp(2)}

f € A x B (conjunto) = f € P(A x B) es conjunto debido al axioma
8.

Finalmente, F(A,B) = {f € P(Ax B)|f : A — B es funcion } es
conjunto por el axioma 1. g ]

. La clase universal U no es conjunto.

Demostracion. Sea U = {zx|z es conjunto A z = x} la clase universal.
Suponiendo que U es conjunto, luego se puede decir que U m R con
R = {x € Ulx ¢ x,x es conjunto } la clase de Russell, luego por el
axioma 7, R es conjunto (lo cual es una contradiccién). |

Comentario (Sobre el ejemplo anterior (1)). Cuando no hay informacién
sobre como comenzar la demostracion, es bueno poner casos simples para
visualizar lo que ocurre.

Axioma (Fundacién). Si A es conjunto, A # (J, existe u € A tq
Armu= (.

Ejemplo. Sea A = {a, {a}}, donde u puede ser a o {a}, luego:

Ama= g
Anr{a} = {a}
An {{a}} = {{a}}

— Se recomienda corroborar las intersecciones.

Teorema 1. Si x es conjunto, = ¢ x.

Demostracion. Si x es conjunto, A := {x} es conjunto. Por el axioma 9, A
contiene un elemento que no se intersecta con A: Tiene que ser x, luego:

x {z} =&

Pero, si z € z,se tiene que z M {z} # &

Luego se concluye por la contradiccion. ]
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Corolario 1.1. U = R (la clase universal es igual a la clase de Russel).

Demostracion. Usando el teorema anterior es facil ver que:

R = {z|z es conjunto A x ¢ x} = {z|r es conjunto } = U

Proposicién 4. Si x,y son conjuntos, entonces x ¢ y o bien y ¢ x.

Demostracion. Razonando por contradiccién, suponiendo que x € y e y € x,
por otro lado como z,y son conjuntos, luego es cierto que {x, y} es conjunto
por el axioma 4 (apéndice).

Luego viendo que {z,y} # ¢J, ademés es posible notar que

{z} = {z,y} Ay} = {7, 9}

ve{r,yt nye{r,y}

Luego, por el axioma 9, 3n € {z,y}, tal que n m {z,y} = &, no obstante n
solo puede ser x o y, entonces:

zr{r,yt =ypuesye{r,yt ryex

yri{z,y} =z pueszef{x,yt rxey

Lo que lleva a la contradiccién (no existe dicho n). |
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1.2. Construccion de los nimeros naturales

El problema a estudiar a continuacion es: ;Como definir los niimeros na-
turales?

SPOILER: No se pueden definir con lo visto hasta el momento, de hecho
se necesita un axioma.

Von Neumann ide6 una forma inteligente de introducir los niimeros na-
turales, realizo lo siguiente:

n 0=

1:={g} = {0}

2:={d,{z}} ={0,1}

3:={g, {0}, {d.{}}} = {0,1,2}

= Y asi sucesivamente...

Definicién 12 (Sucesor). Sea n + 1 :=n u {n}, se dice que n + 1 es
el sucesor de n denotado a vece como n*

Se tiene entonces la siguiente forma para escribir la idea de Von Neu-
mann:

n 0=
s nt=nuinfn=1

El problema es que se ha definido una recursién que se desea infinita, pero
ningiin axioma nos permite realizar eso. En particular, al definir infinitos
numeros mediante una recursion no asegura formalmente que se tienen los
naturales, solo puede afirmar que hay niimeros naturales muy altos.

Resumen. Teniendo en resumen, la siguiente recurrencia:

Lo 220

Se produce una recurrencia, que no se sabe si produce un conjunto de verdad.

La recurrencia anterior motiva a que se defina la siguiente nocion:

Definicién 13 (Conjunto inductivo). Un conjunto A se dice inductivo
si verifica:

1. g=0eA

2. reA=zxte A

Axioma (Infinito). Existe un conjunto inductivo.
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Comentario. El axioma del infinito otorga la existencia de al menos un con-
junto inductivo, dicho conjunto seran los niimeros naturales que se definira
como el menor conjunto inductivo respecto a un conjunto A, més atun, seran
invariantes respecto al conjunto A respecto al que se definan.

Los "naturales'{0, 1,2, 3, ..., n} son parte de un conjunto inductivo, el pro-
blema es saber si hay mas elementos en un conjunto inductivo.

0,1,2,3,4,5,..., w yw+ Lw+ 2, ...
——

Infinito natural

Sea A # (J un conjunto inductivo dado por el axioma 10, definimos:

I, :={B es conjunto |B < A, B es inductivo }

Es conjunto, pues I4SP(A)

Definicién 14 (Conjunto de los naturales N). Se define el siguiente

conjunto N := N, := |_| x, que es el menor conjunto inductivo con
:EGIA
respecto a A.

,Es N un conjunto? Si, porque |_| A, es conjunto si Ay es conjunto, A es

. AeA
conjunto.

Proposiciéon 5. N, no depende de A.

Demostracién. En efecto, si A y A son inductivos, probamos que N, < N+
Sea r € Ny, luego, € Ay VB < A, B es inductivo, x € B.

Sea B := Am A < A (inductivo). Luego, 1€ Am A=z € A,

Basta probar que z € B inductivo con respecto a A.

Sea B € I3. Sea B := B A es inductivo, donde I, es el conjunto
~—— ~——

ely cA
de todos los subconjuntos inductivos de A.

Entonces r € B=Bnr A
=zeB

@xENZ
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Teorema 2 (Principio de induccién). Se verifica que:
1. El conjunto N es inductivo y si B es inductivo, N € B.
2. Si B es inductivo y B < N, entonces B = N.
3. Sea p(n) una proposicién para n € N y tal que:
= = p(0).
= = (p(n) = p(n™))

Entonces - (Vn, p(b))

Demostracion.
» (1) y (2) es trivial (no denostativamente).

» Sea B := {n € N|p(n)}, donde p(n) es una proposiciéon que indica que
0e Byquene B = n" e B, luego, B es inductivo, puesto que B < N
por su definicion.

Resumen: El primer conjunto inductivo es N
El conjunto N posee las siguientes particularidades:

1. Es el primer conjunto inductivo en ser definido, ademés posee
infinitos elementos, es posible definirlo gracias al axioma 10, que
asegura la existencia de un conjunto inductivo.

2. Es el menor conjunto inductivo que existe, mas ain, estd con-
tenido en los demas conjuntos inductivos, puesto que se define
como

N:=N, := |_| x
ZEIA
Su contencion en los demas conjuntos inductivos corresponde a
(1) en el principio de induccién.

3. Al definir el menor conjunto inductivo N, respecto al conjunto

A y otro conjunto inductivo N respecto al conjunto B, se tiene
que N =N, =Ny
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1.3. Axioma de eleccion de Zermelo

Axioma (Axioma de eleccion de Zermelo). Sea {Aj}iea una familia
de conjuntos no vacios disjuntos de a dos. Entonces existe un conjunto
A que contiene exactamente un elemento ay de Ay

Comentario (Sobre el axioma de eleccién de Zermelo). Casi todos los teo-
remas fundamentales de la matematica utilizan el axioma de eleccién o va-
riantes en sus demostraciones, en particular es de interés el lema de Zorn (la
equivalencia se probarda més adelante).

Definicién 15 (Funcién de eleccién). Dada una familia {4y} ea de
conjuntos no vacios (no necesariamente disjuntos), una funcién de elec-
cion es:
frh—] A
AeA
tal que YA € A, f(\) € A,.

Proposiciéon 6 (Equivalencias al ax. de eleccién). A continuacién se mues-
tran algunas equivalencias del axioma de eleccion:

1. El axioma de eleccion es equivalente a la existencia de una funcién de
eleccién.

2. El axioma de eleccion es equivalente a 1_[ Ay # T siVA Ay # .
AeA

Demostracion.

1. Se muestran ambas implicancias:

» Azioma de eleccion implica funcion de eleccion:
Sea {Ax}aea una familia de conjuntos disjuntos y no vacios, luego

se define f : A — |_| Ay, puesto que la familia de conjuntos
AEA

es disjunta, se tiene que VA € A,3Ay € {Ax}aer tq f(A) € Ay

Osea que al tomar un elemento A desde el dominio, la imagen se

restringe simplemente al conjunto A, de la familia de conjuntos.

» Funcion de eleccion implica axioma de eleccion:

Sea f: A — |_| Ay tal que YA € A, f(A\) € Ay, osea que YA, €
AEA

{Ax}ren, If(N) = ay € A,.

Por otro lado, se tiene que probar que a) € Ay = A, es disjunto

con A, con \ # p.

2. HA,\ ={flf:A— |_| A\, YA, f(A) € Ay} = { Conjunto de funciones
AeA AeA
de eleccién } #
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Proposiciéon 7 (Equivalencia al ax. de eleccién). Los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. Axioma de eleccién.

2. Para toda familia {A)},ea de conjuntos disjuntos no vacios, existe un
conjunto A tal que A m A, contiene exactamente un elemento.

Demostracion. Para demostrar la equivalencia basta con probar ambas im-
plicancias:

i) (1) = (2): Sea {A)} ea una familia disjunta de conjuntos no vacios.
Luego, suponiendo verdadero el axioma de eleccion, 3A (lo llamaremos
conjunto de eleccién) tal que A contiene exactamente un elemento de-
notado ay perteneciente a cada A, de la coleccion.

Luego es directo comprobar que A m A, contiene exactamente un ele-
mento YA € A

ii) (2) — (1): Sea {A)}rea una familia disjunta de conjuntos no vacios,

luego, suponiendo que existe un conjunto A tal que A m A, contiene
un unico elemento VA € A, hay que notar que esto no quiere decir
que sea conjunto de eleccién, pues puede existir b € A tal que b ¢ A,
VA € A (la idea detrés es que no hay seguridad de que a A no le sobren
elementos).
Como A es conjunto, por el axioma 8 se tiene que P(A) también es
conjunto, y por ello A € P(A) es conjunto, tal que A sélo contenga los
elementos ay de A, (uno por cada A)), luego es facil notar que A es
un conjunto de eleccion, concluyendo entonces que 34 es conjunto de
eleccién para la coleccién tomada.

Proposicion 8 (Equivalencia al ax. de eleccién). Los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. Axioma de eleccién.

2. Para toda funcién f : X — Y sobreyectiva, existe g : Y — X tal que
(fog) = idy-.

Demostracion. Para demostrar la equivalencia basta con probar ambas im-
plicancias:

i) (1) = (2): Sea f : X — Y una funcién sobreyectiva, luego se definen
los conjuntos:

Fy = {ve X|f(x) = b)

Como f es sobreyectiva, entonces (Fy)pey €s una familia de conjuntos
no vacios, por lo que podemos utilizar el axioma de eleccion en ella.
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Ademas se teine que |_| F,=X.
beY
Sea g:Y — |_| Fyuna funcién de eleccién, luego como g(y) € Fy, se

beY
tiene que (fog)(y) = f(9(y)) = y, con lo que muestra que g es una

inversa por la derecha para f.

ii) (2) — (1): Sea {A)} ea una familia de conjuntos no vacios y disjuntos
entre si. Se desea hallar

frh—] A
AEA
una funcién de eleccion.

Para ello se define la funcion g : |_| Ay — A, dada por g(z) = \ <

AEA
x € Ay. la cual es sobreyectiva por definicion.

Teniendo asi por hipotesis que g admite una inversa por la derecha,
digamos f. Veamos que esa es la funciéon de eleccion buscada.

Se tiene que g(f(A)))A, pero por definicién, ésto equivale a que f(\) €
Ay. Como esto vale YA € A se concluye.

Ejemplo. 1. Unién numerable de conjuntos (A, )nen €s numerable. Sea:
A = {a117a12,a137 ceey Qlny,y }

Ay = {a217 22, A13, .-, A2n, }
As = {CL317 32,13, .-, A3n, }
An = {anb Ap2,An3y .-y Ann, }

LEn qué parte se utiliza el axioma de eleccion?, se deben elegir elemen-
tos en el siguiente orden: aq1, a2, as1, a31, a2, 413, G14, A23, A32, A41, ..., €l
orden de la toma de elementos es determinado por el axioma de elec-
cién (investigar demostracion).

Comentario (Datos historicos). 1. Godel probé que si el axioma 1 hasta
el axioma 10 son consistentes (i.e. no inducen falacias), entonces los
axiomas 1 hasta el axioma 9 son consistentes.

2. P.Cohen probh6 que si los axiomas 1 hasta el 10 son consistentes, en-
tonces los axiomas 1 hasta el 10 con la negacion del axioma 11 también
es consistente. Luego se tiene que el axioma 11 es independiente de los
otros 10.

Finalmente G6del probd que si un sistema axiomatico permite definir
los niimeros naturales, entonces:

1. Hay teoremas que no se pueden demostrar con el sistema axiomatico.

2. El sistema axiomatico mismo no puede probar su propia consistencia.
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Axiomas ZFC de la teoria de conjuntos

10.

11.

. Axioma de individualidad: re Arhx=y=ye A

. Axioma de creacién de clases: {z|z es conjunto A p(x)} es

clase.

. Axioma del vacio: & := {x|z es conjunto A x # x} es con-

junto.

. Axioma de emparejamiento: A, B conjuntos (diferentes) =

{A, B} es conjunto.

. Axioma de la unién: |_| Ay es conjunto si YA, Ay es conjunto.

AEA

. Axioma del reemplazo: A es conjunto, A es clase, f: A —> A

es funcién = f(A) es conjunto.

Axioma de la interseccion: A es conjunto A es clase, entonces
A A es conjunto.

. Axioma de potencia: P(A) es conjunto si A es conjunto.

. Axioma de fundacién: Si A es conjunto, A # J, existe u € A

tqArmu= .
Axioma del infinito: Existe un conjunto inductivo.

Axioma de eleccién de Zermelo: Sea {A)}\cp una familia
de conjuntos no vacios disjuntos de a dos. Entonces existe un
conjunto A que contiene exactamente un elemento a, de A,
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1.4. Consecuencias del axioma de eleccién
Resumen. El axioma de eleccién dice:
» Sea {A)}rea una familia de conjuntos disjuntos, cada uno no vacio,

entonces existe un conjunto A formado por exactamente un elemento
ay de cada A,

Figura 1.1: Axioma de eleccion

Luego algunas consecuencias simples del axioma de eleccion son:

1. El axioma de eleccion equivale a que existe al menos una funciéon de
eleccion f:

Fih— | A YA F(V) € Ay
AEA

2. Producto cartesiano arbitrario no vacio:

HA/\¢@

AEA

si cada Ay # .

Consecuencias fuertes: A continuacién se vera la equivalencia entre estos
3 enunciados:

1. Axioma de eleccién.
2. Lema de Zorn.
3. Principio del buen orden.

Para entender estas equivalencias es necesario recordar la nociéon de re-
lacién de orden, para ello veremos algunas definiciones.
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Definicién 16 (Orden parcial). Sea A una clase no vacia (o conjunto).
Un orden (parcial) (A, <) es una subclase R de A x A mas una relacién
binaria <, que satisface:

1. Notacién: z <y < (z,y) € R.
2. Refleja: z < z.
3. Antisimétrica: Siz <yey <z =1x=y.

4. Transitiva: Sizx <yey<z=1z< 2.

Para repasar la nocion de relacién de orden puede revisar el anexo.

Ejemplo.
1. Se tiene que (N, <) es orden parcial.
2. (P(X), <) también es orden parcial.
3. (R, <) también es orden parcial.
4. (N, <) no es orden parcial, pues no verifica ser refleja.

Observacion. En un orden parcial, no necesariamente todos los elementos
estan relacionados. Por ejemplo, en (P(R), <), los intervalos [0, 1] y [2, 3]
no se pueden comparar (ninguno es subconjunto del otro).

JHay casos en que todos los elementos de A son comparables o se rela-
cionan? Si, cuando todos los elementos de A son comparables, se habla de
un orden total.

Ejemplo. Se puede comprobar que (N;<) y (R, <) son orden total, pero
(P(R), <) es s6lo orden parcial.

Comentario. La inclusién € es uno de los 6rdenes mas importantes en la
matemadtica, aunque no sea total (incluso puede llegar a ser mas importante
que la mayoria de los érdenes totales, se usa en topologia).

Para hacer que un orden parcial sea orden total, se introduce la nocién
de cadena siguiente:

Definicién 17 (Cadena). Una cadena B en (A, <) es un subconjunto
de A tal que (B, <) es ahora orden total.

Comentario. Al tomar B subconjunto de A, se quitan elementos que no se
relacionan con el resto.

Ejemplo. En (P(R), <) se pueden tomar las siguientes cadenas:

1. B = {[-n,n] : n € N}, note que los conjuntos son cada vez més
grandes.

2. B ={[0,%] : n = 1]}, note que a diferencia del ejemplo anterior, los
conjuntos cada vez se van haciendo més pequenos.
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Definicién 18 (Buen orden). Un orden parcial < en A se dice buen
orden (o que A estd bien ordenado, o que A es ordinal), si todo sub-
conjunto no vacio B de A, posee un primer elemento para <, es decil¥]

dJrpe BtqVye B, xg <y

%En palabras simples, todo subconjunto de A debe tener un primer elemento,
dicho elemento debe estar incluido en el subconjunto o ser alcanzable.

Ejemplo.

1. (N, <) esta bien ordenado, porque cualquier subconjunto de los natu-
rales posee un promer elemento para <.

Nota: Dicho primer elemento debe estar presente en el subconjunto, a
continuacion un ejemplo donde ese primer elemento no es alcanzable:

2. (R, <) no estd bien ordenado, porque B = (0, 1] no posee primer ele-
mento para < (0 es infimo pero no minimo).

Comentario. El primer elemento debe estar incluido en el subconjunto.
Proposicion 9.

1. Un subconjunto de un orden total es orden total (el orden total se
hereda).

2. Todo buen orden en A es orden total.
Demostracion. 1. Pendiente.

2. Bosquejo: Basta tomar B = {z,y} € A, que posee primer elemento,
es decir, o bien x < y o bien y < x, por lo tanto es orden total.

Nota: Lo anterior se puede aplicar a cualquier par x,y del conjunto,
por lo que se extiende que todos van a ser comparables entre si.
|

Pregunta fundamental: Los naturales N estan bien ordenados, pero los
reales R no (con el orden usual <). ; Es posible definir un nuevo orden <
en R que lo haga bien ordenado?

La intuicion dice que la pregunta anterior estéa casi condenada a tener
una respuesta negativa, pero antes de dar una respuesta, a continuacién se
verd que el lema de Zorn esta intimamente relacionado a esta pregunta.



32 CAPITULO 1. TEORIA DE CONJUNTOS

Proposiciéon 10 (Lema de Zorn). Sea (A, <) un orden parcial tal que
toda cadena B < A posee cota superior:

dz=2(B)e AtqVye B,y < z
Entonces A posee un elemento maximal, es decir

ZeAtqVye A,y <z

FEjemplo (Clésico). Considerando las partes (A = P(X), <): Dada cualquier

cadena B = {X)}xea, tomando Z = |_| X, notamos que es cota superior

AeA
para . Entonces P(X) posee elemento maximal, que es en realidad el mismo

conjunto X.E]
Comentario. Para cada cadena se define una cota superior, en el ejemplo

anterior basta con tomar Z = |_| X, € P(X), aunque también se podria

AeA
tomar X como cota superior.

FEjemplo. Casos que no cumplen el lema de Zorn:

1. Considerando (R, <), al ser totalmente ordenado, todo subconjunto de
reales es cadena, pero si se toma B = R entonces no hay cota superior.

2. El mismo resultado anterior corre para los naturales (N, <) (pero note
que las partes de los naturales si poseen cota superior para <).

Comentario. El Lema de Zorn es constructivo y muy util: Dice que dada una
cadena, basta probar que tiene cota superior para concluir que hay elemento
maximal en el conjunto en el que se trabaja. Ese elemento maximal tendra
mejores propiedades que cualquier otro normal.

La siguiente proposicién es muy imporante y da respuesta a la pregunta
de si R tiene un buen orden.

Proposiciéon 11 (Principio del buen orden). Todo conjunto A # &
puede ser bien ordenado.

Observacion. Algunas cosas interesantes a partir del Lema de Zorn (algunas
demostrables mas adelante):

1. Ojo, que (R, <) NO estd bien ordenado, pero se asegura que existe un
buen orden para R por lo que el buen orden debe ser otro (de hecho
ain no se conoce ese orden).

2. Adn no se conoce un orden total de F(R,R)(buen orden=- orden to-
tal).

4Spoiler: Utilizando esta estrategia, es posible probar que toda topologia 7 sobre X

posee elemento maximal, considerando |_| U = X, pues por definicién X € T.
UeT
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3. Usando el Lema de Zorn, es demostrable que todo espacio vectorial
posee una base de Hamel.

4. Usando Lema de Zorn: HA,\ es compacto ssi cada A, es compacto

AeA
(Teorema de Tychonofff).

5. El buen ordenamiento dice que todo conjunto puede ser un ordinal
(bien ordenado). El conjunto w := (N, <) se llama primer ordinal
infinito.

1.4.1. Equivalencias importantes al axioma de eleccién

Teorema 3 (Fundamental, parte 1). Son equivalentes los siguientes
3 enunciados:

1. Axioma de eleccién de Zermelo: Sea {A)},cp una familia
de conjuntos no vacios disjuntos de a dos. Entonces existe un
conjunto A que contiene exactamente un elemento a, de A,.

= Equivale a la existencia de una funcion de eleccion.

2. Lema de Zorn: Sea (A, <) un orden parcial tal que toda cadena
B < A posee cota superior:

Jz=2(B)e AtqVye B,y <z
Entonces A posee un elemento maximal, es decir

Ze AtqVye A,y <z

3. Principio de buen orden: Todo conjunto A # (J puede ser
bien ordenado.

Demostracion. Se demostrard la secuencia (3) = (1) = (2) = (3), de donde
se concluye la equivalencia:

» (3) = (1)(Principio de buen orden implica el axioma de eleccion).
Sea {Ax}ren una familia de conjuntos disjuntos no vacios. Se define

o = |_| Ay. Luego por buen ordenamiento, .« puede ser bien orde-

AeA
nado. En particular, todo subconjunto B de &/ posee primer elemento.

Luego, los subconjuntos B = A, poseen un primer elemento, digamos
ay. Finalmente el conjunto A := {a, : A € A} satisface lo pedido, con-
cluyendo asi el axioma de eleccion

5El teorema més importante de la topologfa.
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= (2) = (3)(Lema de Zorn implica el Principio de buen orden)f]
Sea X un conjunto no vacio. Luego utilizando el lema de Zorn, vamos
a construir un buen ordenamiento < en X.
Sea . la clase de subconjuntos bien ordenados de X

Z ={(A,<4): A< XA <4 bien ordena a A}

Veamos que .Z es no vacio, puesto que para zo € X fijo, ({zo}, z)ﬁ es
bien ordenado y por ende se encuentra en la clase .Z.

Propuesto: ;Es acaso . conjunto?

Vamos a intentar colocarle un orden a .#’, dicho orden, al menos no es
el de subconjunto (). Para lograr esta tarea definiremos la nocién de
ideal:

a )

Definicién 19 (Ideal). Sea (A, <) un orden parcial. Se
dice que S € A es ideal si verifica que:

reESAYyeAny<zr=yelS

Ejemplo. 1. En (N;<), S = {0,1,2,3} es ideal, pero S =
{2,3,4,10} no lo es "porque tiene hoyos'".

2. En (A, <), ocurre que J y A son siempre ideales.

3. En ([0, 0], <), [0, 1] es ideal, pero [1,2] no lo es.

Comentario. Un ideal de A deben estar presentes los elementos
desde los "menores'hasta alguno cualquiera "mayor", si en dicho
orden falta un elemento de A, el conjunto extraido no es ideal
porque tendria "hoyos'.

Volviendo a la demostraciéon, vamos a introducir en .Z el siguiente
orden parcial particular:

(Al, ﬁl) <g (Ag, ﬁg) < A es ideal de A, y <9 ’A1 =<1

Desglosando lo expresado anteriormente:

o Al ser Ay ideal de Ay, es directo que A; esta contenido en A,.

6Esta demostracién es larga (en matematica se le dice técnica). Para ello introducire-
mos la nocién de Ideal

"Se desea probar que A = X € .Z con algtin orden.

8Con esto nos aseguramos que est4 bien ordenado con =, pues hay un solo elemento,
la gracia de esto es asegurar la existencia de un elemento en .Z.
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o <5 |a, == significa <, restringida a A; es slﬂ

o Lo anterior quiere decir que cuando se comparan elementos de
Ag con <s, y dichos elementos son ademas parte del ideal A, el
orden a usar serd <p, (osea <,=x< en dicho caso).

Oséa en particular, A; € Ay, y ademés z <o y <z <y y si x,y € A;.

Luego, ya dada la constucciéon anterior y definida la nociéon de orden,
se probara lo siguiente:

1. < es un orden parcial.

2. Toda cadena en (.Z, <) posee una cota superior.

3. Concluyendo por Lema de Zorn: .Z posee elemento maximal, de-
notado (A, <,,) € £ (lo vamos a tener gratis suponiendo Lema
de Zorn).

4. Ese elemento maximal es (4, <,,).
Nota: Algunas cosas a considerar:

e Sobre £ NO se coloca la inclusion como orden.

 Se necesita trabajar < ¢ a través de ideales (y no solo que A; <
As) porque los ideales iran conservando el orden.

Ahora demostramos los 4 puntos anteriores, los dos primeros con el fin
de verificar las hipotesis del Lema de Zorn.

1. Pdq <o es un orden parcial:
Veamos que es orden parcial por definicion:
a) Refleja: Se verifica que (A1, <1) <g (A1, <1).
b) Antisimétrica: (Al, ﬁl) <g (Az, ﬁg) y (AQ, SQ) <g (Al, ﬁl),
entonces:
Ay = Ay, <1=x

¢) Transitiva: Propuesto.

2. Pdq Toda cadena en (£, <¢) posee una cota superior:
Sea {(Ax, <) }xea cadena en .Z para < . La cadena es totalmente
ordenada, es decir, se cumple

(Ax, <)) <2 (4,,<,)

o bien
(A, <) <2 (A, <))

9Se puede decir que <; es extensiéon de <
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Proponemos como cota superior al siguiente conjunto

Z;U&gX
AEA

con el orden
r<yer<,y, siz,ye Ay

A partir de esto:

o Pdq < estd bien definido (no depende de \):
La idea de probar que no depende de A, es que extiende a
todos los o6rdenes indexados por A hasta hacia la cota su-
perior. Veamos que todos los elementos son comparables, si
T, YyE L = |_| A, supongamos que x € Ay ey e A,.
AeA

Por ser cadena en <g, tenemos Ay < A, (o lo contrario),
pues son ideales, luego subconjuntos. En cualquier caso, x,y
son comparables o bien con <, o bien con <,,.

Veamos la duplicidad de As: Si existen dos 6rdenes indexados
por A\, A para comparar X,y, osea:

r <)y, six,ye Ay

T <5y, siz,ye A5
Entonces z,y € Ay m A5. Como A, debe ser ideal de Aj; (o
viceversa, no se pierde generalidad), podemos asumir z,y €
Ay < Aj;. Luego, se tiene que <5 |4, =<,. Entonces,  <; vy
implica x <, y y viceversa. Por lo tanto ambos ordenes para
As son iguales.

e Pdq el orden < bien ordena Z (es decir (Z,<) € £).
Sea C' € Z conjunto no vacio.
o Pdq Cy < C posee primer elemento:

Sea x € C'y A tal que x € A,y (Z=|_|A,\).

AEA
Sea () := C m Ay # . Por ser subconjunto de Ay bien

ordenado, C posee primer elemento b, ademas b e C.
o Pdq b es primer elemento de C:

Sea y € C. Se tienen dos casos: y € Ay, o bien y € A,

con A # p.

o En el primer caso, y € C\ = C'm1 Ay, luego b < y.

o En el segundo caso, como Ay es ideal en A,, y b e Ay,
si z € A,\A, es tal que z < b, entonces z € Ay, lo que
es una contradiccion. Luego b < z. Tomando z = y, se
concluye.

Ademés, si ahora b es otra cosa inferior de C, es cota

inferior de C'y = C' 1 A,, que posee primer elemento b.

Luego b < b.
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Comentario. El primer paso fue sacar un primer elemen-
to de algin lado, luego se prob6 que dicho elemento es
primer elemento del conjunto que me interesa.

e Pdq que Z es cota superior de la cadena.

Como < es una extension de cada <, esa parte esta lista.
Basta con probar que cada A, es ideal en Z, ya que esto
significa que Ay < Z VA € A.
Sea x € Ay,ye Z,y < x. Luego y € A, tiene dos casos: Ay
es ideal de A, o viceversa.

o En el primer caso, como y < x, luego A, al ser ideal se

concluye que y € Aj.
o En el segundo caso, y € Ay es méas directo ain.

3. Pdq £ posee elemento mazximal, denotado (A,,, <) € £: Vea-
mos que por (1) y (2) se satisfacen las hipdtesis del Lema de Zorn,
por lo tanto la existencia del elemento maximal la vamos a tener
gratis suponiendo cierto el Lema de Zorn.

4. Pdq el elemento mazimal es (A, <p,).

Suponiendo por contradiccion, si A, # X, existe a € X \A,,. Sea
A,, == A, u{a}. Definamos en A,, el orden parcial:

jimﬂ) i‘? g € Am
T<,y < | Falso, T =a,5€ A,,.
Verdadero, 2<,,a.

Ejercicio 1. Probar que <,, es orden parcial y extiende a <,, de
A, aA,.

Ahora hay que probar que (A, <,,) € .Z. Se tiene que 4,, =
An uia} € X.

e Pdg <, es buen orden: Si B < A,,, como siempre #<,,a, €l
primer elemento es o bien a, o bien el primer elemento de
BrA,.

e Pdq A, es ideal de A,,: Siz € A, y € A, y<pmz, como
T # a, necesariamente y € A,,.

Luego, A,, no es maximal, por lo tanto hay contradiccion.

Queda demostrado entonces que Lema de Zorn implica Principio de
buen orden.

Comentario. Lo méas importante es el esquema de la demostracién, las
demostraciones pequenas entre medio sirven para ejercitar,
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» (1) = (2)(Azioma de Eleccion implica el Lema de Zorn).

Sea (X, <) un orden parcial tal que toda cadena admite cota supe-
rior, entonces hay que probar que X posee elemento maximal para <
(utilizando el axioma de eleccién).

Comentario. Al considerar (X, <) un orden parcial tal que toda cadena
admite cota superior, estamos asumiendo las hipotesis para el lema de

Zorn, la idea es hacer que dichas hipdtesis junto con el axioma de
eleccién permitan obtener la conclusion.

Razonando por contradicciéon, suponiendo que no existe un elemento
maximal.

~(3ze X tqVbe X,b < z)

. Luego, para cualquier z € X existe be X con ~ (b<z2) < b> 2.

En particular, toda cadena C en X posee una cota superior EXTRICTA
(porque posee cota superior por hipdtesis, pero esa cota es mayorada
estrictamente por otro elemento también).

Luego para toda cadena C en X:

C*={beX:z<WrxelC}#

yC*mC=g.

Ejemplo. En (N, >), si C' := {0,1,...,n — 1} cadena, entonces C* :=
{n,n+1,..}.

Usando axioma de eleccion, para cada C cadena de X podemos escoger

un elemento g(C') en C*.

Ejemplo. En (N, =), si C :={0,1,...,n — 1} cadena, entonces una g es
g(C):=neC*:={nn+1,..}.
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Definicién 20 (Intervalo inicial). Dado un conjunto B <
X, x € X, se define su intervalo inicial hasta x como:

Sp(x) :={ye B:y<uz}

Ejemplo (Intervalo inicial). Mientras que en (R, <):
Por ejemplo, en el conjunto

(N, <) se tienen: Sk(3) = (=,3)
SN(5) = {07 1727374} 5[071](1) = [0, ].)
Simpares(8) = {173757 7} 5[1,2](3) = [17 2]

FEjercicio 2 (Sobre intervalo inicial y e ideal.). Suponga que
B=X:

1. Probar que ¢ es un intervalo inicial, pero X no lo es.

2. Probar que todo intervalo inicial es ideal, y todo ideal dis-
tinto de X es intervalo inicial.

3. Si B esta totalmente ordenado, entonces Sg(z) es cadena.
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Definicién 21 (Conjunto especial). Dado m € X, dire-
mos que B € X es especial con respecto a m si:

1. (B, X) estd bien ordenado (= B es cadena).
2. m es primer elemento de B (m € B).
3. Para todo z € B, © # m, x = g(Sg(x)).
Comentario. La ultima condicion nos dice que para el intervalo

inicial Sp(x) (que es cadena), la funcién de eleccién g escoge su
borde superior (x).

FEjemplo. En X =N con <, m =0y B =N es especial:
1. (B =N, X) estd bien ordenado.
2. 0 es primer elemento de N.

3. Para todon > 1, n = g({0,1,2,...,n — 1}) = g(n)] (g
definida antes).

Otro ejemplo es B = {Pares} y ¢({0,2,4,...,2n — 2}) = 2n

%Intervalo inicial hasta n.

\. J

Volviendo a la demostracion, fijemos m en X. Sea G la union de todos
los conjuntos especiales en X con respecto a m["}

Entonces G también es especial con respecto a m. Esto basta y sobra
para concluir una contradiccion y terminar la demostracion. En efecto,
notemos primero que G es cadena.

Sea G := G L {g(G)}. Entonces G es especial también.

1. m es primer elemento de G-
m es primer elemento de cada especial, por lo tanto lo es de la
unién de especiales G. Como ¢(G) >todos los elementos de G,
concluimos que m es primer elemento de G.

2. G bien ordenado:
Como ¢(G) € G*, necesariamente g(G) >todo elemento de G.
Luego el buen orden se preserva.

3. Para todo x # m, x € G,z = g(Sg(x)):
Hay dos casos:

9Queda pendiente hasta el final de la demostracién probar que G, la unién de todos
los conjuntos especiales en X, es especial con respecto a m, por el momento se asume
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a) Siz = g(G):

Luego, g(S¢(2)) = 9(G) = =.
b) SizeG:
Como ¢(G) > todos los elementos de G,

Se(w) ={ye Gy <g(G)} = {ye Gy <z} = Sa()
Luego, g(Sa(z)) = g(Sa(z)) = x (G especial).
Conclusién: G es el maximo conjunto especial (es la uniéon de todczs

los especiales), pero encontramos un conjunto con un elemento mas, G.

Luego necesariamente Gecd y por ende g(G) € G. Pero g por defini-
cién es tal que g(G) € G*, lo que es contradiccion (G es cadena9.

Luego, g no puede existir, es decir, X posee elemento maximal.

Pendiente: Pdq G, la uniéon de todos los conjuntos especiales en X,
es especial (¢/r a m):

1. Pdq m es primer elemento:

Sea m € G pues esta en cada especial. Si z € G, estd en algin
especial B, cuyo primer elemento es m: m < .

2. Pdq G es cadena:

Usaremos el siguiente lema muy util:

Lema 1. Si B,D son especiales = B es ideal de D o vice-
versa.

Nota: La demostracion de este lema quedard pendiente.

Usando el lema anterior, si x,y € G, existen B, D especiales tales
que x € B e y € D. Del lema anterior, o bien z,y € B, o bien
x,y € D. En ambos casos al ser especiales B y D, tenemos x e y
relacionados.

3. Pdq: G esta bien ordenado:

Razonando por contradiccién: Si no es el caso, existe B : (zx)gen
tal que xy1 < xy (i.e., sin primer elemento).

Sea By, especial tal que x;, € By. Entonces o bien By es ideal de
By, o al revés.
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Caso 1: By, ideal en Bj: Tenemos x;, € B), < By.

Caso 2: By ideal en B;: Como x, < g si k > 1, al ser By ideal
en Bk, Tk € Bo.

En cualquier caso, x € By para todo k. Pero By esta bien ordena-
do, y B = (x)ken © By no posee primer elemento, contradiccién.

4. Pdq: Para cualquier x € G, x # m,x = g(Sg(z)):

Sea B < G especial tal que x € B. Se tiene gratis que Sp(x) <
Sg(iL‘)

D. Si ahora y € Sg(z), y D es especial tal que y € D, entonces
D < B o bien B es ideal en D. En ambos casos y € B (en el
segundo caso, se usa que y<x).

Luego, y € Sp(x). Concluimos que Sg(x) = Sg(x) por lo que
v = 9(Sp(x)) = 9(Sa(x)) (B especial).

Nota: Aun nos falta probar el lema :(

Luego, queda probado el teorema fundamental, osea la equivalencia entre el
axioma de eleccion, el lema de Zorn y el principio de buen orden. |

Definicién 22 (Orden parcial estricto). Dado un conjunto A, una
relacion < sobre A se denomina orden parcial estricto si posee las
siguientes propiedades:

1. No reflexividad: No se cumple a < a para todo a € A.

2. Transitividad: Sean a,b,c€ A. Sia < by b < ¢, entonces a < ¢

Ejemplo.
1. Para N, Q,R dotados con el orden <.

2. La relacién < sobre P(X) es un orden parcial estricto.

Proposicién 12 (Principio del méximo de Hausdorff). Sea A un con-
junto y < un orden parcial estricto sobre A. Entonces existe un sub-
conjunto simplemente ordenado maximal B de A.

Ejemplo. Si (a,b) y (c,d) son dos puntos del plano R?, se define
(a,b) < (e,d) < a<cnanb=d

Lo anterior es un orden parcial de R? bajo el cual dos puntos son compara-
bles ssi estan en la misma recta horizontal. Los subconjuntos simplemente
ordenados maximales son las rectas horizontales de R2.
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Proposicién 13 (Lema de Tukey). Sea A una familia de conjuntos.
Suponiendo que para toda subfamilia B de A que esté simplemen-
te ordenada por la inclusion propia, la uniéon de los elementos de B
pertenece a A. Entonces A tiene un elementos que no esta contenido
propiamente en ningin otro elemento de A.

Teorema 4 (Fundamental, parte 2). Son equivalentes los siguientes
3 enunciados:

1. Lema de Tukey: Sea A una familia de conjuntos. Suponiendo
que para toda subfamilia B de A que esté simplemente ordenada
por la inclusién propia, la union de los elementos de B pertene-
ce a A. Entonces A tiene un elementos que no esta contenido
propiamente en ningtin otro elemento de A.

2. Principio del maximo de Hausdorff: Sea A un conjunto y
< un orden parcial estricto sobre A. Entonces existe un subcon-
junto simplemente ordenado maximal B de A.

3. Lema de Zorn: Sea (A, <) un orden parcial tal que toda cadena
B < A posee cota superior:

dz=2(B)e AtqVye B,y < z
Entonces A posee un elemento maximal, es decir

ZeAtqVye A,y <z

Demostracion. Se probara (1) = (2) = (3) = (1).

1. Para probar que (1) = (2)

43
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1.5. Aplicaciones del Lema de Zorn

A continuacién se presentaran algunas construcciones donde se utiliza el
Lema de Zorn para probar algunos resultados interesantes.

1.5.1. Existencia de una funcién entre dos conjuntos

Proposiciéon 14. Sean A, B conjuntos y R una relacién en A x B con
dominio A (todos los = € A estén relacionados con algin y € B. Existe
fSR, f:A— B funcion.

Demostracion. Para comenzar, se define la clase
F :={8|8 € R es relacién en A x B tq Va € Dom(S) < A,3lb e BY]

Veamos que el orden < es orden parcial en (F, <), pues verifica lo siguiente
(sin mayor detalle):

i) Refleja: Sea S € F, luego es facil confirmar que S< S .
ii) Antisimétrica: Sean S, Q€ F S < Qy Q € S, entonces S = Q.

iii) Transitiva: Sean §,Q,T € F, tal que S € Q y Q < T, entonces
ScT.

Luego en (F, <), tomamos una cadena arbitraria no vacia C' < F, sea la
clase de las cadenas:

C := {C|C sea cadena de (F,<)}

Luego es facil ver que VC € C, |_| c € C (por ende € F) es cota superior de

ceC
C. Por lo tanto, por el lema de Zorn se concluye que (F, <) posee elemento

maximal.

Sea f € F el elemento maximal, luego veamos que f es tal que A —
B funcién, para ello, razonando por contradiccion supongamos que no es
funcién en todo A, osea que existe a € A tal que (a,b) ¢ f para todo b € B
(osea que hay un punto del dominio que no es tomado y por ende no se le
asigna imagen), luego se tiene que (f u {(a,b)} € F para algin b (fijo), lo
que contradice la maximalidad de f en F. Se concluye que Va € A,3lb € B
por medio de f, por lo tanto es funciéon en todo A como dominio. |

1.5.2. Estructuras algebraicas
Recordemos que un subconjunto I < R se denomina ideal de R si:
rel,yeRjy<z=yel

A partir de la definicion de ideal se extienden las siguientes nociones
sobre ideales:

HEste es un caso en el que importa mucho el orden de los cuantificadores.
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Definicién 23 (Ideal propio). Un ideal I de R se dira ideal propio si I # R.

Definicién 24 (Ideal maximal). Un ideal propio I de R se dice ideal maximal
si es maximal con respecto a la inclusion entre otros ideales propios.

Comentario. El ideal maximal es el ideal mas grande

Definicién 25 (Grupo). Sea (G, ) una estructura algebraica, se dice grupo
si verifica:

1. = es asociativa.
2. (G, *) posee neutro e € G.
3. Todo elemento x € G posee inverso 27! € G.

Definicién 26 (Grupo abeliano). Si (G, ) es un grupo, se dice abeliano si
* es conmutativa.

Definicién 27 (Anillo). Sea (A, +, ) una estructura algebrdica, se dice que
es anillo si verifica:

1. (A, +) es un grupo abeliano.
2. - es asociativa.
3. - distribuye con respecto a +

Definicién 28 (Anillo conmutativo). Un anillo (R, +, -) se dice conmutativo
si la operacion - es conmutativa.

Definicién 29 (Anillo con unidad). Un anillo (R, +,-) se dice con unidad
si la operacién - posee neutro en A (denotado por 1).

Ejemplo. (Z,,, +n, ) es un anillo conmutatio con unidad.

Definicién 30 (Ideal propio de un anillo). Un subconjunto no vacio I < R
de un anillo R es un ideal si:

= [ es subgrupo aditivo de R.
» V(z,y) € I x R es cumple que x -y € .

Propiedad 1. Los ideales de un anillo conmutativo pueden ser ordenados
parcialmente por inclusion.

Teorema 5. El conjunto {0} es ideal propio.

Demostracion. Veamos que {0} es ideal propio: Claramente es un subgrupo
aditivo. Sea r € R,r-0 = 0 € {0}.

= {0} es ideal propio. |

Teorema 6. Si U es ideal propio, entonces 1 ¢ I.
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Demostracion. Supongamos que 1 € I (para buscar la contradiccién), luego
Vre R,1-r=re1, yaquel es propio y cumple con esto.

Pero Vr € R,r € I, entonces R = I, no obstante se supone que es ideal
propio (contradiccion).

=1¢1

Teorema 7. Todo anillo conmutativo contiene un ideal propio maximal.

Demostracion. Sea S = {I < R|I es ideal propio de R}, entonces S se puede
ordenar parcialmente por inclusién (<).

Sea {I,}aca < S un conjunto totalmente ordenado, luego definimos

|_| I, = I, con A conjunto de indices.
acA

= [, cIVae A

Para la demostracién necesitamos usar el lema de Zorn, para ello hay
que verificar las siguientes hipdtesis:

1. T es ideal de R.
2. I es ideal propio de R.

3. I es cota superior.

1.5.3. Base de Hamel

Recordemos algunas definiciones sobre espacios vectoriales:

Definicién 31 (Independencia lineal). Sea X un espacio vectorial,
luego U < X se dice linealmente independiente, si para cada {u;}ic;
U finito y para cada {A},cr < R se tiene

Z)\iuZ-:Oz)\i:OWe[

el
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Definicién 32 (Espacio vectorial de dimensién finita). Un espacio
vectorial X se dice de dimensiéon finita, si para cada n € N, existe
un conjunto con n elementos en E que es linealmente independiente.
Asi X es de dimension finita, es decir, existe n € N tal que para cada
conjunto {uy, ...,u;11} S X, existen {\1, ..., \,11} € R no todos cero

tales que
n+1

d=il

En dicho caso, el minimo nq con ésta propiedad se dice es la dimensién

de X.

Definicién 33 (Base algebraica o de Hamel). Un conjunto U < X se
dice base algebraica (o de Hamel) del espacio vectorial X si:

1. U es linealmente independiente.

2. (B) = X, es decir, para todo x € X existen subconjuntos finitos
{ur,..;un} € By {A1,...; \n} € R de forma que

n
i=1

Teorema 8 (Existencia de la base de Hamel). Todo espacio vectorial
X posee una base de Hamel, esto es, existe {e;};c; € X tal que Yz € X,
3J < I finito, y {)A;}jes S R tales que:

T = Z)\j@j

jed

Comentario. Note que I puede ser un conjunto con cardinal cualquiera, en
particular es interesante estudiar para el caso de I infinito, puesto que inde-
pendiente de eso, existe J finito para indexar la combinacién lineal.

Demostracion. Sea {A < X : A es un conjunto l.i.} ordenado mediante
inclusién. Notemos que S es no vacio pues cualquier conjunto con un solo
elemento es Li. (los singletons {z} € S}). A continuacién se desea satisfacer el
Lema de Zorn, para ello hay que ver que VC < S cadena posee cota superior.

Intuitivamentd'?| es posible pensar que B = |_| A es cota superior de C,

AeC
para esto se debe mostrar que B e Sy que A< B VA € C. A continuacion
probemos que efectivamente B cumple lo que queremos:

12Es un candidato conveniente.
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= Pdq B es cota superior:
Como el orden es la inclusién de conjuntos, ésto equivale a decir que
A < B para todo A € C (pues B es la unién de los A € C).

= Pdq B € 5, osea que B es un conjunto linealmente independiente:
Sean {x1, T2, ...,x,} € By {A\1, Ag, ..., A\, } € R tales que:

i=1

Como {1, %3, ...,x,} € B, cada elemento debe estar en algiin A; € C, y
por ser C una cadena se tiene que debe existir un A; mas grande que
todos, digamos A,,. Es decir que A; € A,, para i€ {1,....n — 1}.

Con lo anterior se tiene que x,...,x, € A,, el cual por estar en C es
linealmente independiente, con lo que concluimos que necesariamente
A1 =...= A\, = 0. Por lo tanto, como B es linealmente independiente
se encuentra en S.

Por lo tanto, por Lema de Zorn se tiene que S tiene elemento maximal, sera
denotado por B (note que el Lema de Zorn sélo asegura la existencia de B).

Ahora probaremos que este conjunto que es elemento maximal es base
de X, osea que genera a X, puesto que ya se sabe que B es un conjunto L.i.
(puesto que pertenece a S).

Razonando por contradiccion. Supongamos que existe xy € X tal que no
se puede escribir como combinacién lineal (finita) de elementos de B.

Sea B = 7[3 u {zo}, veamos que es linealmente independiente: Sean
X1,y Tpo1 € By A1, .o, A1 € R\{0}. Vemos que si

n—1
=0

1n1

= To = )\7 )\isi
0 ;=1

7

lo cual es una contradiccion, y por lo tanto B es linealmente independiente,
lo cual contradice la maximalidad de B. Por lo que se concluye que B es
base de X. |

Proposicion 15. Existen dos funciones periddicas f,g tal que
f(x) +g(x) =z, VreR
Proposicion 16. Existe una funcién discontinua f : R — R tal que

flx+y) = fx)+ f(y)
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1.5.4. Propiedad de interseccion finita, filtros y ultra-

filtros

A continuacién se estudiard la existencia de ultrafiltros no triviales (Boo-
lean Prime Ideal Theorem), para ello comenzamos con la siguiente definicion:

Definicién 34 (Filtro). Un filtro sobre un conjunto no vacio X es una

coleccién F < P(X) que verifica:

1. XeFygé¢F.

2. Si A, B e F entonces Arm B e F.

3. SiA,Bc X, Ae Fy A< B entonces B € F.

FEjemplo. El filtro F es llamado principal o trivial para algin Ay
F={Ac X|A4, c A}

Definicién 35 (Propiedad de interseccion finita). Una familia de con-
juntos G < P(X) tiene la propiedad de interseccién finita (PIF) si
toda coleccion finita {G1,...,G,} S G tiene interseccién no vacia, es

decir:

|1|Gi #*
i=1

Proposicién 17. Todo filtro F verifica la PIF.

Demostracion. Razonando por con-
tradiccion supongamos que el filtro F
no cumple la PIF, luego para alguna
coleccion finita {F;}? ; < F se tiene

que
[F=2
=1

debido a la definicién de filtro (2, ase-
gura la clausura para la interseccion
finita) se tiene que ¥ € F, lo cual es
una contradiccién, pues por la misma

definicién de filtro (1) & ¢ F. |

Proposiciéon 18. Si G < P(X) tiene la PIF, entonces existe un filtro F

sobre X tal que G < F.

Demostracion. Veamos que como G cumple la PIF, luego & ¢ G, ademas
cualquier coleccion {Y;} ; € G cumple que

e
=1

A partir de cualquier G € P(X) que tenga la PIF, consideremos la siguiente

coleccion:

M:={Y € X3{Yi}},, = G con [ |V c Y}

Veamos que M es filtro en X.

=1



50 CAPITULO 1. TEORIA DE CONJUNTOS

i) Veamos que X € M. Se sabe que G < P(X), por lo tanto para cual-
quier coleccion finita (aunque bastaria con encontrar una conveniente)
{Y}I, < G se tiene que

ﬁngmgx
=1

vjie{l,...,n}

|

Por lo que se deduce que X € M.

ii) Veamos que ¢J ¢ M. Razonando por contradicciéon supongamos que
€ M, osea que existe {Y;}I, < G tal que

e o
=1

y como @ € A < X, se tiene que
—

VAC X

(% -2
i=1

Lo que es una contradiccion, puesto que G cumple la PIF por lo que
no existe alguna coleccién {Y;}" ; € G con interseccién vacia.

iii) Veamos que si A, B € M entonces Am B € M. Veamos que A, B € M,
entonces

{ A}, < G con |_|AZ~ cA
i=1

m

HB;}", <G con |_|Bi cB

i=1

Luego tomando la coleccion (finita) {A;}7, u{B;}, < G se tiene que

<HA)<ﬁB> cAnB

" J
"

Sigue siendo interseccién finita.

concluyendo asi que A B € M.

iv) Sea Ae My B < X tal que A € B, veamos que B € M, para ello
basta con notar que se cumple que

A}, = G con |_|AZ- cAcB

i=1

concluyendo asi que B € M.
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Por lo tanto M es filtro, probemos ahora que G < M. Para ello veamos
que si G € G entonces G € M. Considerando la colecciéon (conveniente)
{G,H} < G (H serda un soporte para realizar la interseccion finita), luego
como G cumple la PIF nos asegura una interseccion no nula G m H < G,
por lo tanto G € M. Concluyendo asi que para cualquier colecciéon G que
cumple la PIF existe un filtro M que lo contiene. |

Definicién 36 (Ultrafiltro). Un filtro F sobre X se dird ultrafiltro si:

VY < X se verifica que Y e FvY“ e F

Proposiciéon 19. Un filtro F es ultrafiltro si y solo si F es maximal (con
respecto a la inclusién).

Demostracion. (—) Suponiendo que el filtro F es maximal, osea que para
cualquier filtro G sobre X, G € F (respecto a la inclusién). Veamos a
continuacion que es ultrafiltro:

Razonando por contradiccién supongamos que F no es ultrafiltro, esto
es, existe A € X tal que ni A ¢ F ni X\A ¢ F, entonces tomamos las
posibles extensiones a F:

F 1 {A} o bien F 1 {X\A} sea filtro
Luego veamos dos posibles casos:

i) Supongamos que al menos una de las posibles extensiones cum-
plen la PIF, esto quiere decir que existe un filtro H que la extien-
de, esto es:

Fc F u{A} cH
—_——
o bien usando Fu{X\A}
lo que contradice la maximalidad del filtro F.

ii) Supongamos que ninguna de las dos extensiones cumplen la PIF,
esto es que existen las colecciones {F;}"_,, {F/}™, < F tales que:

(ﬁF> nA=gy <ﬁF'> nX\A=g

Luego, se puede decir que:

m

ﬁFigX\Ay [1FicA

i=1 i=1

pero al intersectar ambas colecciones, debido a su disjuncién

(1) ~(01) -

lo cual es una contradiccion, pues F cumple la PIF debido a que
es filtro.
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(«) Suponemos que F es ultrafiltro sobre X, osea que
VA € X se verifica que Ae F v (X\A) e F

Razonando por contradiccion, supongamos que JF no es maximal, para
ello digamos que existe G < X tal que G ¢ F y que F u {G} es filtro
(es el que le gana la maximalidad a F).

Por otro lado, como F es ultrafiltro y G ¢ F, entonces (X\G) € F,
entonces:

Ge(FulGh)a (X\G)eFc (Fu{a)

Luego notemos que G 1 (X\G) = &, por lo tanto F 1 {G} no cumple
la PIF, lo que contradice que sea filtro, concluyendo que F es un filtro
maximal.

|
Proposiciéon 20. Todo filtro puede ser extendido a un ultrafiltro.

Demostracion. Sea X un conjunto no vacio. Sea un filtro sobre X: F < P(X).
Recordemos que cualquier filtro F verifica la PIF. Por otro lado definimos
el siguiente conjunto

Q:={G|F G < P(X)A G verifica la PIFErl}

Veamos que Q posee un orden parcial con respecto a la inclusiéon de conjuntos
(como relacién):

i) Veamos que Q es refleja: Sea @ € Q, luego es facil ver que Q < Q.

ii) Veamos que Q es antisimétrica: Sean QQ, R € Q tal que Q < Ry
R < @, entonces () = R (doble inclusion).

iii) Veamos que Q es transitiva: Sean Q, R, S € QtalqueQ € Ry R< S,
entonces ) < S.

Luego, como (Q,<) es orden parcial, deseamos verificar las hipotesis del
Lema de Zorn, para ello, sea C cualquier cadena no vacia de Q, luego es
posible ver que para cualquier cadena C' € Q existe una cota superior.

Veamos que la cadena C es un orden total, en particular también es orden
parcial, veamos que verifica las hipotesis del Lema de Zorn: Toda cadena K
de la cadena C (K < C) posee cota superior, dicha cota superior se define a
partir de

|_| ce K< Q

ceK
Como toda cadena K < (' posee cota superior se concluye mediante le-
ma de Zorn que la cadena C posee elemento maximal denotado C, luego
dicho elemento maximal sirve de cota superior para la cadena C en par-
ticular, por lo tanto como cualquier cadena C tiene elemento maximal se

13 Asf aseguramos que no se sume el conjunto vacio a la coleccién, entre otras cosas.
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concluye mediante el lema de Zorn que Q posee elemento maximal.

Veamos que el elemento maximal obtenido es el ultrafiltro buscado:

i)

ii)

Veamos que H es filtro: Razonando por contradiccion, supongamos
que H no es filtro, pero como H € O se puede afirmar que verifica
la PIF, luego existe un filtro J tal que H < J, ademas J € Q, lo
que contradice la maximalidad de H. Se concluye que el maximal H
es filtro.

Veamos que H es ultrafiltro: Como H es un filtro en X y es maximal,
se concluye que es ultrafiltro.

Se concluye que para cualquier filtro F, existe un ultrafiltro H que lo ex-
tiende. ]

Resumen: Filtros y sus propiedades

Podemos clasificar lo visto en propiedades

1. Todo filtro tiene la PIF.

2. Todo filtro maximal es ultrafiltro.

y en extensiones

1. Toda colecciéon que tiene la PIF se puede extender a un filtro.

2. Todo filtro se puede extender a un ultrafiltro.
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Capitulo 2

Ordinales y cardinales

2.1. Ordinales

2.1.1. Preorden

Definicién 37 (Preorden). Sea A una clase no vacfa (o conjunto).
Una preorden (A, <) es una subclase R € A x A con una relacién
binaria < que satisface:

1. Refleja: x < x < (v,x) € R.

2. Transitiva: Six <yey<z=1x< 2.

Ejemplo.

1. Relacion de igualdad: Para todo conjunto A, la relacion {(a,b)|a = b}
es un preorden.

2. Orden usual: En E, la relacion {(z,y)|x < y} es un preorden.

3. Contraejemplo con desigualdad estricta: En E, la relacion {(z,y)|z <
y} no es un preorden, puesto que = < .

4. Preorden en C: Se define el preorden z; < 25 ssi |z1] < |22

Definicién 38 (Elemento maximal y cota superior). Sea (A, <) un
preorden, se define:

1. m € A se llama elemento maximal en A si para todo a € A,
m < a, entonces a < M.

2. ag € A se llama cota superior para un subconjunto B < A si
para toto be B, b < ay.

Proposicion 21. Sea (A, <) un preorden, si cumple que para a,b € A,
a<bArb<a=a=0

entonces (A, <) es un orden.

25
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2.1.2. Orden parcial y buen orden

Del capitulo anterior es importante recordar lo siguiente:

i) Sea A una clase no vacia (o conjunto). Un orden (parcial) (A, <) es
una subclase R de A x A mas una relaciéon binaria <, que satisface:
1. Notacion: v <y < (x,y) € R.
2. Refleja: v < x.
3. Antisimétrica: Siz <yey <z =1 =71.
4. Transitiva: Siz <yey<z=1x< 2.
ii) Un orden parcial < en A se dice buen orden (o que A estd bien orde-

nado, o que A es ordinal), si todo subconjunto no vacio B de A, posee
un primer elemento para <, es decir:

drge BtqVye B, zo <y

Luego:

1. Todo conjunto (X, <) bien ordenado, se dice ordinal.

2. (N, <) es un ordinal, denotado w.

Ejemplo. A continuacion se vera que en los naturales impares, el orden:

n <. m <+ <L noesbuen orden.

Desarrollando es posible notar que % < % es equivalente a decir que
m < n. Por otro lado, se sabe que (N, <) es un buen orden, por lo tanto
todos los subconjuntos (en particular los impares) con el orden < tienen
primer elemento. Sea ng el primer elemento de los impares, quiere decir que
no < n para todo n natural impar, luego % < nio, lo que implica que m <, ng,
luego los naturales impares con el orden <. no tienen primer elemento, por
lo tanto no son buen orden.

RECORDEMOS LA DEFINICION DE IDEAL: Sea (A, <) un orden parcial.
Se dice que S € A es ideal si verifica que:

seSAyeAry<xr=yeSf

Proposicién 22. Toda unién y toda interseccion de ideales de (A, <) es
ideal en A.

Demostracion. Pégina 37 de [3] |

RECUERDE LA DEFINICION DE INTERVALO INICIAL: En un conjunto
B c X, x e X, se define su intervalo inicial hasta x como:

Sp(x):={yeB:y <z Ay #uz}
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FEjemplo. Comparando las nociones de ideal e intervalo inicial, veamos que
en (X, <):

1. X, ¥ son ideales.
2. ¥ es intervalo inicial, pero X no es intervalo inicial.
Teniendo en cuenta la nociéon de intervalo inicial veremos el siguiente

principio:

Teorema 9 (Principio de induccién transfinita (PIT)). Sea (X, <)
conjunto bien ordenado y A € X no vacio tal que

Vee X, (Sx(z) c A=z€ A)

Entonces A = X.

Demostracion. Razonando por contradiccién, suponiendo que A # X, en-
tonces X\ A es no vacio, luego como X\ A es subconjunto de un buen orden
posee un primer elemento m. Utilizando la hipdtesis, el intervalo inicial has-
ta m cumple Sx(m) € A, y por ende m € A, lo que lleva a contradiccion, se
conluye que A = X. |

Comentario. ;Qué se usa en la demostraciéon? Se utiliza que X es bien or-
denado.

Observacion.

1. El PIT generaliza el ppio. de induccién presente en los naturales, donde
X =N.

2. En X = N se lee
Vn+1eN,({0,1,...n,n+1} S A=n+1€eA)

v
Intervalo inicial

3. PIT funciona sobre cualquier conjunto bien ordenado, por ejemplo
(R, <gr) (pero lamentablemente <g no es conocido).

2.1.3. Isomorfismo entre buenos 6rdenes

A continuacion se introduce la nocién de un morfismo entre érdenes, oséa
una funcién que preserva propiedades del orden:

Definicién 39 (Isomorfismo entre érdenes). Diremos que los con-
juntos bien ordenados (Xi,=<;) y (X2,<5) son isomorfos si existe
f X1 — X tal que

1. f es biyeccion de X; a Xs.

2. f preserva el orden, osea que

=<1y = f(r) <2 f(y)
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Ejemplo. Sea f : N — 2N dada por f(n) = 2n, donde n < m = 2n < 2m
(usando los érdenes usuales).

Proposiciéon 23 (Unicidad del isomorfismo). Sean (A, <,4) v (B, <
conjuntos bien ordenados, y si las funciones f,g : (4,<4) — (B,<p) son
isomorfismos, entonces f = g.

Demostracion. Sea A < A conjunto definido por:

A= {ae Alf(a) = g(a)}

Ver que A es no vacio: Notar que si ag € A es el primer elemento de A

(ses sabe que existe por buen orden) con el orden <4, como f, g son isomor-
fismos entonces para cualquier f(a), g(a) € B se cumple que f(ag) <p f(a)
y ademas g(ag) <p g(a).
Ver que entonces f(ag) = g(ap), pera razonando hacia contradiccion se su-
pondré que f(ag) # g(ao), entonces f(ag) <p g(ag) con g(ag) € B, o bien
g(ap) <p f(ag) con f(ap) € B, no simultdneo bajo el supuesto de que no se
alcanza la igualdad, lo que es contradiccién. Se concluye que f(ag) = g(ayp),
y por ello a € A, siendo un conjunto no vacio.

Ver que A = A: Buscando utilizar el principio de induccién transfinita,
entonces tomando ag <4 @ con algiin @ € A se define el siguiente conjunto
no vacio (ag trivialmente pertenece):

Sa(@):={aeAla<asan fla)=g(a)} = A
SuponiendoTa contenciéon

A continuacién se vera si acaso a € A, vemos que S4(a)¢ < A, por lo tanto
(Sa(@)¢, <) es un conjunto bien ordenado y por ende posee primer elemento,
notar que son dos los posibles casos, puesto que se niega la proposiciéon que
compone a Sy (a).

—'(CL <apq0a AN f(a) = g<a>)
=—(a<aa)v —(f(a) =g(a))

1. @ es el primer elemento de S4(@)¢, ademds que los conjuntos
f(5a(@)) = B A g(Sa(@)’) = B

son bien ordenados con el orden <p, entonces f(a) <p f(a) y g(a) <p
g(a) sia <4 a.

Razonando por contradiccion, se supondra que f(a) # g(a), enton-
ces

f(@) <p g(@), o bien g(a) <p f(a)

tomando la relacién de orden de forma estricta puesto que estamos
suponiendo que no se alcanza la igualdad. Debido a la definicién de
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Sa(a) es directo afirmar que f(Sa(@)) = g(Sa(a)), luego como f, g son
biyectivas (basta con la inyectividad[b entonces

f(Sa(@) nf(Sa(@)) = &
—

Utilizando lo anterior, tomando que f(a) <p g(a) (viendo que g(a) <p
f(@) es andlogo), donde g(@) es el primer elemento de g(Sa(@)°), en-
tonces

f(@) € g(Sa(@)) = f(S5a(@))

entonces @ € Sy(a) lo que es contradiccion, por lo tanto f(a) = g(a).

2. Suponiendo que existe algin a* tal que ag <4 a* <4 ay f(a*) # g(a*),
contradice qge se haya supuesto la contenciéon S4(a) < A que es parte
de la hipétesis de la induccién transfinita, luego como no existe dicho
a* basta con trabajar el caso anterior para concluir.

Luego como @ € A, se concluye mediante el principio de induccion transfinita
que A = A, y como f,g son biyecciones entonces es posible concluir que
f(A) = g(A) = B, queda demostrado entonces que f = g. |

Proposicion 24. El mapeo

M: (X,x) — ({intervalos iniciales en X}, <)
r — M(z)=Sx(z)

es isomorfismo entre X y la clase de intervalos iniciales de X.

Demostracion. Para probar que es isomorfismo se verifican las dos condicio-
nes:

1. Verificar que se preserva el orden: En efecto, si x < y, claramente
Sx(x) € Sx(y) ya que ¥z tal que z < & < y entonces z < y, luego se
preserva el orden con la inclusién de los intervalos iniciales.

2. Biyectividad:

a) Inyectividad: Recuerde que si z # y, se tiene Sx(x) # Sx(t),
lo que prueba que es inyectiva (contrarreciproca). En efecto, si
x < y entonces para = € Sx(y) (pues x < y) pero z ¢ Sx(z), te-
niendo un elemento al menos de diferencia entre dichos intervalos
inicialed]

b) Sobreyectividad: La sobreyectividad es directa de que a cada Sx (z)
se le asocia x mediante la preimagen.

Ver anexo, propiedades de la interseccién.
2E] intervalo inicial no toma el "limite".
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Concluyendo asi la biyectividad.
|

Comentario. La proposicion anterior asegura un isomorfismo mapeando des-
de un punto hacia un intervalo inicial hasta ese punto.

Corolario 9.1. La clase de ideales de X esta bien ordenada con la inclusion.

Demostracion. Basta notar que

{intervalos iniciales en X} L{X} = {ideales de X}

'
Ordenados con la inclusién.

Como los intervalos iniciales son bien ordenados para la inclusién, ademés
como {X} es el término maximal para la misma inclusién, la unién va a seguir
siendo buen orden, asi se concluye que los ideales son bien ordenados. W

Teorema 10 (Comparabilidad de ordinales). Si W,X son conjuntos bien
ordenados, una y solo una de las siguientes tres son ciertas:

1. W es isomorfo a X.
2. W es isomorfo a un ideal de X.
3. X es isomorfo a un ideal de W.
Demostracién. Revisar el texto [3] de la bibliofrafia.
Ejemplo. 1. f:{1,2,3,...} > N dada por f(n) =mn — 1 es isomorfismo.
2. {a,b,c} con a < b < c es isomorfo al ideal {0,1,2} de N.
3. {1,2,...;0} no es isomorfo a N (el orden de los elementos importa).

4. W = N es isomorfo a {1,2,3,...}, ideal de X = {1,2,3,...;0} (f3(n) =
n + 1, ojo con el orden).

Teorema 11. La clase de todos los conjuntos bien ordenados esta bien
ordenada con el orden W; < Wy < W es isomorfo a un ideal de Ws.

Demostracion. Propuesta como ejercicio, pruebe que es orden total.

Si C es una clase no vacia de conjuntos bien ordenados, y si W5 € C, cada
W1 < Wy es isomorfo a un ideal A; de W5, Como la clase de ideales de W5
estd bien ordenada con la inclusion, existe primer elemento y concluimos. W

FEjercicio 3. (El conjunto {0,1,—1,2,—2,...} con el orden presentado a qué
es isomorfo?

2.1.4. Construccion del buen orden de Z y QQ

A continuacién se desarrollara el buen orden de los conjuntos Z y QQ con
el fin de poder aplicar lo ya estudiado y profundizar la nocién adquirida
hasta este punto.
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Buen orden de Z:
Notar que es posible reordenar el conjunto Z de la siguiente forma:
0,—-1,1,2,-2,3,-3,....,n,—n, ...

lo que permite organizar un primer elemento como ocurre en N al arrojar
+00 hacia el mismo lado del orden. Para lograr lo anterior, es facil pensar
en el siguiente orden en Z:

(s @] =1ly| ~ z<y
T <Z!/-{obien 2| < |yl

Ver que <z es un orden parcial:

1. Refleja: Sea x € Z, luego |z| = |z| y x < x, puesto que el orden usual
tiene la propiedad refleja, lo que implica que x <z x.

2. Antisimétrica: Sean x,y € 7Z, entonces si:
rT=<zy N Y=<z
= | (2l <lyl) v (| =yl nz <) [A | (yl <lz]) v (Jyl = |z] ry < )

o -/ . 7/ - / o >
~~ ~" ~" ~~—

a b c d

Veamos cémo distribuyen estas proposiciones logicas:
(avb)a(cvd)=(anc)v(and)v(bnc)v (bnd)

Pero como hay condiciones que no pueden darse simultaneamente pues-
to que son excluyentes, tales como por ejemplo a y c:

= (avb) A(cvd) =(bnd)

= el =lylre<yry<z
Luego, por antisimetria del orden usual

=r=y
Teniendo la antisimetria para el orden <.
3. Transitiva: Sean x,vy, z € Z, donde:
rT=<zyY N Y=<z=z

= | (=l <lyl) v (el =yl rz <y) In| (yl <lz)) v (yl = |z ry < 2)

A 7 L. 7/ L. 7 -
Y Y v Y

a b c d

De lo anterior se tienen 4 posibles casos que veremos a continuacion:

a) x| < |yl < |z| = |z] < |2| = = <z =
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b) |x| <ly| = |z| = |z| < |z| y se concluye.
c) |x| = |yl < |z| = |x| < |z| ¥ se concluye.

d) |z| =|y| = |z| y * < y < 2, luego se tiene en particular que = < z,
por lo tanto = <7 z.

Se concluye que<y tiene la transitividad

Se concluye que <z es un orden parcial en Z. Ahora queda ver si todo Z < 7Z
posee primer elemento para concluir que es buen orden.

Ver que existe el primer elemento para los subconjuntos: Para probar que
todo subconjunto B < Z posee primer elemento, hay que estudiar 2 casos,
debido a que es comprobable que 0 es el primer elemento de Z, para ello
se supone que con el orden <z, entonces existe z € Z tal que z <z 0, y se
concluye que z = 0. Los casos son:

1. 0e B.
2.0¢ B

Caso 1: Se desea probar que: Si 0 € B, entonces 0 es el infimo de B. Sea
a <z 0, entonces
la| =10 =0Aa<0

o bien
jal < [0] =0
pero del primer caso se tiene que |a| = 0 (def. de infimo), entonces a = 0,

mientras que en el segundo caso, no existe a € Z tal que |a| < 0. Se concluye
que si 0 € B, entonces 0 es el primer elemento de B.

Caso 2: Sea B < Z tal que 0 ¢ Z, se tiene que 0 € Z\B (el cero se
encuentra en su complemento), luego es posible notar que existe al menos un
intervalo inicial (siempre que hablemos de intervalo inicial, se hace referencia
a los i.i. no vacios) Sz(m) < Z\B, donde m es el sucesor inmediato del cero
(—1), entonces es posible definir la clase no vacia de:

S := {Intervalos iniciales disjuntos con B < Z}

1. Ver que &g es un orden parcial con la inclusion (<): Como < es un
orden conocido, se concluye.

2. Ver que cualquier cadena C < &g posee cota superior: Se propone la
siguiente cota:
C = |_| c

ceC

Luego, como la unién de intervalos iniciales sobre un conjunto con
un orden total (pues son todos comparables y con la transitividad se
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BeZ
N e & @ %%

\ - (%)

Figura 2.1: Conjunto Z bien ordenado, con un
subconjunto B < Z cualquiera, tal que 0 ¢ B.

asegura la contencién) es un intervalo inicial, se concluye que C' € C <
G, y evidentemente para cada cadena C, para todos sus elementos c,
C funciona como cota superior.

Luego, se concluye mediante el lema de Zorn que Gp posee elemento maxi-
mal, se denotard por Sx(b). Ver que b es minimo en B:

1. Ver que b € B: Razonando por contradiccion, suponiendo que b ¢ B,
luego se descarta la situacion en que existe un a € B tal que a <z b,
pues la clase de intervalos iniciales se construye basandose en el com-
plemento de B. Por otro lado, como b ¢ B, luego Sx(b) < Sx(b) u {b},
donde Sx(b) L {b} es intervalo inicial, pues un intervalo inicial donde
se une el sucesor inmediado sigue siendo intervalo inicial, pero como
b ¢ B entonces (Sx(b) b {b}) € &p, lo que contradice la maximalidad
de Sx(b). Se concluye que b e B.

2. Veamos que b es minimo: Razonando por contradiccion, suponiendo
que b no es minimo de B, osea que existe a € B tal que a <z b, luego por
definicién de intervalo inicial a € Sg(b), lo cual es una contradiccion,
pues Sg(b) y B son disjuntos. Se concluye que b es minimo de B.

Se concluye que todo subconjunto de Z posee primer elemento.

Buen orden de Q:

Note que es posible ordenar el conjunto Q de la siguiente forma: Figura
2.2l Dénde se describe Q mediante un producto cartesiano, pues todo g € Q

se escribe de la forma % = g donde n € (Z,<z) y m € (N\{0}, <), donde

N, Z estan con sus buenos érdenes.

Lo anterior se representa en la Figura [2.2] donde las filas son Z con su
buen orden y las columnas son N con su buen orden (los indices de la figura
denotan solo la posicién del elemento de Z, N respectivamente.)

Sean (n;,m;) € Q con escritos de la forma ya explicitada antes, donde
i€ {1,2}, se define el orden <g como:

(n1,m1) <g (n2,ma) < (N1 <z n2) v (N1 = ng A M1 <p\j0y M2)
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Figura 2.2: Buen orden de Q.

Ver que <q es un orden parcial:

1. Refleja: Sea q = (n,m) € Q, luego n <z n 'y, o bien también se cumple
que n = n A m <y\(o M, luego se hereda la propiedad refleja de <z,
y de <n\0}, entonces ¢ = q.

2. Antisimétrica: Sean ¢y, g2 € QQ, entonces si:

1 =Qq N @ =Qq

gnl <z nQE v (n1 = na A my <o} Ma)
g ~ ~~ ~
a

— b

A (n2 <7z Tll) \Y (n2 =nN1 A My ﬁN\{O} ml)

(-

> o
Y ~"

¢ d

Luego note como distribuyen las proposiciones logicas:
(avb)a(cvd)=(anc)v(and)v(bnrc)v (bnad)
De lo anterior se tienen 3 posibles casos:

a) a A c: Se concluye por la antisimetria de <.

b) b A d: Se concluye por la antisimetria de <y, 0 bien se podria
usar la igualdad en Z para usar la antisimetria en Z.

¢) a A d o bien ¢ A b: Se concluye porque al tener en b,d la igual-
dad n; = ns, se puede volver al primer caso para concluir por
antisimetria de <.

Se concluye la antisimetria.
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3. Transitividad: Sean qi,qa2,q3 € Q tales que: ¢1 <g @2 ¥ ¢ <o ¢s,
entonces

Enl <7z 7122 \ (n1 = TN N M ﬁN\{Q} mg)
i ~ "

b

=

A (ne <z ng) v (ng = n3 A ma <m0} M3)

o v . ]
~" -~

d

Luego las proposiciones logicas distribuyen como ya se senald en la
demostracion de la antisimetria, entonces hay casos:

a) a A c: Se concluye por la transitividad de <.

b) bad: Se concluye por la transitividad de <m0}, 0 bien, se podria
usar la igualdad en Z para usar la transitividad en Z.

¢) a A d o bien ¢ A b: Se concluye porque al tener en b,d la igual-
dad n; = ns, se puede volver al primer caso para concluir por
transitividad de <.

Se concluye que <¢ es un orden parcial.

Ver el primer elemento para los subconjuntos: Para esta demostracion,
se tienen dos casos (anédlogo al caso en (Z,<yz). Sea B < Q

1. 0e B.
2.0¢ B

Caso 1: Se desea probar que: Si 0 € B, entonces 0 es el infimo de B. Sea
p= (np7 mp) <o 0, entonces

npﬁNO:n(,:O

o bien
n, =0Am, <mg

. . n
pero del primer caso se tiene que p = s con ny, = 0, entonces se concluye
por def. de infimo. En el segundo caso se concluye porque n, = 0 directa-
mente.

Caso 2: Utilizando la misma idea de la demostracion utilizada para el
buen orden de Z, considerando B < Q, se toma la clase &g no vacia de
los intervalos iniciales, dicha clase es un orden parcial con la inclusién y el
candidato a cota superior en la cadena es la unién (andlogo).

Finalmente se concluye mediante lema de Zorn que la clase de los ideales
basada en el conjunto B, posee elemento maximal, lo denotamos Sx(b).
Veamos que b es minimo en B:
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1. Veamos que b € B: Razonando por contradiccién, suponemos que
b ¢ B, luego se descarta la situaciéon en que existe un a € B tal
que a <g b, pues la clase de intervalos iniciales se construye ba-
sandose en el complemento de B. Por otro lado, como b ¢ B, luego
Sx(b) < Sx(b) L {b}, donde Sx(b) L {b} es intervalo inicial, pues un in-
tervalo inicial donde se une el sucesor inmediado sigue siendo intervalo
inicial, pero como b ¢ B entonces (Sx(b) u{b}) € &5, lo que contradice
la maximalidad de Sx(b). Se concluye que b € B.

2. Veamos que b es minimo: Razonando por contradiccién, suponemos
que b no es minimo de B, osea que existe a € B tal que a <qg b, luego por
definicién de intervalo inicial a € Sg(b), lo cual es una contradiccién,
pues Sg(b) y B son disjuntos. Se concluye que b es minimo de B.

Se concluye que todo subconjunto de QQ posee primer elemento. Entonces Q
es bien ordenado con <g.

Buscando generalizar se propone la siguiente definicién, que formaliza
la idea detras de las construcciones anteriormente presentadas.

Definicién 40 (Orden lexicogréfico). Se define el orden lexicogrifico
en un producto A x B de dos conjuntos (A,<4) y (B,<p), donde
como:

“ < 2 (:>(CL1 <a ag)\/<a1=a2/\bq <pB bg)
by by

Ejercicio 4. Demuestre que el orden lexicografico de un producto de buenos
6rdenes es un buen orden.

Comentario. Note que es posible definir Z y Q facilmente como producto
cartesiano de cosas bien ordenadas, de hecho una definicion muy rigurosa
usando herramientas del algebra, se puede realizar mediante el producto
cartesiano a partir del conjunto de los niimeros naturales y utilizando la
relacion de equivalencia para obtener conjuntos cuocientes.

2.2. Cardinales

Definicién 41 (Conjuntos de igual cardinal). Dos conjuntos A,B se
diran de igual cardinal si existe una funciéon f : A — B biyectiva. Se
denota |A| = |B].

Es importante notar la siguiente proposicién, se propone intentar la de-
mostracion.

Proposicion 25. En la clase universal U, tener igual cardinal es una relacion
de equivalencia, osea que cumple lo siguiente:
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1. Refleja: |A| = |A]

2. Simétrica: Si |A| = |B|, entonces |B| = |A|.

3. Transitiva: Si |A| = |B|y |B| = |C|, entonces |A| = |C].
Demostracion. Veamos la relacion de equivalencia por definicién:

s Reflexiva: Sea A un conjunto, entonces idy : A — A es una biyeccién
de A en si mismo, luego por la definiciéon de la igualdad del cardinal
se concluye que |A| = |A].

» Simetria: Sean dos conjuntos A,B con |A| = |B|, es decir, existe una
biyeccién f : A — B. Luego, la inversa f~! : B — A existe y es
biyeccién de B a A, con lo que se concluye que |B| = |A].

» Trastiva: Sean los conjuntos A, B, C' tales que |A| = |B| y |B| = |C],
es decir que existen las biyecciones f : A - By g: B — C, luego la
composicion go f : A — C' existe y es biyeccién de A a C, con lo que
se concluye que |A| = |C].

Se concluye que tener igual cardinal es una relacion de equivalencia. ]

Definicién 42 (Cardinal de un conjunto). Sea [A] la clase de equi-
valencia de un conjunto A definida por

[A] := {B es conjunto |3f : A — B biyectiva}

A la clase anterior se le denomina el cardinal de A.

Comentario. Note que [A] podria no ser conjunto, peor atin, no se puede
escoger siempre un elemento de [A].

Solucidén: Trabajar siempre con conjuntos, y no mencionar la clase [A].
Observacion. Los cardinales y los ordinales difieren, un ejemplo de ello es:

A:=N=1{0,1,2,3,4,..}
B:={1,2,3,...,0}

donde es posible notar que poseen igual cardinal (f(n) = n es biyeccién),
pero son ordinales diferentes (no son isomorfos), pues el orden importa.

Notacién. Sea X conjunto, se denota:

2% .= {f: X - {0,1}, fes funcién} = .F (X, {0,1})
Mas general, AP := .7 (B, A)) funciones desde B a A.
Teorema 12. Se cumple que

2] = [P(X)|
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Demostracion. La idea de la demostracion es simple, para cada A € X, sea
14(z) la funcién indicatriz del conjunto A, es decir, 1 si z € Ay 0 si no es
el caso. Sea la funcién

F: PX) - 2¥X
Ac X — F(A) ={f|f: A—{0,1} es funcion } < 24

considerando .# (A) = 1 4. Veamos que .Z es una biyeccion.

i) Inyectividad: Si 14 = 14 = A = A’. Supongamos que A # A’
podemos suponer que existe x € A tal que z ¢ A’. Para ese x 1 =
Ta(z) # 1a(x) =0, contradiccion. Luego .# es inyectiva.

ii) Sobreyectividad: Veamos que en .Z a cada f € 2% A := f~1({1}) es
tal que f =14 = F(A).

Por lo tanto .# es una biyeccién, se concluye que [2%| = P(X). |

Definicién 43. |A| < |B| si existe f : A — B funcién inyectiva. Si no
existe biyeccion] entre A y B, diremos |A| < |B| o |A| # |B|.

?Osea no debe existir una sobreyeccién entre A y B
Ejemplo. 1. |[N| < |Q| porque f(n) = n es inyectiva (inyeccién, embedi-
do).
2. M4s general, si A € B, entonces |A| < |B].

4, ...,etc. es inyeccion.

Proposiciéon 26. Si existe una funcién sobreyectiva f : A — B, entonces
|B| < |A].

Demostracion. Como f es sobreyectiva, |

Teorema 13 (Teorema fundamental de Cantor). Para todo conjunto
X, |X] < [2%].

Demostracién. Teniendo en mente que [2%| = |P(X)].
i) Inyectividad: Sea la funcion:

F X — 2%
aeX — Fla)=1ge2¥

La inyeccién para ver que | X| < [2%| es directa, pues si 1ggy = Lo} =
a = a’. Supongamos (por contrarreciproca) que a # d’, luego basta ver
que (a, 1) ¢ 1, entonces Ly, # 1y, concluyendo.
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ii) No sobreyectividad: Para lo que sigue, se considera P(X) en lugar de
2X . Sea una funcién cualquiera

G . X — PX)
aeX — Y(a)eP(X)

Probemos que ¢4 : X — P(X) no puede ser sobreyectiva: Sea B < X
definida por
B:={zeX| xz¢¥%9x) }eP(X)
—
Note que ¢ (z) ¢ X
A continuaciéon probemos que B no puede ser imagen por ¢ de ningtn

elemento de X. Razonamos por contradiccion, para ello supongamos
que existe a € X tal que ¥(a) = B, de se tienen dos casos:

i) a € B = 9(a), pero al estar en B, de la definiciéon se tiene que
a ¢ 9(a), contradiccién.

ii) En el segundo caso, como a ¢ B, se tiene que a € 9(a) = B, lo
que nos lleva a contradiccion.

Finalmente se concluye la no existencia de la sobreyectividad, teniendo
que no puede darse la igualdad de cardinales.

El siguiente corolario es muy importante, ya que es la aplicacion del
teorema a un conjunto muy usado en la matematica y en la computacion:

N.

Corolario 13.1 (Teorema fundamental de Cantor en N). El conjunto
N cumple que |N| < [2V].

Demostracion. La demostraciéon es directa, pues basta con tomar X = N al
teorema anterior. ]

Definicién 44 (Cardinal finito). Diremos que A es finito si
Al < N

Definicién 45 (Cardinal numerable). Diremos que A es numerable
si

Al < IN|

Teorema 14. El cardinal « es finito si y s6lo si a € N.

Observacion. N es cardinal no finito, puesto que |[N| < |N|, lo que es con-
tradictorio, no obstante N es numerable, pues |N| < |N]|
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Corolario 14.1. N es el primer cardinal no finito.

Demostracion. Si « es cardinal no finito, entonces a = |NJ, esto es, existe
una inyeccién de N en A (el conjunto con cardinal «). Por otro lado como
N no es finito, se concluye. |

FEjercicio 5. Probar que A tiene cardinal infinito si existe B < A tal que los
cardinales de A y B son los mismos.

2.2.1. Hipétesis del continuo (CH)

Entre |[N| y 2N bi hay ningtin otro cardinal diferente, esto es, si |[N| <
a < 2N entonces
a=|N|va=2N

luego con esto en mente es importante saber que:

» Godel demostrd que si (ZF) es consistente, entonces también (ZF) +
(CH) es consistente.

» Cohen demostr6 que si (ZF) es consistente, entonces (ZF) + no (CH)
también es consistente.

En otras palabras, (CH) es independiente de los axiomas de la teoria de
conjuntos. El mundo escogié vivir pensando que (CH) es cierta.

Teorema 15 (Cantor). Se cumple que

IR = [2%] = [P(N)]
—— ——

c= =:2IN|

Ejercicio 6. La unién numerable de conjuntos numerables es numerable.

FEjercicio 7. Los polinomios relaes a coeficientes enteros de grado menor que
n (n fijo), es un conjunto numerable.

Ejercicio 8. Si A,B son numerables A x B también lo son.

2.2.2. Aritmeética de cardinales

Definicién 46. Dados dos conjuntos A,B con a = |A| y 8 = |B]:
1. a+ B :=]Au B| con A y B conjuntos disjuntos.
2. af:=|Ax B].

3. of = |AB].

Teorema 16 (Cantor-Bernstein-Schroder). Si o y  son cardinales
tal que a < By B < a, entonces o = f3.
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Demostracion. El esquema de demostracion se divine principalmente en dos
partes, la parte (a) en definir una particion para los conjuntos A, B y la
parte (b), donde se prueba la existencia de una funcién biyectiva entre A y
B utilizando las particiones de la parte anterior.

(a) Se definen de forma recursiva las siguientes colecciones de conjuntos

no vacios:

{An}neN A {Bn}neN
segun:

Ay=A

By=B

Api1 = g(By,),¥neN

BnJrl = f(An)7 VneN

Veamos que las colecciones {A,}nen, {Bn}nen son monétonas decre-
cientes (encajonados), para ello razonamos por induccién:

1. Caso base: Sabemos que Ay = A y que By = B, luego tendremos
que como por propiedad de la imagen a través de f, g se tiene el
siguiente caso base:

By = f(Ay) = Bo
Ay = f(Bo) € A
2. Hipdtesis inductiva: Supondremos cierto para algin n € N que:
A, c A,
B, < B,
3. Paso inductivo: Usando la hipotesis inductiva, tendremos que:
9(Bn) < 9(By-1)
= A1 € Ap)
F(An) < f(An-1)
= B,y1 € B,)

luego, por inducciéon se concluye entonces que para todo n € N, se
tiene que A, € A,_1 v B, € B,_1 (la monotonia que se utilizara
més adelante).

N

A continuacion se definen las particiones { Ay }neuoo), {Bn fneuc) de
A, B respectivamente, como:

A, = ANA = A, m AS

Aw=|_|A“n

neN

Bn = Bn\Bn-i-l = Bn r sz—i—l

By =[] B

neN
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Veamos que efectivamente son particiones, veamos la disjuncion:

1. Sean A,, A,, € {A}nen, conjuntos diferentes, por definicién son
de la forma:

A, =A, nAS,
An=A, A

Deseamos ver que sean disjuntos, luego sin pérdida de generalidad
suponemos que n < m (desigualdad estricta en N, pues tomamos
conjuntos diferentes), luego m € {n + 1, :}E|7 entonces:

A, 2A, 124,24,
Ac Ac Ac Ac
A2 A LS AL S AL

Ahora veamos la interseccion disjunta:

A, A, = (AnﬂA;Jrl)ﬂ(AmﬂAC )

m+1
c A, n A
=
2. Por otro lado, tomando A,,, con m € N y A, previamente definido,
entonces:
A, A, = (Am M Afnﬂ) M <|_| An)
neN

:(flmm A%H)m( |_| An)l_‘<14m+1)
— neN\{m+1} T

a

= (J, puesto que a y b son disjuntos.

3. Sean B, By, € {An}nen, conjuntos diferentes, por definicién son
de la forma:

B,=B,n B,
B,, = B,, 1 B%,,,

Deseamos ver que sean disjuntos, luego sin pérdida de generalidad
suponemos que n < m (desigualdad estricta en N, pues tomamos
conjuntos diferentes), luego m € {n + 1, :}EL entonces:

By 2 Byy1 2 B 2 Bt

nc nc nCc nc
B,2B,,< B, B

m+1

3Se utiliza ":"para denotar que estdn presentes todos los elementos posteriores a n + 1.

4Se utiliza ":"para denotar que estan presentes todos los elementos posteriores a n + 1.
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Ahora veamos la interseccion disjunta:

B, By = (B, BSyy) m (B BE,L )

= Bm M Bn+1

< B,, n B,

=g

4. Por otro lado, tomando A,, con m € Ny A, previamente definido,
entonces:
B, By = (B Byy) M (|_| Bn>
neN
(B r Bm+1) ( I_l Bn) m (Bm-H)
— neN\{m+1} T

= (J, puesto que a y b son disjuntos.

A continuacién veremos que la unién de los conjuntos de las colec-
ciones {A;}nemuo)s {Bnlneuw) son A, B respectivamente, para ello
veamos la doble inclusion. Definimos las uniones de los elementos de
las colecciones {Ay }nemiifoo})s { Bntne(Nufo}):

a= (W) ()

1. Probemos la primera inclusion: A < A:

Luego tomando un elemento arbitrario a € A, entonces a € Ay,
o bien a € A,, para algiin n € N.

a) Si a € Ay, entonces a € A, para todo n € N, entonces en
particular a € 4, = Ay = A.

b) Por otro lado, si a € A, para algun n € N, entonces a € (A, <
An+l)CA c Ay = A

Concluyendo que si a € A, entonces a € A.
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2. Veamos ahora que A € A:
Sea a € A, luego como Ay = A, entonces como {fln}neN es una
coleccién mondtona decreciente, existe A, para n € N tal que
a€ fln, luego como fln\flnﬂ = A, entonces veamos que hay dos
casos:

a) Siace A, vaé¢ Ay, luego a € A, teniendo que entonces
que

a€ |_| A, c A

e(Nu{oo})

b) Siace A, yae A, puede derivar en dos casos, primero
que para alginm > n,a € A,, y a ¢ A,,.1, lo que se concluye
segun lo visto anteriormente, mientras que si no existe m > n
tal que a € A,, v a ¢ A1, entonces a € A,¥n € N, por lo
tanto

aeszﬂfln
neN

cA

Concluyendo que si a € A, entonces a € A.
Analogamente para B:

1. Probemos la primera inclusion: B < B:

Luego tomando un elemento arbitrario b € B, entonces b € By, 0
bien b € B,, para algin n € N.

a) Si b € By, entonces b € B,, para todo n € N, entonces en
particular b € B, € By = B.

b) Por otro lado, si b € B,, para algiin n € N, entonces b € (B,, <
Bn+1)CB CBo—B

Concluyendo que si b € B, entonces b € B.

2. Veamos ahora que B < B:
Sea b € B, luego como By = B, entonces como {Bp}nen €s una
coleccion monotona decreciente, existe B, para n € N tal que
b e B, luego como B, \B,1 = B,, entonces veamos que hay dos
casos:

a) Sibe B, v b¢ By, luego b € B, teniendo que entonces que

be |_| B,cB

ne(Nu{o})

b) Sibe B, ybe Boi1, puede derivar en dos casos, primero que
para algin m > n, a € B,, y b ¢ B,,.1, lo que se concluye
segun lo visto anteriormente, mientras que si no existe m > n
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tal que b € B,, y b ¢ Bi,y1, entonces b € B,Yn € N, por lo
tanto

be By = |—|Bn
neN

chB

Concluyendo que si b € B, entonces b € B.

Entonces se concluye que A = Ay B = B, luego se concluye que
{An}nemifo)) ¥ {Bnlnevufeo}) son particiones de A y B respectiva-
mente.

(b) Se define la siguiente funcién:

| fla) siae Ay, 6ae Ay
hla) = { g Ma) siae Ay

Veamos que esta bien definida, para ello con el fin de no sobrecargar
la notacién digamos que el dominio en el que actiia f es A,y y asi
mismo para g~ con Ajpar, €ntonces:

1. h estd bien definida: Como A, m A,, = (J, osea no se super-
ponen f,g puesto que Apyr M Aimpare = . Por otro lado f es
funcion por lo que tiene una tnica imagen, mientras que como g
es inyectiva, g7*(a) es tnica, por lo tanto es funcién.

2. h es inyectiva:
Suponiendo que a # b, tenemos 3 casos:

a) a € Apar ¥ b € Apar, entonces h(a) = f(a) y h(b) = f(b)
puesto que f es una funcion inyectiva:

fla) # f(b)
=h(a) # h(b)

b) a € Aimpar Y b € Aimpar, entonces h(a) = g (a) y h(b) =
g~1(b), supongamos que g~'(a) = g1 (b), entonces
gog '(a) = gog ' (b), usamos inyectividad

= a = b, lo que es contradiccion

entonces g '(a) # g~ 1(b).

¢) a€ Apar ¥ b€ Aippar, entonces h(a) = f(a) y h(b) = g~ (b),
luego como a € A,,,, entonces existe n € N tal que a € Ay,
o bien a € Ay, entonces veamos que f(a) € f(Asz,) S Bopy1.
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Notemos que para n par o infinito:
An = An\AH-H
= A, A +1, luego tomando preimagen mediante f
= fﬁl(BnJrl) M fﬁl(BnJrQ)c
= f_l(Bn—H m BZ+2)
= f_l(BnH)
= f(An) - f(f71<Bn+1)) = Bn+1
= f(a) € f(A2,) € Bapia

Veamos que g~ (b) ¢ Bay,1, razonando hacia contradiccion:

g_l(b) € Bony1 = b€ g(Bany1) = Aonyo
= b e A,ur, lo que es una contradiccion, pues b € Ajppar

= g_l(b) ¢ Bimpar
Luego se concluye que h es inyectiva.

3. h es sobreyectiva:
Veamos que f(A) = B:

a) Veamos la imagen de Ay:

b) Veamos la imagen de Ay, 1 que es a través de g~ ':

9 (Agni1) = g H(Agnia M A§n+2)
=g (A2ns1) Mg (AS10)
=g " (Aans1) Mg (Agnyo)”

Donde ademads, segin la definiciéon de g dada anteriormente
se tiene que:

9(B,) = A,41, aplicando g(-)
= g '[9(B.)] = g7 (A,41), usando inyectividad de g
= B, = gil(jlnﬂ)
Por lo tanto se tiene que:

971(A2n+1) = 971</~12n+1> M 971(A2;+2)C
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c) Veamos la imagen de Ay,, que es a través de f:

f(Ag) = f(Ag\Agpyr), usando que f es inyectiva

= f(A2)\f(Azn11)
= B2n+1\B2n+2

= B2n+1

d) Finalmente, como {A, }neNuoo) ¥ {Bn }ne(vuo) son particiones
de A y B, entonces separamos los dominios para construir la
particiéon de B y luego utilizando lo visto en (a), (b) y (c)
concluir:

h(A) = h(Apars) U h(Aimpar) U h(Ax)
= f(Apar*) (. g_l<Aimpar) L f(Aoo)
= Bimpar U Bpm‘ U Boo

=B
Concluyendo asi que h : A — B es una funcién sobreyectiva.

Finalmente, como h es una funciéon bien definida, ademas es inyectiva
y sobreyectiva simultaneamente se tiene que es una biyeccién entre
Ay B, concluyendo finalmente que o« = |A| = |B| = ( teniendo el
teorema.

Comentario. Note que el teorema anterior dice que existen funciones inyec-
tivas:

f:A—>B
g:B—> A

donde |A| = a y |B| = 3, donde tener la sobreyectividad o probar que una
es inversa de la otra puede volverse muy dificil o imposible.

A continuacién veremos dos propiedades importantes del dlgebra de car-
dinales infinitos, que ademas son un buen ejercicio.

Proposiciéon 27. Sea o un cardinal infinito, entonces o + a = «

Demostracion. Sea A un conjunto con |A| = «, la demostracion se dividira
en dos partes:

» Parte 1: Demostraremos que A = |_|A,\ con |A,| = |N| para todo

AeA
Ae A, A, mA; =  para todo ¢ # j, concluyendo que o = |N| - |A].

s Parte 2: Considerando C el conjunto de los naturales pares y Cs
el conjunto de los naturales impares, usando el hecho que N x [ =
(Cy x I) x (Cy x I) para concluir la demostracion.
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Desarrollo parte 1:
Buscaremos usar el Lema de Zorn, para ello definimos la siguiente clase:

verifiquemos las hipoétesis necesarias para el lema de Zorn:

i) Demostraremos que F # &:
Como « es cardinal infinito, podemos decir que |A| = o = |NJ, luego
existe B < A tal que |B| = |N|, esto se puede hacer puesto que existe
una funcién inyectiva f: N — A, luego basta considerar f(N) = B <
A que serd numerable. Luego {B} € F, teniendo asi que F es no vacio.

ii) Demostremos que todas las cadenas son acotadas:
Consideremos (F, <), sea C cadena en F. Consideremos como candi-
dato a cota superior a la familia:

A= || {Ahe
{Ax}reneC

Veremos que A es cota superior de C, pues es la uniéon de elementos de
C. Ahora veremos que A € F, para ello hay que verificar las condiciones
necesarias de F:

1. Veamos que los elementos de A son numerables, para ello, sea
B € A (B cualquiera), veamos que |B| = |[N|: Como
Be A= |_| {Ax}ren
{Ax}reneC

entonces existe {Ax}rea € C tal que B € {Ax}aea, luego |B| = |N]|.

2. Veamos que los elementos de A son disjuntos de a pares, para ello
sean B, By € A, entonces existen colecciones tales que:

B, e {Ai}iel N By e {Aj}jeJ

A continuacion, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
{Ai}ieI c {Aj}jej7 luego Bl,BQ € {Aj}jej, donde {Aj}jej € f,
entonces By m By = (7.

Por lo anterior, concluimos que A € F, por lo tanto se verifica que las
cadenas de F poseen cota superior.

Se concluye por lema de Zorn que existe {A)}rep = A € F maximal.

., Cémo es A\ |_| A,? Tenemos 2 opciones:
AeA

1. Tiene cardinal finito.

2. Tiene cardinal infinito.
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Descartemos (2), razonando por contradiccion, como A\ |_| A, tiene cardinal
AeA

o0, entonces existe B < (A\ |_| A,\> numerable. Luego {Ay}repn 1 {B} € F

YN
(B Ay =), lo que contradice la maximalidad de {Ajx}aea-

Veamos ahora el caso (1), consideremos p € A fijo, definamos:

A)\ ,Si )\ # %
AM = AM ] (A\!\_J\A)\) ,Si o= A
€

Elementos finitos que sobraron.

La familia {fl Ataea cumple las condiciones, pues todos sus elementos son nu-
merables, ademés que, en particular si a un elemento de la familia le anado
una cantidad finita de elementos, éstos siguen siendo numerables, ademas
sus elementos siguen siendo disjuntos de a pares.

Ademas por construccion:
A=A,
AeA

Finalmente, como se tiene una unién disjunta de conjuntos numerables, es
posible sumar lo siguiente:

Al = > 1A

AeA
= |Ay| - |A| para algtin .

Comentario. También es posible definir la funciéon
f:A—-NxA

donde Y\ € A, A, = {ax(n)}nen, osea se pueden indexar por N a los ele-
mentos de la coleccion, pues son numerables. Luego probar que f es una
biyeccion.

Desarrollo parte 2:
Como N x A = (C7 x A) u (Cy x A) (unién disjunta), entonces

Oé:’NXA|:|Cl><A‘+|CQXA|
= |G| - |A[ + |Cal - |A]

= INJ- [A] + [N - [A]
= INJ- JA] + [N - [A]
=a+a
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Proposiciéon 28. Sea o un cardinal infinito, entonces o - o = «

Demostracion. Sea A un conjunto con cardinal «, veremos que |A| = |A?].
La demostracion se dividira en cuatro partes:

= Parte 1: Justificar la existencia de un conjunto N < A infinito nume-
rable.

s Parte 2: Considerando el conjunto
F={(M,g)]N< MAg:M-— M?*es una biyeccién}
con el orden
(M,g) < (K,h) & M < K A g(m) =h(m)Vme M
veremos que J posee elemento maximal. Dicho elemento sera llamado
(B, 9).
. Pa27"te 3: Sea C' = A\B. Se probara que si |C| < |B]|, entonces |A| =
| A%

» Parte 4: Si|B| < |C|, entonces existe D < C con |D| = |B|. Se probara
que |(B u D)*\B?| = |D| para construir una biyeccién entre (B 1 D)
y (B u D)? que extiende a g.

Desarrollo parte 1:
Realizando lo mismo que en la demostracién de la proposicion anterior, co-
mo g es el primer cardinal infinito, entonces Xy < |A|, asi mismo entonces
existe f : N — A funcién inyectivam luego basta con considerar f(N) € A
como el conjunto infinito numerable buscado.

Desarrollo parte 2:
Usaremos el lema de Zorn para probar que JF posee elemento maximal.
Veamos las hipotesis del lema de Zorn:

i.- Veamos que F #
Sea N el conjunto infinito numerable encontrado en la parte anterior,
sabemos que |[N| = |[N x N| = |N|-|N|, luego como |N| = |N|, entonces

[ |
Proposicién 29. Si a, 3, son cardinales, entonces (a”) = a7

Demostracion. Sean los conjuntos A, B, C tales que o =: |A|, § =: |B| y

v =:|C/, luego definimos las funciones:
f . (AB>C _ ABXC’
{{{a’b}bEB}c}ceC — {a’b,C}bGB/\CGC
qg: ABxC N (AB)C

{ab,c}beB/\ceC — {{{ab}bEB}c}ceC
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= fes inyectiva:
Suponiendo que para 1, 7o € (AP) sea x; # x5, donde:

21 = {{{ahsenl ot ec # {H{Tohen) ot cc = 72
esto implica que dc € C,db € B tales que:

f(x1) = {avcfreBrcec # {@bclveBrcec = f(22)
se concluye que f es inyectiva.

= g es inyectiva:
Suponiendo que para z1, x5 € AP*C con z; # x5, donde:

T1 = Qpe 7 Ape = T2
esto implica que 3(b,c) € B x C, tales que:
9(@1) = ay, # @, = g(x2)
se concluye que g es inyectiva.

FExistencia de h biyectiva:
Finalmente, por el teorema de Cantor-Bernstein-Schroder se concluye la

existencia de alguna biyeccién h, lo que nos permite concluir que (a”)? =
By [
a7,

2.2.3. Conjunto de Cantor

El conjunto de Cantor se construye iterativamente a partir del intervalo

[0,1], dividiéndolo en 3 partes y luego sacando el intervalo de en medio,

osea luego de la primera iteracion [0,1]\ (3,3). Siguiendo con la idea de la

iteracion, a continuacién se presenta un ejemplo de su funcionamiento para
generar intuiciéon:

)2

12 78
. da it jon: do [ =, = - = da:
Sequnda iteracion: Sacando (9,9) y (9,9), queda

ERERHEE

= n-ésima iteracion: Se realiza el mismo procedimiento.

s Primera iteracion: Sacando <, ), queda:
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Figura 2.3: Conjunto de Cantor
Luego se define el conjunto de Cantor como:

3"—1
3k+1 3k +2
C= [0’ 1]\ |_| |_| ( 3n+l 7 3n+l )

neN k=0

3k+1 3k+2
donde se quitan los intervalos de la forma ( TR )
Definicién 47 (Conjunto de Cantor, en base 3). Sea el conjunto C,
luego sus elementos se pueden escribir en base de 3 como
aj,

xzzgconake{o,ﬂ

Proposiciéon 30. El conjunto de cantor es no numerable.

Demostracion. Para demostrar que el conjunto de Cantor tiene cardinal no
numerable, basta con probar que hay una biyeccién entre el conjunto de
Cantor C y {0, 1}, éste tltimo debido a que tiene cardinal de 2. Para lo
anterior se define la funcién

f: C — {0,2}%

T — {ak}keN € {O,2}N

a
=2 keN 3*]13
Ademés tenemos que los elementos de C los podemos expresar en base 3
b

osea que
a
x = Zg—: con ay € {0, 2}
Veamos entonces la biyectividad:

i) Inyectividad: Sean x y Z, de la forma:

Qg

xzzgconake{O,Z},:ﬁzZ%condke{O,Q}
keN keN

Ahora supongamos que f(z) = f(&), osea que {ay}ren = {@x}ren, por
lo tanto ay = a; para todo k € N, entonces

keN keN

Concluyendo la inyectividad de la funcién.
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ii) Sobreyectividad: Sea una sucesion {ay}ren € {0,2}Y, luego podemos
definir

Qg

xzzﬁconake{O,Q}

luego, por definicién de C, x € C, luego la funcién es sobreyectiva.

Luego C tiene el mismo cardinal de {0,2}", se concluye que C es no nume-
rable. |
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Parte 11

Topologia general
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Capitulo 3

Espacios topologicos

3.1. Definiciéon de topologia

La definiciéon de topologia es una generalizacion de algunas propiedades
de intervalo abierto en la recta real, propiedades independientes de otras que
estdn presentes en R como lo son la suma, el orden y la distancia (métrica).

Definicién 48 (Topologia). Una topologia sobre un conjunto X, es
una familia 7 < P(X), que verifica lo siguiente:

1. g, XeT.

2. Si A,B €T, entonces Am B €T (Interseccién finita).

3. Si {Ax}xea © T, entonces |_| Ay € T (Unién arbitraria).
AEA

Luego a los elementos de 7 se le llaman abiertos, y al par (X,7T) se
le llama espacio topolégico.

Observacion (Sobre la definicién de topologia). La interseccion debe ser fi-
nita, a continuacién se muestra un caso donde la intersecciéon numerable de
abiertos no genera otro abierto.

Contraejemplo: Sea A, := (—%, %), luego tomando la intersecciéon nu-
merable para la familia {A,},en , se tiene que intersectan {0}, lo cual no
es un abierto en R, por lo tanto hay un caso donde no hay clausura para

intersecciones numerables.

Ejemplo. Sea X = {a,b,c} con a,b,c diferentes, veamos que las diferentes
topologias que puede tener X son:

1. {7, X} 4 A, {c}, X}
2. {&, {a}, X} 5. {J,{a, b}, X}
3. {5, {b}, X} 6. {J,{a,c}, X}

87
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7. {5, {b,c}, X} 19. {, {b}, {c}, {b, c}, X}

8. (. {a}, {a, b}, X} 2. {&, {a}, {a,b},{a, c}, X}
9. {,{b}, {a, b}, X} 21. {&,{c},{a,c}, {b,c}, X}
10. {, {a},{a, ¢}, X} 22. (5, (b}, {a. b}, (b, ¢}, X}

11. {7, {c},{a,c}, X}
12. {@, (b}, (b, ¢}, X)
13. {J,{c},{b,c}, X}
14. {J,{a,b},{c}, X}
15. {@.{a,c}, (b}, X}

23. (. {a}, (b} {a,0}, {a, ¢}, X}
24. {@.{a}, (¢}, {a,b}, a, ¢}, X)
25. {@.{c}, a}, {a, ¢}, {b. ¢}, X)
26. {@.{c}, (b}, fa, ), (b ¢}, X}

16. {@, {b,c}, {a}, X} 27. {,{b}, {a}, {a, b}, {b, c}, X}
17. {&, {a}, {b}, {a, b}, X} 28. {3, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}, X}
18. {&,{a}, {c},{a,c}, X} 29. P({a,b,c})

Proposicién 31 (Unién e interseccién de topologias).

1. Si {Tx}xea es una familia de topologias sobre X, entonces |_| T, tam-
AEA
bién es una topologia en X (la mas pequena que incluye a cada Ty).

2. Si {Tx}xea es una familia de topologias sobre X, entonces |_| T\ no es

AeA
necesariamente una topologia.

Demostracion. A continuacién se prueba que la interseccién de elementos
de la coleccién {7 }rea es una topologia verificando la definicion.

1. Es directo afirmar que YA € A, X, &J € T,, entonces X, ¢J € |_| Tx.
AeA

2. Sean A, B € |_|’7:\, entonces VA € A, A, B € T, luego como T, es
AeA

topologia, A m B € T, concluyendo que Am B € |_| Tx.
AeA

3. Sea {Axr}bren S |_| Ty, entonces YA € A, {Ax}rea € Ta, luego se tiene
AEA

que VA € A, |_| A; € Ty, concluyendo que |_| A; € |_| T

el el AEA

Se concluye que la interseccion arbitraria de topologias es topologia. |

Ejemplo. Algunos ejemplos de topologias fundamentales:
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1. Sea X conjunto, luego se define la topologia Tipivia = {&J, X'}, a dicha
topologia se le dice topologia indiscreta o trivial.

= Se tiene que X, ¢ € T, ademés todas las posibles uniones e inter-
secciones son X, J € T, por lo que se concluye que dicha coleccion
de conjuntos es topologia.

2. Sea X conjunto, luego se define la topologia Tgiscreta = P(X), a dicha
topologia se le dice topologia discreta o de las partes.
Veamos que cumple la definiciéon de topologia:

» Es facil ver que X, ¥ < X, por lo tanto se encuentran en P(X).
» Sean A, Be P(X), luego Am B e P(X).
» Sea {A)} ea una coleccién de subconjuntos de X, por ende per-

tenecientes a P(X), luego |_| Ay € X, por lo tanto también se

AeA
encuentra en P(X).

3. Sea X un conjunto infinito, luego a Teofinita = {F} L {A < X : X\A
es finito} se le dice la topologia cofinita.
Veamos que la topologia cofinita es topologia:

» Veamos que X estd en la topologia, pues X\ X = ¢, osea que el
complemento de X es finito, por lo tanto X € T, por otro lado
también § € T.

s Sean A, B € T, luego veamos si la interseccién se encuentra en la
topologia, para ello hay que notar que (Arm B)¢ = AL B¢, donde
A€y B¢ son conjuntos finitos y como la unién de dos conjuntos
finitos es finita, luego la intersecciéon posee complemento finito,
por lo que se concluye que Am BeT.

» Sea {Aj)}rea una coleccién de subconjuntos de X con complemento

finito, luego (|_| Ay = |_| AS es finita, pues |_| AN S AL Ve A
AeA AeA AeA

(Af, es finito), por lo tanto se concluye que |_| AyeT.
AEA

4. Sea X un conjunto infinito no numerable (o no contable), luego a
Teonumerave = {3} LW {A € X : X\A es numerable} se le dice la topo-
logia conumerable (o cocontable).

Nota: Cuando dice que X\ A sea numerable, se refiere a finito o infinito
numerable (o a lo més numerable).

» Esdirecto que X, & € T, pues ocurre lo mismo que en la topologia
cofinita.

s Sean A, B € T, osea que sus complementos son numerables, vea-
mos como actia el complemento de su interseccién: (A m B)¢ =
A€ L B¢ que es numerable, pues union numerable de conjuntos
numerables sigue siendo numerable, por lo tanto Am B e T.
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» Sea {A)}iea una coleccién de subconjuntos de X con complemen-
to numerable, (|_| A))° = |_| AS es numerable, pues |_| AS <
AeA AeA AeA
A7,V e A, por lo tanto se concluye que |_| Ay eT.
AeA

Nota: Siguiendo la idea anterior de las topologias cofinita y conume-
rable, ;existe la topologia coinfinita?.

. Sea X = {a, b}, luego a Tsierpinski = {, X, {a}} se le dice la topologia

de Sierpinski.
s X, JeT.

» Las posibles intersecciones serfan X, {a}, & € T.

» Las posibles uniones serian X, {a}, &€ T.
Nota: En caso de X = {a}, la topologia se Sierpinski coincide con la
topologia discreta y trivial.

Nota: La importancia de ésta topologia radica en su pontencia como
contraejemplo a ciertas nociones que se abordan méas adelante.

. Sea X un conjuntoy A < X, luegoa Ty = {J}u{B< X :Ac B}

se le llama la topologia A-inclusién.
Sea A < X fijo, luego:
= Como A< X, X €T, por otro lado también ¢ € T.

s Sean U,V € T, veamos si la interseccién se encuentra en la topo-
logia, para ello es importante notar que:

AcUnVcUBcX

Puesto que A € U,V (simultdneamente), por lo tanto UmV € T.

n Sea {A)}yea una coleccién de conjuntos que contienen a A, es
7

directo que A < |_| Ay, por lo que |_| AyeT.
AeA AeA

Nota: En particular es posible recuperar otras topologias ya vistas,
considerando ciertos casos para A:
a) Considerando A = J se tiene la topologia discreta.
= Todos los subconjuntos U de X cumplen que @5 < U.
b) Considerando A=X se tiene la topologia trivial.

= Solo X cumple que X < X.

. Sea X un conjuntoy A < X, luegoa T4 = {X}{B< X : AnB = &}

se le llama la topologia A-exclusion.
Sea A < X fijo, luego:
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» Como @A = ¢J para cualquier A, se tiene que J € T, por otro
lado X € T.

» Sean U,V € T, luego es posible ver que (UmnV)m A = &, por lo
tanto U mV e T.

» Sea {A)} ea una coleccion de conjuntos que verifica que Aym A =

@V e A, por lo tanto (|_| Ay) m A=, luego |_| AyeT.
AeA AeA

Nota: En particular es posible recuperar otras topologias ya vistas,
considerando ciertos casos para A:
a) Considerando A = (J se tiene la topologia trivial.
b) Considerando A=X se tiene la topologia discreta.
8. Las métricas inducen una topologia métrica.

Mas adelante se estudiara la llamada topologia métrica en profundidad,
donde se aborda la topologia métrica.

A continuacién se da nombre a la topologia usualmente utilizada en los
reales, donde se recuperan los abiertos usuales en R:

Definicién 49 (Topologia usual/canénica en R). Se define la topolo-
gia usual en R como

AeT.eoVreAIF>0tqz—c,x+e) S A

Notacion. De aqui en adelante, se denotara por 7. a la topologia
canodnica o usual en R.

A continuacién se vera que la definicion entregada para la topologia usual,
es efectivamente una topologia.

Demostracion. Veamos que 7, es topologia:

= Notar que @F, R € 7., pues es posible incluir un intervalo en R, mientras
que por vacuidad se concluye para .

» (Unién) Puesto que para una familia arbitraria {Ay}yea S 7o, X se
encuentra en los intervalos A, luego es facil ver que si z € A, entonces

(:v—g,ers)cAAgUAA
AeA

» (Interseccién) Si x € A m B, entonces se encuentra en A y en B. Para
A se tiene (x — e, 4+ €4) € A, y por analogia para B se tiene (z —
ep, T + £g) € B. Luego, tomando ¢ := min{e4,eg}, se tendrd que
(x—e,x4+¢e)< An B.
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Definicién 50 (Comparacién de topologias). Dadas dos topologias
T1 v T> dos topologias sobre X, se dice que 7; es menos fina que 75,
siTi € To. SiTi € To 07Ty € T, se dice que las topologias son
comparables.

Ejemplo.

1. Sea X un conjunto cualquiera, para toda topologia 7 en X se cumple

que {J, X} =T < P(X)

» Es facil verificar que para cualquier topologia 7T se cumple que
{X,} < T, pues es parte del punto (1) de la definicién de
topologia.

= Luego, como cualquier conjunto perteneciente a la topologia, es
subconjunto de X, se tiene que 7 < P(X), pues una topologia en
X es una coleccién de subconjuntos de X.

2. Sea el COIljllHtO X = R; hlegO 77:0finita - 7:, Yy nofinim - 7;0numerable>
pero Teonumeravie ¥ Te 10O son comparables.

» Es facil ver que todo conjunto perteneciente a la topologia cofinita
pertenece a la topologia conumerable sobre cualquier conjunto X.

= Nota: El resto queda pendiente.

A continuacién se definen dos topologias en X = R que son menos finas
que la topologia candnica ya definida:

Definicién 51 (Topologia infinita a la derecha/izquierda). En X =
R, las siguientes son topologias que cumplen:

1. T, ={AcRNVze A >0tq (zr —e,0) < A}.

2. T ={AcRVze A3 >0tq (—oo,x+¢) € A}.

Proposicién 32. 7, ,7_ < 7.y ademés T, m T_ = {R, &}.

Definicién 52 (Topologia generada o inducida por una coleccion).
Sea X un conjunto no vacio y una coleccion de subconjuntos de X
A < P(X). Se denota por o(A) a la topologia inducida por A, es
decir la interseccion de todas las topologias que contienen a A:

o(A) =[] Tx

ACTx
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Proposicién 33. Sea A < P(X), luego o(A) es la topologia menos fina
(més pequena) que contiene a A

Ejemplo.
1. Si A =T es topologia en X, o(T) =T.

2. Si A= {,{0}} en X = {0, 1}, entonces sdlo {F, {0}, X} y P(X) son
las topologias que contienen a A. Luego

o(A) = {,{0}, X}
Nota: En el caso anterior se genera la topologia de Sierpinsky.
o(TruTl) ="T..
3.1.1. Topologia en espacios métricos y normados
Definicién 53 (Métrica/Distancia). Dado X un conjunto y d : X x

X — R una funcién, diremos que de es una distancia o métrica si se
cumple que para cualquier z,vy, z € X:

}_x

cd(z,y) 20 A (d(z,y) =0 =z =y).
2. d(z,y) = d(y, ).
3. d(z,y) < d(x,z) +d(z,y).
(

El par (X, d) se denomina espacio métrico.

Ejemplo.
1. X =R con d(z,y) := |z —y|.
» Sabemos que | —y| = 0 y ademas:
z—yl=0er—-y=0cx=y
» Es directo verificar que
d(z,y) = |z =yl =y — = = d(y, z)

= Finalmente, la desigualdad triangular se hereda desde el valor
absoluto, pues:

2. Sea X un conjunto cualquiera con d(z,y) :=0si z =y, y d(z,y) =1
si x # y, es un espacio métrico.

s Pendiente.
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3. Cualquier espacio vectorial normado.
= Pendiente.

Veamos que un caso particular de espacio métrico lo da un espacio vec-
torial normado.

Definicién 54 (Norma). Si X es un e.v sobre un cuerpo K, luego
una norma sobre X es una funcién || - | : X — R, tal que para todo
r,ye X, Ae K,

1. |z =0A (Jz] =0 < 2 =0).
2. Az = [Al]l].

3. |z +yl < [l + lyl-

Proposiciéon 34. Una norma | - || induce una distancia dada por

d(z,y) =[x —y|

Proposicion 35. Todo espacio métrico posee una topologia asociada, de-
nominada topologia métrica, definida como:

Ti:={Ac X|Vxe A Je >0 tq By(z,e) < A}
donde By(z,¢) :={y e d(z,y) < €}.

El siguiente ejemplo corresponde a un espacio muy importante en el
analisis real y funcional:

Espacio de las funciones continuas.

Ejemplo (Espacio de las funciones continuas). Sea X = C([0,1],R) el

espacio de funciones f : [0,1] — R continuas en [0,1]. Para f € X,
definimos la norma infinita, o norma del supremo, como

[flleo := sup [f(2)] = max |f ()]
IE[O,l] C176[071]

Entonces (X, | - ||s) es un espacio vectorial normado.

Comentario. El supremo definido en [0,1] es en realidad un méaxi-
mo, puesto que en un compacto, las funciones continuas alcanzan sus
maximos y minimos.

La métrica asociada a la norma || - |, viene dada por

doo(fag) = Hf _g”oo

La topologia T, asociada a esta métrica se denomina topologia de la
convergencia uniforme.
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3.1.2. Topologia del subespacio

Definicién 55 (Sub-espacio topoldgico). Sea (X, Ty ) un espacio to-
polégico. Si Y € X, entonces la coleccion

Ty ={Y nU|U € Tx}

es una topologia sobre Y, denominada topologia del subespacio o to-
pologia relativa.

Demostracion. Veamos que se define una topologia:
1. Como &, X € Tx,luegocomo YmX =Y y @nX, entonces &, Y € Ty.
2. Sean A,B € Tx, luego (AmY),(BnY)e Ty, y veamos que
(AmnB)mY =(AnY)n(BnY)
por lo tanto (AmY)m(BmnY))eTy.
3. Sea {Ax}rea € Tx, donde Ay mY € Ty, y como

<|_|AA> nY =| | (A nY)

AEA AEA

concluyendo entonces

| |(AxnY)e Ty

AEA

Se concluye que Ty es una topologia sobre el conjunto Y. |

Proposicién 36. Sea Y < X. Si U es un conjunto abierto en la topologia
del subespacio sobre Y e Y es abierto sobre la topologia sobre X, entonces
U es abierto en la topologia sobre X.

3.2. Conjuntos abiertos y cerrados

Definicién 56 (Conjuntos cerrados). En (X, 7)), un conjunto A € X
se dice cerrado, si su complemento X — A es abierto. Se denotara por
C a la familia de conjuntos cerrados en (X, 7).

El concepto de conjunto cerrado es dual al de la nociéon de conjunto
abierto, y una topologia puede especificarse del mismo modo a través de la
familia de sus conjuntos cerrados C, sencillamente a través del proceso de
complementacion.
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Lema 2 (Familia de cerrados). En (X, 7), la familia de cerrados C verifica:
1. g, X eC.

2. Si A, B e C, entonces A 1 B € C (Unién finita).
3. Si {Ax}rea € C, entonces |—| A, € C (Interseccién arbitraria).
AEA

Demostracion.
= Es directo, pues el conjunto X y ¢ son complementos miutuos.

= (2) y (3) es trivial utilizando las leyes de De Morgan a la definicién de
topologia.

Comentario. Debido a lo anterior, es posible caracterizar una topologia a
partir del complemento de los elementos de C, no obstante, la propiedad de
ser abierto o cerrado es independiente la una de la otra, pues un conjunto
puede ser simultaneamente abierte y cerrado, abierto y no cerrado, no abierto
y cerrado, o simplemente ninguna de las dos propiedades.

FEjemplo. Algunos ejemplos de colecciones de conjuntos cerrados que coinci-
den con topologias son:

1. Sea X conjunto bajo la topologia trivial, luego se define la coleccion
C = {J, X}, que coincide con la topologia trivial

m Pues X =gy °= X,

2. Sea X conjunto bajo la topologia discreta, luego se define la coleccion
C = P(X), que coincide con la topologia discreta.

» Pues para cualquier conjunto U € P(X), se tiene que U° € P(X)
(y viceversa), luego coincide que todos los abiertos también son
cerrados.

En dichas colecciones, todos los conjuntos son abiertos y cerrados simulta-
neamente.

3.3. Base y subbase de una topologia

3.3.1. Base de una topologia, definicién y caracteriza-
ciones

Hay topologias que poseen demasiados abiertos y a veces es dificil espe-
cificarlos todos. Por ello, se introduce el siguiente concepto.
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Definicion 57 (Base de una topologia). En (X, 7), una familia B < T
es una base de T, si para todo U € T y para cada x € U, existe B € B,
tal que z € B < U. Los elementos de B se llaman elementos/abierto
bésicos/basales.

Lema 3 (Caracterizacion de base). B es base de T ssi todo abierto puede
escribirse como unién de abiertos basicos[l

Demostracion. Se muestra la equivalencia con la definicion:

» = Sea A € T. Luego, por hipdtesis, para todo = € A existe B, € B

que verifica que z € B, < A. Luego evidentemente A = |_| B,, osea
zeA
que cualquier abierto de la topologia es unién de abiertos basales.

» <= Sea AeT yuze A, luego existe {By}rea S B tal que A = |_| B,.
AeA
Asi, existe \g € A tal que By, < A.

|
Comentario. Como cualquier abierto se puede expresar como la unién de

abiertos basicos, va a ser posible en muchas ocasiones trabajar inicamente
con estos tultimos, lo cual simplificara el trabajo en ciertos casos de interés.

El siguiente teorema presenta una caracterizacion muy til para la defi-
niciéon de base de una topologia:

Teorema 17 (Caracterizacion de base). Si B € P(X), B es base de
alguna topologia Tz sobre el conjunto X, si y solo si verifica:

1.X=|_|B.

2. Para cada By, B, € By cada x € By m By, existe By € B tal que
r € Bs < By 1 Bs.

En dicho caso, Tg = {U € X : H{Br}xer S B: U = |_| By}
AEA

Demostracion. Probamos la equivalencia por doble implicancia:

= Desarrollando = :
Suponiendo que B es base de abiertos (por definicién) de la topologia
T, veamos que entonces verifica las condiciones de la proposicién:

(a) Notando que X € T, entonces existe {By}axea S B tal que

|_|BA=X

AeA
IPara algunos autores, este lema actta como la definicién de base.
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Sean Bj, By € B, puesto que B < T entonces By, B, € T, al ser
abiertos luego es posible afirmar que B; m By € 7. Utilizando la
definicién de base entonces existe { By}ien S B tal que

|_|BA — B, By
AEA

Entonces, para todo x € By m Bs, existe By € B tal que z € By y
By € By 1 Bs.

» Desarrollando <:
Sea X un conjunto, se define el siguiente candidato a ser topologia:

T:={AcX|Vze A3BeB, tqze Bc A} u{D}

viendo que 7T efectivamente es una topologia, para ello se verifica la
definicion.

1.-

ii.-

1ii.-

Ya que esta explicito, es directo afirmar que ¢ € 7. Sea X = A,
por (a), se tiene que

X =| |By={reX[3neAtqB,e{B\}rsrzeB,}
PYSIN

luego por la definicién de la union Vo € X, 3B, € {B)}\ea tal que
B, < X, concluyendo.

Veamos la interseccion finita: Sean A, B € T, luego por (b) se
tiene que:

Vie AmB+# @,3Be BtqB< An B
Luego por la definicién de 7, como existe B € Am B, se concluye
que AmBeT.

Veamos la union arbitraria: Sea {Ax}yen € T. Veamos que

| |Ax={zeX[3ueAtqA,e{Annzed
AeA

Como YA € A, Ay € T, entonces por se tiene Vz € Ay, 1B} < A,
tal que, B) € B, y x € B. Finalmente tomando en particular un
pe A (fijo) y un x € Ay, se tiene que:

concluyendo por la def. de T que |_| AyeT.
AeA
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Se concluye que 7 es topologia en X. Se concluye que B es base de
T por su definicién. Ahora basta con probar que para cualquier B tal
que verifica las condiciones (a), (b) y 7 := {A < X|Vx € A,3B €
B, tqz € B c A} u {J}, es entonces base de T. Sea algtin abierto
A e T, entonces Vx € A, 1B, € B tal que z € B, < A, veamos la doble

contencion:
i- | |B.cA
TeA

ii.- |_|B$ = {r € A3B, <€ Atqz € B,} =: 3, como YV € A,
zeA
{z} < B,

A= |{z}cB

reA

Se concluye entonces que VA € T, hay una subcoleccién de B, que lo
forma mediante unién arbitraria, se concluye entonces que B es base.

Comentario (Muy 1til). Antes de entrar en ejemplos particulares que ayu-
den a comprender la definicién de base, hay que hacer una consideracion
general. Como todo abierto debe ponerse como uniéon de abiertos bésicos,
si se pretende que un subconjunto B de una topologia T sea base de abier-
tos, es claro que todos los subconjuntos unitarios que sean abiertos deben
pertenecer a B. Ademads, si algin punto pertenece tnicamente al abierto X
entonces el conjunto total (X) debe ser un elemento de B. Por tltimo, no-
temos que el conjunto vacio siempre puede expresarse como union vacia de
elementos de B, y por lo tanto no tiene necesidad de pertenecer a ninguna

base:
z=|]B
1159

Ejemplo. Algunos ejemplo de bases de topologia son:
1. Una topologia T es base de si misma.

» Es facil ver que se cumple debido al lema de caracterizacién de
base.

Nota: Esto no aporta gran cosa, pues lo interesante de las bases es
obtener siempre una base minimal, es decir, contenida en cualquier

otra base de la misma topologia T .

2. Sobre el conjunto X, By ivia = {X} es base de la topologia trivial.
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» Es posible escribir de la forma X = |_| B, por otro lado, el

BeB
vacio siempre utiliza el siguiente argumentdﬂ (presentado en el

comentario anterior):

Indexado por un conjunto vacio.

3. Sobre el conjunto X, Byisereta = {{x} : * € X} (el conjunto de los
singletones) es base de la topologia discreta.

» Se puede escribir cualquier A subconjunto de X como A = |_| {x}.
{z}eAcX
Basta con tomar la coleccién de singletones ({z})4 que se encuen-
tran en A para generar a A mediante la union.

a) En particular sobre el conjunto R, se tiene que B = {[a,b] : a,b €
R} es base de la topologia discreta sobre R

b) Observacién: Note que hay al menos dos bases posibles para
generar la topologia discreta en R.

4. Sea un conjunto A < X, luego sea By = {A u {z} : x € X} es base de
la topologia T4 (A-inclusién).

s Pendiente.

5. Sea un conjunto A = X, luego sea BA = {{z} : z € X\A} u {X} es
base de la topologia T4 (A-exclusion).

s Pendiente.

6. Sea el conjunto R luego es posible definir la topologia usual mediante
las siguientes bases:

a) B={(a,b) :a,beR A a <b}.
b) B ={(a,b):a,beQ A a < b}. Osea, cualquier intervalo (z,y) =
|_| (an,by) con ay, b, € Q, con a, — =y b, — y. Note que B es

neN
numerable. Lo que mas adelante sera muy importante.

= Observacién: Este es otro caso en el que es posible definir la
misma topologia a partir de dos bases diferentes.

2El argumento de que ¢ = |_| B;, es suficiente para todas las bases.
[151%)
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7. Sea B una base para la topologia en X, entonces para Y < X, entonces
la coleccion:

By = {BnY|Be B

define una base para la topologia del subespacio sobre Y.

= Dado un abierto U en la topologia sobre X, tomano un punto
y € UrY, es posible elegir un elemento B € Btalqueye B < U,
entonces y € (BmY) < (U nnY), concluyendo que By es base
para la topologia del subespacio sobre Y.

Como es posible notar, una misma topologia puede ser generada a través
de diferentes bases, lo que lleva a la siguiente definicion:

Definiciéon 58 (Bases equivalentes). Dos bases de topologia sobre X,
By v Bs, se dicen equivalentes si generan la misma topologia.

Comentario. Se pueden comparar topologias sobre X conociendo sélo sus
bases. Intuitivamente, cuanto mas pequenos sean los elementos de la base,
mayores seran las topologias generadas.

El siguiente teorema permite comparar topologias mediante sus bases:

Teorema 18 (Topologias y bases comparables). Sean B; y B, bases para las
topologias T vy Tz sobre el conjunto X, respectivamente. Entonces 75 < Ty
si y sOlo si para cada By € By y cada x € B,, existe By € By, tal que
r e B € Bs

3.3.2. Topologia en el espacio producto

Una utilidad muy importante de la nocion de base es la de describir una
topologia en el conjunto X x Y.

Definicién 59 (Base de la topologia en X x Y). Sean (X,7Tx) y
(Y, Ty) espacios topolégicos. La topologia producto sobre X x Y es la

topologia que tiene como base la colecciéon B de todos los conjuntos
de la forma U x V donde U € Tx y V € Ty.

Demostracion. Veamos que la definicién anterior es una base:

1. Como X € Ty e Y € Ty, entonces X x Y € B por lo que es trivial

verificar entonces que |_| B=XxY.
BeB

2. Sean U; x V1,U; x V5 € B no disjuntos, veamos que ocurre para x €
(U x V1) m (Uy x V), tenemos que:

(le‘/l m(UQX‘/Q):(UlmUQ)X(‘/lX‘/Q>

)
luego como (U; mUs) € Tx v (Vi m Va) € Ty, entonces existen Us € Tx
y Vs e Ty tal que Us € (U; mUsp) y Va3 < (V1 m V), luego

(U3><‘/3)§(U1X‘/1)I_|(U2X‘/2)
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Se concluye que B es base para una topologia sobre X x Y. |

La coleccién B es base, y es facil comprobar que no es topologia, pues no
verifica la condicion de la unién.

Teorema 19. Sea B una base del espacio topolédgico (X, Tx) y C una base
del espacio topoldgico (Y, Ty ), entonces

D:={BxC|BeBACeC(C}
es una base para la topologia en X x Y.
Demostracion. Veamos que D es base:
1. Como B y C son bases, entonces:

| |B=Xxnr||C=Y

BeB CeC
Luego la union de elementos de D es:
(Bx(C)=XxY
BxC tq BeEBACeC

2. Se propone verificar.

Ejemplo. Considerando la topologia usual de R. El producto de esta topo-
logia consigo misma se denomina topologfa usual de R x R = R?. La base
de dichos conjuntos son todos los productos de conjuntos abiertos de R.

Topologias en R?:

Utilizando los teoremas anteriores se estudiaran las siguientes topologias
sobre R?:

1. La topologia canénica o inducida por la distancia/métrica usual con
su respectiva base:

T = {ACR*Voe A, 3e > 0 tq By(z,e € A)}
By = {B((z,y),¢) < R*|(z,y) € R® A e > 0}

2. La topologia producto generada por el producto de las topologias usua-
les, con su respectiva base:

T =0 ({A x B|A,B € (R, Tosuat)})
BQ = {B(‘Tagl) X B(y752) - R2|x,y € R A 51’2 = 0}

Graficamente, los abiertos se ven como se muestra en las siguientes figu-
ras, donde cada elemento pertenece a un abierto basal:

Se puede observar que T; = 75, para ello realizaremos una doble conten-
cion en lo que utilizaremos a sus bases para concluir.
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¥z €03 >0: B(zx)CcO

WP EOn, o, m, 1 € R:
2€ (@, ©) x(w, y1) CO

(a) Forma de los abiertos basales en la (b) Forma de los abiertos basales en la
topologia métrica. topologia producto.

(<)

Figura 3.1: Bases de la topologfa canénica en R2.

Sea B(zg,£1) x B(yo,€2) € By algin abierto basal de T (la topologia
producto), veamos que para todo (z,y) € B(zg,£1) x B(yo, £2), existe
B((Z’, y)753) € Bl tal que r € B((l‘, y)753) = B(x()vgl) X B<y07 52)'

Puesto que = € By(zg,e1) e y € Ba(yo,e2) (bolas en R), luego exis-
ten By(x,21), Ba(y, E2) tales que:

x € Bl(x,él) - B(ZEo,él) ANYE BQ(?J,?Q) - B(y0,52))
con g1,89 > 0.

Luego tomando €3 = min{zy,£,} se tiene que:

(x,y) € Bs((z,y),e3) < Bi(x,81) x Ba(y, &)
< B(xo,€1) x B(yo, €2)

Donde Bs((z,y),e3) € By, luego como se consideré un punto (z,y)
arbitrario de un abierto de By arbitrario, se concluye que T; < 7Ts.

Sea B((xo,Y0),c0) € By algin abierto basal de 77 (la topologia cané-
nica/métrica), veamos que para todo (x,y) € B((zo,Yo),€3), existe un
abierto basal Bi(x,e1) x Bs(y,e2) € By tal que:

(z,y) € Bi(z,e1) x Ba(y,e2) < B((wo, %), €0)

Para comenzar, tomando cualquier (x,y) € B((xo, o), €0), luego existe
una bola B((z,y),¢) tal que:

(ZL’,y) € B((*T:y)?g) - B(($07y0),€0)

€4/2
Luego, tomamos 0 < € = = < &, entonces B(x,g) x B(y,g) <

B((z,y), ), que graficamente se ve de la forma:
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Figura 3.2: Caja contenida en una bola B(z,g) x B(y,€) < B((z,y),¢). En
rojo se indica la tolerancia ¢, en azul la tolerancia €.

Luego como B(x,2) x B(y,z) € By, se concluye que T3 € Tq

Finalmente, por doble inclusién se concluye que 71 = 7s.

3.3.3. Sub-base de una topologia

También, a veces es util disponer de la siguiente nocién de subbase.

Definicién 60 (Sub-base de una topologia). Una familia de conjuntos
S € P(X) es una subbase para alguna topologia sobre X, si la familia
de las intersecciones finitas de elementos de S es una base para una

topologia sobre X.

Lema 4 (Caracterizacién de subbase.). Todo § < P(X) tal que |_| S=X

SeS

es subbase para alguna topologia sobre X.

Lema 5 (Caracterizacién de subbase mediante topologia generada). Se dice
que S € P(X) es subbase de T si 7 = o(S, osea S es el generador de T, o
dicho de otro modo, 7 es la menor topologia que contiene a S.

Ejemplo. Algunos ejemplos de subbases son:

1.

Toda topologia es subbase de si misma.

S = {(—w,a),(b,0) : a,b € R} es subbase para la topologia usual
sobre R.

S = {(—,al,[b,0) : a,b € R} es subbase para la topologia discreta
sobre R.

En R? S := {rectas} son tales que o(S) = P(R?) = Tz (la topologia
discreta de R?).

En R?, S := {rectas horizontales}, entonces o(S) = {R x B|B < R}
(la topologia de las franjas horizontales).



3.4. ESPACIOS DE FRECHET Y HAUSDORFF 105

3.3.4. Topologia en el espacio producto (continuacién)

También es posible utilizar la nocion de sub-base para recrear la topologia
sobre un conjuntos X x Y, veamos a continuacion la construccion:

Definicién 61 (Proyecciones). Sean m : X x Y — X definida por
m(z,y) = xy m : X xY — X definida por m(x,y) = y. Las
aplicaciones 7 y 7y se denominan proyecciones de X x Y sobre su
primer y segundo factor, respectivamente.

Se puede observar que si U € X y V € Y son conjuntos abiertos en las
topologias sobre X e Y respectivamente, luego se definen:

mH(U)=UxY
m'(V)=XxV

que son abiertos en X x Y. La interseccién de estos dos conjuntos es de la
forma U x V, lo que lleva a enunciar el siguiente teorema:

Teorema 20. La coleccidn:
S={m (U)|U e Tx}u{m ' (V)IV e Ty}

es una sub-base para la topologia producto sobre X x Y.

3.4. Espacios de Fréchet y Hausdorff

. Es posible decir que tan separados se encuentran dos puntos x,y € X
sin las herramientas de los espacios métricos (distancia)? Si, con la nocién
de topologia es posible clasificar a diferentes niveles la separacion entre dos
puntos, dichas categorias son los llamados axiomas de separacion, el pro-
posito principal de los axiomas de separacion es el de hacer los puntos y
conjuntos de un espacio topolégicamente distinguibles.

Axioma (Separacién T7). Un espacio topolégico (X, T) se dice de
Frechet o T}, si para cada par de puntos x # y, existe U € T tal que
xeUey¢U.

Axioma (Separacién Ty). Un espacio topolégico (X,T) se dice de
Hausdorff o T3, si existen dos abiertos disjuntos U,V € T, tales que
xe U eyeV. Se suele decir que U y V separan a x e y.

Lema 6. Si (X, 7) es Ty, entonces es T;.

Demostracion. La topologia T es Ts, por lo tanto para todo z,y € X existen
abiertos disjuntos U,V € T tal que x € U y y € V. Luego es directo que se
verifica la existencia de un abierto en la topologia tal que z € U e y ¢ U,
por lo que se verifica también el axioma T7. |



106 CAPITULO 3. ESPACIOS TOPOLOGICOS

Comentario. En las definiciones anteriores, es posible reemplazar los abiertos
por abiertos basicos.
Proposicién 37.

1. Cualquier topologia més fina que una topologia T}, es T7.

2. Cualquier topologia mas fina que una topologia T3, es T5

Demostracion. 1. Sea un espacio topologico (X, 7T) que verifica T}, luego
sea 7 < T, donde se dice que 7 es una topologia més fina que 7T,
osea que T posee todos los abiertos de 7T, asi mismo posee los abiertos
necesarios para cumplir la definiciéon de T7.

2. El mismo argumento de (1).

3.5. Entornos y localidad

Los entornos constituyen la manera mas natural de describir topologias,
pues esta herramienta indica como funcionan las cosas cerca de cada punto,
es decir, se trata de dar una descripcion local de las propiedades.

3.5.1. Entornos y sistemas de entornos

Se entendera por entorno de el punto x a cualquier conjunto que contiene
a cualquier abierto al que pertenezca x, lo que a continuaciéon se define:

Definicién 62 (Entorno/vecindad y sistema de entornos/vecindades).
En entorno de un punto x en (X,7), es un subconjunto N < X tal
que existe un abierto U € T, que verifica que x € U < N, En esta
definicion, puede cambiarte el abierto por un abierto basico. La familia
N, de todos los entornos de x se llama sistema de entornos de x.

Ejemplo. 1. En R[n], N = B(x,e) y N = B(z,¢) son vecindades del
punto x, pues A = B(x,¢) estd contenido en dichos conjuntos.

2. En X = {0, 1} con la topologia de

Teorema 21. El sistema de entornos de x en (X, T) verifica las siguientes
propiedades:

1. Para cada N e N,, x € N.
2. Si N1, Ny € N, entonces Ny 1 Ny € N,.
3. SiNe Ny N < M, entonces M € N,.

4. Para cada N € N, existe M € N, tal que N € N, para cada y € M.
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5. U e T siysoélosi U es entorno de cada uno de sus puntos.

Demostracion.

1. Es directo de la definicién de entorno, pues x pertenece a todos sus
entornos N.

2. Siz e N,y z € Ny, entonces x € Ny 1 Ny, por lo tanto Ny 1 Ny € N,

3. Sixe N< M, luego x € M, por lo tanto M es entorno de x.
4. Pendiente.

5. Pendiente.
[ |

Comentario. Del teorema anterior, se tiene que si a cada x se le asigna una
familia no vacia de subconjuntos M, verificando los puntos (1) a (4), y se
usa (5) para definir el concepto de conjunto abierto, se obtiene una topologia
T sobre X, para la que M, = N, en cada punto.

Ejemplo. En los ejemplos vistos anteriormente se tiene:
1. En (X, Tirivial), para todo z € X, es NUivial = (X1

= Es facil ver que el inico abierto en la topologia es X, por lo tanto,
para cualquier x € X, la tinica vecindad existente es X.

2. En (X, Tgiscreta); para todo z € X, es Ndisoreta = (N < X : x € N}.

= En la topologia discreta, se recupera la definicion "pura'de en-
torno, de los subconjuntos de X que contienen al elemento x.

3.5.2. Bases de entornos

No son necesarios todas las colecciones de conjuntos de los entornos de
un punto para obtener una buena descripcion del sistema de entornos, basta
con una familia més pequena:

Definicién 63 (Base de vecindades/entornos o base local). Una base
de entornos de x en (X,7T) es una familia B, < N, tal que, para
cada N € N,, existe B € B, tal que B < N. En cuanto se ha elegido
una base de entornos de un punto, sus elementos se llaman entornos
bésicos.

La familia {B,}.cx se llama sistema fundamental de entornos.

FEjemplo. Continuando con los ejemplos previos, se tiene:

1. En (X, Taivial), para todo z € X, es Bivial = { X},
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» Pendiente.
2. En (X, Tgiscreta), para todo x € X, es Bdiscreta — f4p11,
» Pendiente.

Teorema 22. Sea (X, T) y {B.}zex un sistema fundamental de entornos.
Se verifica:

1. Para caad B e B,, es ¢ € B.
2. Si By, By € B, existe By € B, tal que B3 € By r Bs.

3. Para cada B € B,, existe By € B,, tal que para cada y € By, existe
B, € B, tal que B, < B.

4. U e T siy sélo si para cada x € U, existe B € B,, tal que B < U.

Ademas, una forma natural de construir bases locales es mediante el
siguiente lema:

Lema 7. En (X,7T), B, = N, 1T es una base local en x.

3.5.3. Topologias y sistemas de entornos

Teorema 23 (Criterio de Hausdorff). Sean 77 y 7T topologias sobre
Xy {BL}ex, {B2}.ex sistemas fundamentales de entornos asociados.
Entonces 71 € 75 si y sélo si para cada x € X y cada B; € B! existe
By e Bz tal que By € B;.

Corolario 23.1. 7T; € T; < para cada r € X, se tiene N! € N2

Comentario. La tnica diferencia entre las nociones de base local y base
de topologia es que las bases de entornos no constan necesariamente de
conjuntos abiertos.

Proposiciéon 38. Sea (X,7T)y B < T. Entonces, B es base de T si y sélo
si, para cada z € X, la familia B, := {B € B|z € B} es una base local en x.

Observacion. En las definiciones de T} y T5, se pueden reemplazar los abier-
tos por entornos o entornos basicos.

3.6. Axiomas de numerabilidad

Axioma (Primer axioma de numerabilidad (PAN)). Sea (X,7) un
espacio topoldgico. Si cada punto en X posee una base de vecindades
numerable, se dice que (X, 7) satisface el primer axioma de numera-
bilidad o que es primero contable.
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Ejemplo. A continuacién se muestran algunos espacios topoldgicos que sa-
tisfacen el PAN y algunos contraejemplos de espacios que no.

1. El espacio (X, Tiivial) verifica el PAN; al elegir para todo z € X, §, =
{X}.

2. El espacio (X, Tqis) verifica el PAN, al elegir para todo = € X, 8, =
{{z}}.

3. El espacio (X = {a, b}, Tser) verifica el PAN, basta con escoger (3, =
{{a}} vy By = {X}.

4. Los espacios (R, Tcof) ¥ (R, Teonum) no satisfacen el PAN.

5. Importante: El espacio (R, 7;) verifica el PAN, para cada x € R basta
con elegir 8, = {(z — L,z + )|n e N}.

Proposiciéon 39. Todo espacio métrico es primero contable.

Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico dotado con la topologia taug,
luego para cada z € X se elige la base de vecindades 3, {Int(B(z,+))n €
N}. |

Proposicién 40. Si (X, 7) es primero contable, entonces cada punto tiene
una base de vecindades numerable y encajonada.

Axioma (Segundo axioma de numerabilidad (SAN)). Sea (X,7) un
espacio topoldgico. Si T posee alguna base By numerable, se dice que
(X, T) satisface el segundo axioma de numerabilidad o que es segundo
contable.

Ejemplo.
1. El espacio (X, Tuivial) satisface el SAN, basta con elegir B = {X}.

2. El espacio (X, Tg;s) satisface el SAN ssi X es numerable, en dicho caso
basta con tomar B = {{z}|z € X}.

3. Los espacios (R, Teor) ¥ (R, Teonum) no satisfacen el PAN; luego, tam-
poco satisfacen el SAN.

4. El espacio (R, 7.)

Proposiciéon 41. (X,7T) es segundo contable ssi 7 posee una sub-base
numerable.

Proposiciéon 42. Si (X,7) es segundo contable, entonces Vo € X existe
una base de vecindades numerable (primero contable).

Comentario. La reciproca no se tiene necesariamente, osea que se primero
contable no necesariamente implica ser segundo contable.
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Demostracion.

1. Sea x € X, luego sea V, € X una vecindad cualquiera de x, entonces
existe un abierto A € T tal que x € A <, luego como A es abierto,
existe B € B donde B es alguna base para la topologia 7T, tal que
re Bc AcV,, luego se concluye que toda vecindad de z contiene
un abierto basal de B.

2. Como se sabe que T es segundo contable, entonces basta con considerar
alguna base numerable denotada por By, utilizando lo concluido en (1)
entonces, para toda vecindad de z, existe algin B € By tal que z €
B < V,, concluyendo que en un espacio topologico segundo contable,
toda vecindad contiene un abierto basal de la base numerable.

3. Sea N, la coleccion de todas las vecindades de z, debido a (2), se puede
caracterizar segin By:

N, ={V,c X|FAeT, tqre AcV,}
={V,c X|3Be By tqre BcV,}

Luego es directo que definiendo el subconjunto de By:

B : = {B € By|z € B}
c N,
a) Como Bf < By (por la definicién es trivial), se concluye que B
es numerable.

b) Por otro lado, como para cualquier V, € N, luego existe B € By
tal que x € B < V,, entonces B € Bf, concluyendo que Bf es
base de vecindades.

Concluyendo la existencia de la base de vecindades numerable.

3.7. Interior, adherencia y frontera de un con-
junto

Definicién 64 (Interior de un conjunto). Dado un conjunto A € X,
su interior, denotado como int(A) es el mayor abierto contenido en A,
o bien, la unién de todos los abiertos contenidos en A.

Ejemplo. 1. EnR? con la topologia candnica se tiene que: int(B(xg, 7)) =
B(zg, 7).

Proposiciéon 43. A continuacion se presentan 7 propiedades que verifica el
interior.
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cxemmt(A) eIV eN tqVcAs AceN,.
. A es abierto ssi A — int(A).

int(int(A)) = int(A).

A C B = int(A) < int(B).

Cint(P) = &; int(X) = X.

. int(An B) = int(A) mint(B).

int(A) uint(B) < int(A u B).

Definicién 65 (Adherencia de un conjunto). Dado un conjunto
A € X, su cerradura o adherencia, denotado adh(A) o A, es el menor
cerrado que contiene a A, o bien, la interseccion de todos los cerrados
conteniendo a A.

Proposicién 44. A continuacion se presentan 8 propiedades que verifica la
adherencia.

1

2.

3.

6.

7.

8

. int(A) € A < adh(A).

z€adh(A) VYV eN,, VmA+d.
A es cerrado ssi A = adh(A).

adh(adh(A)) = adh(A).

. A< B = adh(A) < adh(B).

adh() = &; adh(X) = X.

adh(A m B) < adh(A) m adh(B).

. adh(A) uadh(B) = adh(A u B).

Proposiciéon 45. Ademss, el interior y la adherencia por medio del com-
plemento de conjuntos, posee las siguientes propiedades:

1.

2.

(adh(A))¢ = int(A°).

(int(A))¢ = adh(A°).

3. adh(A) = (int(A%))",

4. int(A) = (adh(A°))".
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A continuacién se vera un buen ejercicio, que entrega la nociéon de ad-
herencia como un operador que satisface 4 puntos, los que seran llamados
axiomas de Kuratowsky:

Operador cerradura

Axioma (Kuratowsky). Sea X # ¢J. Una funcién ¢ : P(X) — P(X)
se llama operador de cerradura, si satisface los axiomas de Kuratowsky

Kl- o(&) = &.

K2.- YA e P(X), A< c(A).

K3.- VA e P(X), c(c(A))c(A) (idempotente).
K4.- YA, BeP(X), c(A L B) = ¢(A) L ¢(B).

Proposiciéon 46. Si (X,7) es un espacio topoldgico, entonces la funcién
definida por ¢(A) = Adh(A) es un operador cerrado

Demostracion. Sea (X, T) un espacio topolégico. Veamos que ¢(A) = X'\ |_| B

BeT,AnB=
satisface los axiomas.

i) () = X\ |_| B, luego basta notar que X m@ = ¢, entonces:
BeT,JdnB=&

d(g)=X\ || B=X\X=0g

BeT,AnB=

ii)

iii)

~—

v

|

Proposicién 47. Si c: P(X) — P(X) satisface K1-K4, entonces la familia
T ={X\F|FeP(X)AcF)=F}

es una topologia en X.

Definicién 66 (Frontera de un conjunto). Dado un conjunto A < X,
su frontera denotada fr(A), es el conjunto:

fr(A) ;== adh(A)\int(A)

Ejemplo. En R, fr(B(xg,7)) = {y e R tq |y — x| = r}.
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Proposicién 48. A continuacion se presentan 4 propiedades que verifica la
frontera.

l.ze frlA) VW eN, VA yVmA®# .
2. fr(A) = adh(A) m adh(A°).

3. adh(A) = AL fr(A).

4. int(A) = adh(A)\fr(A).

Definicién 67 (Conjunto denso). Dado un conjunto D < X, diremos
que D es denso en X si adh(D) = X, o bien, para cualquier A € T,

AnmD # .
Ejemplo. 1. En R con la topologia habitual, Q y R\Q son densos en R.

2. En R con la topologia discreta, si D es denso en R, entonces D = R.
Siz € R, {x} es abierto. Como D es denso, D m{z} # ¢J, luego = € D.

3. Intente hallar los densos de R con la topologia grosera.
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Capitulo 4

Continuidad de funciones y
topologia inducida

4.1. Continuidad

Definicién 68 (Funcién continua). Sean (X, 7x) y (Y, Ty) espacios
topologicos. Diremos que f: X — Y es continua en 7 € X si

Diremos que f es continua en X si lo es en cada punto de X.

Teorema 24 (Caracterizacién de funcién continua). Sean (X, 7Tx) y
(Y, Ty) espacios topolégicos. Diremos que f : X — Y es continua si la
pre-imagen de todo abierto de 7y es un abierto de Tx.

Demostracion.

» (=) Supongamos que f es una funcién continua y sea B € Ty. Probe-
mos que f~1(B) e Tx, es decir, es vecindad de todos sus puntos.
Sea x € f~1(B), luego f(x) € B. Como B es abierto, es vecindad de
/().
Usando que f es continua, existe A € Ny tal que f(A) € B. Es decir,
Ac f7Y(B).
Como A es vecindad de z, f~(B) también lo es. Esto es, f~}(B) es
vecindad de todos sus puntos.

» (<) Supongamos f~!(B) € Tx para cualquier B € Ty-. Probemos que
f es continua en T € X arbitrario.
Sea T € X y W vecindad de f(T). Luego, existe B abierto en Ty tal
que f(T)e B W.
Luego, T € f~(B), que es abierto en Tx por hipdtesis, y es vecindad
de 7.
Sea A := f7}(B) vecindad de 7. Entonces f(f~'(B)) =€ B < W

(compruébelo), lo que prueba el resultado.

115
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X Y

f(u)
Figura 4.1: Funcién continua entre dos espacios

Ejemplo. Algunos ejemplos de funciones continuas son:

1. Para cualquier espacio topolégico de llegada (Y, Ty) y toda funcién f,
f : (Xa 7ddisc7"eta) - (K 7;/) es continua.

2. Para cualquier espacio topoldgico de salida (X, Tx) y toda funcién f,
(X, Tx = (Y, Triviar) €8 continua.

3. Toda aplicacién constante f: (X, Tyx) — (Y, Ty) es continua.

4. Si f : (X, Tx) — (Y, Ty) es una funcién continua y se consideran las
topologias Tx < Ty v Ty, < Ty, también es continua la aplicacion
[ (X Tx) = (Y Ty).
5. 81+ R” — R es dada por f(x) = ], f1((1,2)) = {1 < ] < 2} =
B(0,2)\B(0,1).
Observacion. Sea f: (X, Tx) — (Y, Ty) una funcién continua. Si se agranda

Tx o achica Ty, la funcién sigue siendo continua.

Corolario 24.1 (Continuidad mediante cerrados). La funcién f: X — Y
es continua, si y solo si, la preimagen de todo cerrado en Y es cerrado en X.

Proposiciéon 49. La composicion de funciones cumple:

1. Sif:(X,Tx) > (Y,Ty) escontinnaenze X,y g: (Y, Ty) = (Z,7z)
es continua en j = f (T), entonces g o f es continua en T.

2. 81 f:(X,Tx) = (Y, Ty) es continna en X,y g: (Y,Ty) — (Z,Tz) es
continua en Y, entonces g o f es continua en X.

Demostracion. 1. Sea W € Nz, con z = g(f(T)) = g(y), se debe probar
que existe U € Tx tal que g(f(U)) < W.
Como ¢ es continua en 7, existe V € Nj tal que g(V) € W.
Como f es continua en T, existe U € N5 tal que f(U) < V. Luego,
existe U € Tx tal que ¢g(f(U)) < W.

2. Verificar para todos los = € X y para todos los y € Y.
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4.2. Topologias directas e inversas mediante
funciones

Definicién 69 (Topologia inversa). Sea f: X — (Y, Ty), con (Y, Ty)
espacio topolégico. Entonces:

T:={f"(B)|Be T}

es topologia, denotada topologia inversa inducida por f.

Observacion. La topologia inversa es la topologia menos fina (més chica)
que hace que f sea continua.

Veamos que la topologia inducida por una funcién continua es efectiva-
mente una topologia:

Demostracion. » Conjunto completo y el vacio: Propuesto.

» Interseccion finita: Sean Ay, Ay € T, donde A; = f1(B)) y Ay =
f~Y(By) para ciertos By, By € Ty. Entonces By m By € Ty y se tiene

que
Ay Ay = f_l(Bl) M f_l(B2) = f_l(Bl m By)

concluyendo que A; m Ay, € T.

= Union arbitraria: Propuesto.

= La menos fina que hace a f continua: Claramente f es continua, pues
por definicién f~1(B) € T, para B € Ty. Ademds si T es otra topologia
en X que hace a f continua, entonces f~'(B) € T para cada B € Ty.

Luego T < T.
|

Proposicién 50. Sea F' : (Z,T;) — (X, Tx), donde Tx = o(fa|A € A) es
la topologfa inducida por la familia de funciones f\ : X — (X, 7)). F es
continua si y solo si f, o F' es continua para todo A € A.

Definicién 70 (Topologia directa). Sea f : (X, Tx) — Y una funcién
continua con (X, 7x) un espacio topoldgico. Entonces:

T :={BcY|f'(B)e Tx}
es topologia, denotada topologia directa inducida por f.

Observacion. La topologia directa es la topologia mas fina (més grande) que
hace que f sea continua.

Demostracion. Ahora veremos que efectivamente es una topologia:

» Conjunto completo y el vacio:
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1. Tenemos que f(&) = & €Y, lo que implica que f~1(&) = & =
X, luego como J € Tx, se concluye que J € Ty.

2. Sea f(X) = U < Y, entonces f~HU) = f7H(f(X)) = Xy
X € T, lo anterior implica f(x) = U € Ty. Veamos que por otro
lado, [f~H(U)]c = X¢ = & y ademas que f~HU°) = [f~HU)]°
(propiedad de la preimagen), lo que implica que f~1(U¢) = .
Luego como U L U¢ =Y, entonces

fFFlOulU) = uflUY=Xug=X
Entonces f~}(Y) = X, concluyendo que Y € Ty

= Interseccion finita: Sean A, B € Ty, entonces f~'(A), f~Y(B) € Tx,
por lo tanto:
fHA) n fTH(B) e Tx
= f_l(A m B) € TX
= AnBeTy

» Unidn arbitraria: Sean {Ay}xea S T. Entonces f1(Ay) € Tx. Luego:
LAY =LAy e Tx
AEA AeA

Se concluye que la unién arbitraria se encuentra en 7T .

» La mds fina que hace a f continua: Claramente para cada B € T,
f~Y(B) € Tx por definicién, luego f es continua. Ademés si T es otra
topologfa en Y que hace a f continua, entonces f~!(B) € Ty para cada
BeT.Luego Be T, estoesque T < T.

Comentario. Esta topologfa tiene aplicaciones muy importantes, entre ellas
estd presente en el estudio de las superficies de Riemann.

Proposiciéon 51. Sea f : (X, Tx) — (Y, Ty) donde Ty es la topologia di-
recta (o final), ademds g : (Y, 7y) — (Z,Tz) con (Z,Tz) espacio topoldgico.
Entonces g o f es continua ssi g es continua.

Demostracion. (=) Supongamos que go f : (X, Tx) — (Z,Tz) es continua,
entonces para cualquier C' € Ty se tiene que (go f)™1(C) € Tx
Sabemos que como preimagen se cumple que (go f)™! = f~1og™!
usando lo anterior entonces:

(go /)THC) = fog {(X) =97 (C) e Tx
= g_l(C) €Ty

Concluyendo que g es continua.
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(<) Supongamos que g es continua, entonces para todo C € Tz, f~1(¢g71(C)) €
Tx, entonces (g o f)~! € Tx, concluyendo que g o f es continua.
|

Proposicién 52. Sea f : (X,Tx) — Y funcién sobreyectiva, donde T es
la topologia directa (o final) sobre Y mediante f. Sea 7* una topologia que
hace a f una funcién abierta y continua, entonces 7y = T*

Demostracion. Sea f: (XT) — (Y,7Ty) una funcién continua gracias a que
f induce la topologia sobre Ty. Sea f : (X7) — (Y,7*) una aplicacién
abierta y continua. Razonando mediante doble inclusién:

(S) Sea A € T*, entonces f~1(A) € Tx puesto que es Tx — T *continua,
notando que A cumple la acondicién para estar en Ty, como A es
arbitrario se concluye.

(S) Sea A € Ty, entonces f~'(A) € Tx puesto que es Ty —Tycontinua, luego
utilizando la sobreyectividad (hay inversa por la derecha) entonces
fof 1 (A) = AeT* concluyendo.

4.2.1. Topologia cuociente

Definicién 71 (Topologia cuociente). Sea (X, 7) un espacio topold-
gico y ~ una relacién de equivalencia sobre X.
Denotemos por X\ ~:= {[z]|z € X} al espacio cuociente (o de clases
de equivalencia). Tenemos que la funcién:

[1: (X, T) = X\ ~

induce sobre X\ ~ una topologia directa (llama topologia cuociente),
denotada por T\ ~.

Tendremos que B € T\ ~ (un subconjunto de clases de equivalencias)
ssi [-]74(B) € T. Esto es:

{reX|[x]eB}eT

Proposicién 53. Sea el espacio X\ ~ dotado de la topologia directa asocia-
daa[].Sif:X — Y esuna funcién continua tal que x ~ y = f(z) = f(y),
entonces la funcion:

f X\~ > Y
2]~ f(lz]) = f()

estd bien definida y es continua.
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Demostracion. Notemos que [-] es una funcién continua pues induce una
topologia directa en X\ ~ y f es una funcién continua por hipétesis, con-

cluyendo por la proposiciéon |51 que f es continua. |

Definicién 72 (Topologia traza o del sub-espacio). Sea (X,7) un
espacio topologico, y sea Z < X. Luego la inyeccion:

I;: 7 - (X,T), Iz(z) =z

induce en Z la siguiente topologia inversa (denominada topologia traza
de X sobre Z)

Tlz:={Iz'(A)|AeT}
{ZmAlAeT}

A (Z,T|z) se le llama sub-espacio topoldgico de (X, 7).

Observacion. Hay que tener cuidado, pues Z m A es abierto en Z, pero no
necesariamente en X.

Ejemplo. Se tiene que (—a,a) m [0,00) = [0,00) es abierto en Z = [0, 0),
pero no en R con la topologia canodnica.

Observacidn. Las vecindades de z € Z son de la forma Vi Z, con V e N,(T)

y algin x € X.
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4.3. Topologia inversa inducida por una fa-
milia de funciones

Motivacién: Sea X un conjunto y f: X — (X,,7,) una familia de fun-
ciones para A € A, con (X, 7,) espacios topoldgicos.

Sea X = [[ X, y las funciones f) := 7w, : X — X, se quiere inducir una
topologia inversa sobre X que haga a cada f) continua.

Una respuesta facil: Si a X se le dota de la topologia discreta 7 :=
P(X), que hace continuas a todas las funciones f) trivialmente, sin embargo
ésta topologia es muy grande, queremos optimizar el tamano de la topologia
sobre X.

Una construccién alternativa: Si ahora tomamos las topologias
oxn = {/A'(A)]Ae T}

y definimos una topologia como la uniéon de las preimagenes de todas las

topologias Ty:
T = |_| O\

AEA

Donde 7 no necesariamente es topologia, pues la unién de topologias no es
necesariemente una topologia.

Una respuesta: La solucién al problema es utilizar una base de abiertos
y generar la topologia desde alli. Tomemos como familia generadora:

B:={fi'(A)|A € Tihre

y definimos la topologia inducida por las f) como la generada por la familida
B:
T:=0(B)= |_| T =

BCT =

Ejercicio 9. 1. Probar que 7T es efectivamente una topologia, que hace a
cada f) continua, y es la menos fina que hace esto.

2. Mostrar que todo elemento en T se escribe como la unién arbitraria
de intersecciones finitas de elementos de B.

3. iEs B una base de abiertos en 77

4.3.1. Topologia inversa a partir de una familia de
semi-normas {py}ren

Sea C*(R,R) el espacio que deseamos dotar de una topologia que de-
notaremos por 7, dicha topologia la definiremos a partir de una familia de
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seminormas. Sea {py}ren la familia de seminormas dadas por:

Pk - (COO(RvR)ﬂT> - (R+777€)
f = pi(f) = sup, | f®(2)]

Donde 7} corresponde a la topologia traza o del subconjunto heredada a
partir del espacio topoldgico usual (R, 7r). Veamos que para que cada py
sea continua, se debe cumplir que:

VkeN,pp'(A) € T ta Ar e Ty

Osea que todas las preimagenes de cada T, mediante p, respectivamente
deben estar en la topologia 7. Definiremos la coleccién:

S = {pit(Ap)|3k e N tq Ay € Tz}

Doénde la coleccion S sera utilizada como sub-base para generar 7T, por lo
tanto trivialmente & < 7T, asegurando que estén presentes los conjuntos
abiertos necesarios para hacer continuas a las seminormas anteriores, luego
por definicién tendremos que generaremos T :

T=oS)=[]T
T28
Oséa que T serd la interseccién de todas las topologias que contienen a S,

teniendo que T es topologia, puesto que la interseccién de topologias es una
topologia.

4.3.2. Topologia producto

Sea (X3, Tx)xea una familia de espacios topoldgicos, y sea X = 1_[ X, su

AeA
espacio producto al que se desea dotar de alguna topologia.

La familia de proyecciones candnicas donde para p € A fijo se tiene la
funcion:
T X — X,

x> y(x) = 2y

induce en X una topologia llamada topologia producto denotada por ), 75,
que es la menos fina que hace a cada ) continua.

Definicién 73 (Cilindro). Un cilindro C' en X = HX A €S un con-

AeA
junto de la forma

C = 1_[ Xy X
AeA
donde cada C'y < X, pero el nimero de \’s tal que C, # X, es finito.
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Se dird que C' es abierto si cada C) lo es en su topologia T, respectiva.
Ademads note que todo cilindro es de la forma (ver figura)

c= [ =

Ael,ICA finito

X2 X2

X1

R e

Figura 4.2: A la izquierda, un cilindro abierto a una coordenada fija en C}.
A la derecha, un cilindro abierto con dos coordenadas fijas.

Ejemplo. Un ejemplo de cilindro puede ser con I = {1,4} como el conjunto
donde C # X, teniendo

C=XgxCyx--xCOyxX5x...

Teorema 25. La familia de cilindros abiertos es una base de abiertos
para la topologia producto ), Tx. Esto es, A es abierto en (), 7, ssi

Vx € A,, 3C cilindro abierto tqze C < A

Observacion. En dimensién finita, el producto infinito de abiertos C) # X,
no necesariamente es abierto. Por eso los cilindros tienen un nimero finito
de coordenadas diferentes a X.

Demostracion. » (=) Sea A abierto en 7. Entonces A es union arbitraria
de intersecciones finitas de elementos de B, que son de la forma

By := 7, (Cy), Cy es abierto en X,

Claramente B, es un uni-cilindro (solamente a una coordenada fija
A se le asigna (). Sea = € A. Entonces = estd en particular en una
interseccion finita de elementos By, ..., B, en B, esta a su vez contenida
en A. Luego, esta en cada uno de ellos.

Escribiendo B; := m; '(C};), tenemos

n n

xTr € Bj = |—|7Tj_1(0j) =:C
1 j=1

Jj=

que es un cilindro, contenido en A, que es lo que queriamos probar.
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» (<) Probaremos que A es vecindad de todos sus puntos. Sea = € A.
Entonces existe C' cilindro abierto tal que x € X < C. Pero C es
abierto, porque es elemento de B. Esto prueba que A es vecindad de

sus puntos, ie. abierto.
|

Observacion. Es muy importante tener un control seguro de cémo trabajar
con la topologia producto via los cilindros abiertos, pues seran relevantes a
la hora de probar que el producto de compactos es compacto. Esto requiere
tiempo y trabajo duro, asi creatividad para imaginar los objetos infinito-
dimensionales que estamos trabajando. Este control tan preciso de la topo-
logia producto no se conocia hasta que Tychonoff demostré su teorema via
el uso de cilindros.



Capitulo 5

Separacién y convergencia

5.1. Separacién

5.1.1. Axiomas de separaciéon

A continuacién vamos a introducir nociones importantes que permiten
entender cudndo una topologia permite distinguir entre puntos (recordar
que las topologias son colecciones de abiertos, solamente). La siguiente des-
cripcion es estandar en la literatura, aunque hay variaciones especificas que
consideran definiciones intermedias.

Axioma (Tp). Diremos que (X, 7T) es T o espacio de Kolmogorov si
para todo = # y, o bien existe vecindad V de = con y ¢ V, o bien
existe vecindad W de y con = ¢ W.

4 w
I’ X y X[’ y \
i e ' e e @
\ i A '
S ,’ \\ ,’
M, it o bien B,

Figura 5.1: Separacion Tj

Ejemplo.

1. Casi cualquier (X,7) es Ty, pero X de dos o mas elementos con la
topologia trivial {X, &}, no lo es.

2. X = {0,1} con la topologia T = {, {0}, X} es Tp, pues {0} es una
vecindad de 0 que no contiene a 1.

Proposiciéon 54 (Caracterizacién de Tj). Los siguientes enunciados son
equivalentes.

1. X esTj.

125
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2. Para cada par de puntos distintos z, y existe un abierto A que contiene
Unicamente a x o y.

3. Para cada par de puntos distintos = # y, adh({z}) # adh({y}).
FEjercicio 10. Para X = {a, b, c} (de tres elementos diferentes), encuentre las

topologias en X que lo hacen Tj.

Axioma (77). Diremos que (X, T) es T} o espacio de Frechet si para
todo x # y existen vecindades V de z y W de y tales que y ¢ V' y
x¢W.

% w-
/
! rSR4 S ¢ \
\ ,r \ ,‘
Al A .
b ’ 5 \\ ’
Tellet y ademas St

Figura 5.2: Separacion T

Ejemplo.
1. X con la topologia discreta e claramente T} .

2. X ={0,1} con T = {.{0}, X'} no es T}, pues 1 s6lo posee a X como
vecindad, que no le separa del 0.

Proposiciéon 55. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. X esTj.
2. Todo singleton es cerrado.
3. Todo singleton es la interseccién de sus vecindades.

FEjercicio 11. Para X = {a,b,c} de tres elementos diferentes, encuentre las
topologias en X que lo hacen T7.

Axioma (T3). Diremos que (X,7) es T3, o espacio de Haussdorff, o
separado, si para todo x # y existen vecindades disjuntas V' € N,
W e N,.

Ejemplo. En R™ con la topologia candnica, se tiene que si  # y, consideran-
do como radios r := |z — y|, entonces V = B(z,r) y W = (y,r) satisfacen
lo pedido, concluyendo que el espacio es T.

FEjercicio 12. Para X = {a,b,c} de tres elementos diferentes, encuentre las
topologias en X que lo hacen T5.

A continuacién se presenta algunas equivalencias interesantes a que un
espacio topoldgico sea Ty:
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Figura 5.3: Separacion T,

Proposicion 56. Son equivalentes los siguientes enunciados:

1. et es Ty o de Haussdorfl.
2. Paraz e X ez # y existe V € N, con y ¢ adh(V).

3. Para todo x € X se cumple que:

[] {adh(V)} = {x}

VeN,

4. La diagonal D := {(x,z)|r € X} es cerrada en el espacio topoldgico

(X x X, TXRT).
Demostracion.

1 — 2 Propuesto.
2 — 3 Por doble inclusion:

(2) Si V e N,, entonces z € V < adh(V). Luego z € |_| {adh(V)},
VeNy
por lo que se concluye que:

{z} < [ ] {adh(V)}

VeN,

(S) Razonando hacia contradiccién, supongamos que siy € |_| {adh(V)}
VeN,
es distinto de x, por hipdtesis existe V € N, tal que y ¢ adh(V),

contradiccion, concluyendo que no hay elementos diferentes de x

en [ | {adh(V)}.

VeN,
3 — 4 Se buscard probar que D¢ es abierto. Sea (z,y) € D¢, es decir x # y.

Utilizando la hipétesis (oséa 3) y ¢ |_| {adh(V)}.
VeNg
Luego, para cierto V € N, y ¢ adh(V). Sean A abierto tal que z €

Ac V. y B := (adh(V))° abierto con y € B. Entonces A x B es abierto
contenido en D¢y (z,y) € A x B, luego D¢ es la unién de todos los
abiertos creados de esta forma, concluyendo que D¢ es abierto.
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3 — 4 Six # y entonces el elementos (x,y) ¢ D. Como D es cerrado entonces
D¢ es abierto en X x X. Luego, existen A, B abiertos en T tales que
r,ye Ax Bc D
Consecuentemente x € A e ye B,y A x B = J porque si no lo fuese
A x B intersectaria la diagonal D.

Proposicién 57. Sea (X, T) un espacio topolédgico T, entonces Y < X con
la topologia traza es un espacio topolégico T.

Proposiciéon 58. El espacio (n Xy, @7}) es Ty (bajo la topologia pro-
AeA
ducto) ssi cada (X, 7,) es Ts.

Demostracion.
(«) Sean (X, 7T))xea espacios topoldgicos Tp y sea X = HXA’ con la

AeA
topologia T := X) 7.
Sean = # y en X, luego existe A € A tal que x, # y,. Como X, es T,
existen conjuntos abiertos A, y B, disjuntos que contienen a x, e ¥,
respectivamente (y los separan).
El resultado final, se obtiene considerando los cilindros abiertos:

Cai=Axx | [n#AXp
AEA

ngszxHu;é)\X,u

AEA

que contienen a x e y respectivamente, dichos abtos. son disjuntos.

(=) Propuesto.

Axioma (T3). Diremos que (X,7) es T}, o espacio de Tychonoff, o
regular, si es 77 y ademas, para todo cerrado F'y x ¢ F, existen
abiertos A y vecindad V e NV, talesque VA= gy F c A.

Ejemplo. En R™ con la topologia candnica, se tiene que si x # vy, si ' =
B(xo,7) es cerrado y z ¢ F, ademéds considerando como radio d := 1|z — |,
entonces A = B(zo, 1,1r) y V = B(x,0,1r) satisfacen lo pedido, concluyen-
do que el espacio es T;.

Ejercicio 13.
1. Si (X,7T) es T3, entonces es Th.

2. Para X = {a,b, ¢} de tres elementos diferentes, encuentre las topologias
en X que lo hacen T3.
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Figura 5.4: Separacion T3

Axioma (T}). Diremos que (X,7T) es Ty o normal, si es 77 y para
cualquier par de cerrados disjuntos F}, Fy, existen abiertos disjuntos
Uy, Us, tal que F; € U; con i € {1,2}.

- % - .
- - .
“ ¢ kY
1) ! 5
! 4 F i
F 1 | 2 I
]
! N I
/ . /
Fa % &
- . -

b

0 e v

f
I

I
&
1
%
%
LY

- = - =

Figura 5.5: Separacion Ty

Ejercicio 14.
1. Mostrar que T} implica T3.
2. Para X = {a,b, ¢} de tres elementos diferentes, encuentre las topologias

en X que lo hacen T}.

5.1.2. Teorema de Urysohn

Teorema 26 (Urysohn). El espacio topolégico (X, 7)) es Ty (normal)
ssi es T} y verifica lo siguiente:

» Para todo cerrado F' y abierto A tales que F' € A, existe pu :
X — [0, 1] continua entre la topologia T sobre X y la topologia
traza de la topologia candnica de R sobre [0, 1], tal que:

w(x) =1,V e F
u(x) = 0,V ¢ A

Demostracion.
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Figura 5.6: Separacién mediante una funcién de Urysohn

(<) Suponiendo que (X,7T) es T} y que existe una funciéon de Urysohn u.
El objetivo es probar que et es T}.
Sean F y F» dos conjuntos cerrados disjuntos, debemos hallar abiertos
Uy, Us disjuntos, donde F; < Uy, i € {1,2}. Luego, como los conjuntos
cerrados son disjuntos, luego Fy < F¥, donde denotaremos F' := F} y
A= F5.
Sea u : X — [0, 1] continua, la funcién de Urysohn asociada a F'y A,
con ulp =1y ulse = 0.
Definimos Uy := v™' (1,1]) y U. = v ([0, 1) ), notemos que U; y Us
son disjuntos, pues no puede ser que u(zx) > 2 y u(z) > % al mismo
tiempo. Notemos también que Fy = F < Uy, pues F < v *({1}).
Asimismo, Fy < Us.
Como [0, %) y (%, 1] son abiertos para la topologia traza de la topologia
canénica en R sobre [0, 1], se tiene que U; y Us son abiertos en X y
se concluye.

(=) Propuesto.

Corolario 26.1. Todo espacio métrico es normal.

A continuacion se vera un espacio que no sea T, o Hausdorft:

FEjemplo. A continuacién se verda un espacio topoldgico que no es To o de
Hausdorff, sea X = [0,1] con la base de vecindades (abiertas) (8:)sefo1]
siguiente:

€(0,1)= G, :={(r—e,z+¢)m[0,1]}cs0

Sixz =0,1, tomamos:

Bo=by:={[0,e) u (1l —¢,1]}c=0

X con la topologia generada, no es T3, porque no es posible separar al 0 del
1. (En realidad X es muy similar a un circulo, pero no es igual).

Si X no es T5, entonces es posible que el limite de sucesiones no sea tinico,
a continuacion se estudiara éste problema.
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5.1.3. Teorema de extension de Tietze

Una consecuencia inmediata del Teorema de Urysohn es el Teorema de
extension de Tietze, que se ocupa en resolver el problema de extender una
funcion continua con valores reales, definida sobre un subespacio de un es-
pacio topolégico (X, T), a una funcién continua f: X — R.

Teorema 27 (Tietze). Sea (X,7T) un espacio topoldgico normal (T})
y A un subespacio cerrado de X.

1. Cualquier aplicacién continua f : A — [a,b] € R se puede
extender a una aplicacién de todo X en [a, b].

2. Cualquier aplicacién continua f : A — R se puede extender a
una aplicacién de todo X en R.

Proposicion 59. El Teorema de extension de Tietze implica el Teorema de
Urysohn.

5.2. Convergencia

5.2.1. Conjuntos dirigidos y redes

El concepto de convergencia es de importancia fundamental en el Ana-
lisis. Muchas de las nociones de continuidad, derivabilidad, integral de Rie-
mann,... se definen en términos de limites. Se necesita definir el concepto de
limite en espacios topologicos.

Las sucesiones no son adecuadas, resulta que en espacios topolégicos
arbitrarios, las sucesiones no son buenas herramientas para medir la con-
vergencia, en cierta forma, se necesita una generalizacion del concepto de
sucesion, para trabajar espacios mas generales. Aqui aparece el concepto de
red, que naturalmente generaliza el de sucesion.

1. Las redes fueron introducidas por Moore y Smith en 1922.
2. Los filtros, como una teoria formal, fueron definidos por Cartan en

1936.

Definicién 74 (Conjunto dirigido). Sea (A, <) un conjunto parcial-
mente ordenadd?] Diremos que A es conjunto dirigido si para cada
a,f e, existe ye Acona<vy <.

Definicién 75 (Cofinal). Un subconjuntos B < A se dice cofinal si
para todo a € A, existe § € B con o < /3 (iina sub-sucesién").

?Algunos autores definen conjunto dirigido dejando de lado la antisimetria, ésto
quiere decir que no necesariamente se necesita que sea un orden parcial.
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Ejemplo. Algunos ejemplos de conjuntos dirigidos son:
1. Todo conjunto formado por un tnico elemento es un conjunto dirigido.

2. Todo conjunto con un buen orden es un conjunto dirigido (con dicho
buen orden).

3. (Z,<) y (Q, <) son conjuntos dirigidos (con el orden usual).

4. (N, <) es un conjunto dirigido, y 2N es cofinal en N.

5. (R, <) es un conjunto dirigido, pero (—o0, 0] no es cofinal en R.
6. Todo conjunto cofinal es conjunto dirigido (ejercicio propuesto).

7. IMPORTANTE:
Las vecindades de un punto como conjunto dirigido:
Sea (X,7) y x € X dado. Entonces A = N, con el orden V < W <
W < V (inclusién inversa) es conjunto dirigido. Es claro que el ante-
rior es un orden, pero no es total porque no todo los conjuntos estan

relacionados.
Si Vi,Va € N, entonces W := (Vi mV,) € N, y cumple Vi < Wy
Vo< W.

i oo Vo

Figura 5.7: Tlustracion del conjunto de
vecindades como conjunto dirigido.

Ahora es posible introducir el concepto de red, que generaliza la idea de
sucesion, puede introducirse utilizando conjuntos dirigidos en sustitucion de
N como conjunto de indices.

Definicién 76 (Red). Sea X un conjunto y (A, <) un conjunto diri-
gido. Una red es una funcién z : A — X.

Notacién. x = z(\) = (T))aea-
Observacion. Si A = N, se recupera la definiciéon de sucesion.

Ejemplo. 1. Cualquier funcién f: (R, <) — R es una red.

2. En (A, <) = (P(Xy),<), para A < X, x4 := W4 es una red con
valores en §(X,R).

3. En el conjunto {0, 1} con la topologfa de Sierpinski, A = N, entonces
xy = 1 para V € N es red a valores en X.
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Proposiciéon 60. Six: A - X esunaredy f: X — Y es una funcion,
luego, la aplicaciéon obtenida por composicién fox : A — Y es una red en
Y.

Definicién 77 (Convergencia de una red). Sea (X, 7). Diremos que
la red (x))xea € X converge a T € X si:

VWeNzINeEAtgAZ= =2y V

Ejemplo. 1. Sea z) = T para todo A € A, llamada como la red constante,
converge a T.

2. En X = {0,1} con la topologia de Sierpinski. Sea 7 = {J, {0}, X},
tomemos A = Ny = {{0}, X} con la inclusién inversa, y sea la red
xy = 0 para V e Ny.

Veamos que la red (zy)yen, converge a ambos, 0y 1:

En efecto, V' = X es la tnica vecindad de T = 1. Tomando Ay = {0},
luego V = {0} = Ao, se tiene que 0 =z € V =X

Por otro lado, si T = 0, luego V' = {0}, X son vecindades de 0. To-
mando A\g = {0}, A = g, en ambos casos de V uno tiene 0 = zy € V.

3. Sea (X, T) un espacio topoldgico, z € X y A = /3, una base de entornos
fijada para x. La relaciéon U, < Uy < U; = U, dirige A. Si se define
z(\) = x), € N, pata cada N € N,, se obtiene una red en X, que
converge a .

Observacion. Si X no es Hausdorff, el limite puede no ser unico.

Teorema 28 (Unicidad del limite). Si (X,7) es T» (Hausdorff), en-
tonces toda red (x))xea convergente posee un tnico limite.

Demostracion. Razonando hacia contradiccion, supongamos que () ep con-
verge a T y a 2 simultdneamente (diferentes). Como X es Ty (Hausdorff),
existen vecindades disjuntas V' 'y W de T y &, respectivamente.

Por otro lado, existe \g € A tal que si A\ > Ay, ) € V. Ademads, existe
AMeANtalquesi A > N\, xyeW.

Como A es un conjunto dirigido, existe Ay € A tal que Ay > A, A\g. En
particular, para A > Ay, ) € V 1 W, contradiccion. |

5.2.2. Caracterizaciones mediante redes

Teorema 29 (Adherencia mediante redes). Sea un espacio topologico (X, T)
y A< X, entonces x € adh(A) ssi existe una red (z))yea S A con ) — .



134 CAPITULO 5. SEPARACION Y CONVERGENCIA

Demostracion. (=) Sea x € adh(A). Luego para cualquier V € N, V m
A # . Para cada V € N, ordenando con la inclusién inversa, sea
rzyeVmACA.

Lyegi, (zv)ven, es red y converge a x, pues para cada W € N, existe
Vo := W e N, tal que para V < Vj, 2y € W.

(<) Sea (zv)ven, es red y converge a x, pues para cada W € N, existe
Ao € A tal que, si A = g, entonces x) € V. Luego V m A # (.
|

Teorema 30 (Continuidad mediante redes). Si (X,7Tx) e (T, 7y) son es-
pacios topologicos y f : X — Y es una funcién, entonces f es continua en
T e X ssi

Vo) — T, f(xz) — f(T)

Demostracion. (=) Supongamos que f es continua en T, y sea T, — T.
Veamos que f(z)) — f(T).
Sea W € Ny). Por continuidad, existe V e N5 tal que f(V) < W.
Como x), — T, existe \g € A tal que para A = \g, =, € V. Luego para
A= )\0, f(.l?)\) S f(V) cW.

(<) Razonando por contradiccién, supongamos que f no es continua en
7. Luego, existe una vecindad W € Nz que para cualquier V € N5,
satisface que f(V) € W.

5.2.3. Filtros

La definicién de filtro esta fuertemente motivada por las propiedades
fundamentales de los sistemas de entornos, es decir:

1. Los entornos son siempre no vacios.
2. La interseccién de dos entornos de un punto es un entorno del punto.

3. Un conjunto que contiene a un entorno de un punto es un entorno de
dicho punto.

A continuacién se retoman las definiciones necesarias a partir de la nocion
de filtro:

Definicién 78 (Filtro). En filtro F sobre un conjunto X es una fa-
milia no vacio de subconjuntos no vacios de X que verifica:

1. Si Fi, F5 € F, entonces Fy m F, € F.

2. Si FeFyF <, entonces G € F.

Observacion. Para cualquier filtro sobre X, se tiene que dicho X € F.
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Ejemplo. Algunos ejemplos de filtros son:

1.

Para cada conjunto X, luego F := {X} es filtro, conocido como el
filtro indiscreto o trivial.

. Dado X conjunto y a € X, luego F, := {U < X|a € U} es el filtro

principal en a.

. Dado X conjunto y A € X, luego Fu := {U < X|A < U} es el filtro

principal en A.

Dado X conjunto infinito, luego Feof := {A < X|X\A es finito} es el
filtro cofinito.

. Dado X conjunto infinito, luego Feopum := {A S X|X\A es numerable}

es el filtro conumerable.

. Dado un espacio topoldgico (X, T) y z € X, luego N, es el iltro de

entornos de x.

Dado X un conjunto y P(X) nunca es un filtro sobre X. Es facil ver
ésto pues P(X) no cumple la PIF.

Definicién 79 (Base de un filtro). Una subcoleccion de un filtro G <
F es una base del filtro F si para cada F' € F existe G € G tal que
GcF.

Lema 8 (Caracterizacién de base de un filtro). Una familia no vacia de
conjuntos no vacios G es una base para algin filtro sobre X si y sélo si
verifica:

= Para G1,Gs € G, existe Gz € G tal que Gz € G1 1 Gy

y entonces F := {F € X|[3G € G : G < F} es un filtro generado a partir de

g.

FEjemplo. Algunos ejemplos de bases de filtro son:

1.

Dado X un conjunto y a € X, luego G, := {{a}} es base del filtro
principal F,.

. Dado X un conjunto y A € X, luego G4 := {A} es base del filtro

principal Fy4.

. Todo filtro es claramente base de si mismo.

La coleccién G := {(a,0)|a € R} es base de un filtro sobre R llamado
filtro de Frechet sobre R.

. La coleccién Gy := {(a,b)|a < 0 < b} es base de un filtro sobre R que

corresponde a las vecindades del ceto Nj.
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Definicién 80 (Filtro fijo y filtro libre). Un filtro F sobre el conjunto

X se llama fijo si |—| F # & v se dice libre en caso contrario.

FeF

FEjemplo. 1. Los filtros principales y los filtros de entornos son filtros fijos.

2. El filtro de Frechet sobre R y los cofinitos son filtros libres.

Definicién 81 (Convergencia y punto de acumulacién de un filtro).
Sea (X, 7T) un espacio topologico y sea F un filtro sobre X. Se dice
que:

1. F converge a x y se denota F — x, si N, < F.

2. F tiene a x como punto a acumulacion, y se denota como F ~ x,
si para cada F € F y cada N € N, se tiene que F' N # (.

FEjemplo. Algunos ejemplos de convergencia de filtros son:

1.

En el espacio topolégico (X, 7T) con el filtro indiscreto F. Entonces,
para cada z € X,F ~ x y ademds F — x ssi N {X}.

. En el espacio topologico (X, T), sea A # (J y sea F4 el filtro principal

asociado a A. Entonces, F ~ z ssi x € adh(A). También F — x ssi
para cada U e T talquex e U es A U.

. En el espacio topoldgico (X, T), el filtro de los entornos de x denotado

por N, converge a x.

. En el espacio topoldgico (X, Tirivia), todo filtro converge a cualquier

punto del espacio. Recordar que Tyiiar = {X, T}

. En el espacio topolégico (X, Teor), Feor converge a todo punto del

espacio.

Muchas aplicaciones de la convergencia de filtros pueden ser realizadas
de forma elegante mediante ultrafiltros, para ello, se recordara la definicion
de dicha nocién:

Definicién 82 (Ultrafiltro). Un filtro H sobre X es un ultrafiltro si
no existe un filtro estrictamente mas fino que él.

Ejemplo. Algunos ejemplos de ultrafiltros son:

1.

2.

El filtro principal en un punto es un ultrafiltro.

Si A posee mas de un punto, el filtro principal F4 no es un ultrafiltro.
De hecho, para cada a € A, Fa < F,, lo que prueba que no hay un
unico ultrafiltro que contiene a un filtro dado.
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3. Los filtros cofinito y conumerable no son ultrafiltro.

Teorema 31. El espacio topoldgico (X,7T) es Ty ssi los filtros sobre X
poseen limites nicos.

Lema 9. Si H es un ultrafiltro en (X, 7), luego H ~ z ssi H — x.

5.2.4. Filtro como conjunto dirigido

Es posible utilizar la nocién de filtro para tener conjuntos dirigidos con-
venientes, como se muestra a continuacion en los ejemplos:

Ejemplo.

1. Dado el espacio topoldgico (X, T )y x € X, el filtro de entornos N, es
un conjunto dirigido utilizando la inclusion inversa como orden.

2. Para cualquier filtro F sobre un conjunto X, (F,<) y (F,2) son
conjuntos dirigidos.

A continuacién se formaliza la idea presentada en los ejemplos previos.

Definicién 83. Sea F un filtro y se define < un orden parcial definido sobre

JF como
F1 ﬁFg@Fl QFQ

de manera que (F,<) resulta ser un conjunto dirigido. Se define la red
derivada de F como:
z: F—-X

tal que z(F') € F.

Definicién 84. Sea A un conjunto dirigido y z : A — X una red en X. Se
define:
Fo={F < Xz e F}

Entonces F, es llamado el filtro derivado de x.

Definicién 85 (Convergencia). Sea (X,7) un espacio topolégico y F un
filtro sobre X y T € X. Se dice que F converge a T (F — ) si:

VYV e N5, satisface V e F

Teorema 32. Sea (X,7) un espacio topolégico, = € X.
1. Siz: A — X es una red, entonces r — T ssi F, — T.

2. Si F es un filtro sobre X, entonces F — T ssi toda red derivada de F
converge a .

Demostracion. Pendiente. [ |
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Capitulo 6

Invariantes topologicos

6.1. Homeomorfismos

Definicién 86 (Homeomorfismo). Dos espacios topolégicos (X, Tx)
y (Y, Ty) se dicen homeomorfos si existe f : X — Y biyectiva con fy
f~! continuas. A dicha funcién se la llama homeomorfismo.

Ejemplo.

1. SiY := (=Z,%), entonces f : (R,7.) — (Y, T.|y) dada por f(z) =

2
arctan(z) es homeomorfismo con inversa f~!(z) = tan(z).

2. Si g : N — 2N dada por g(n) = 2n con cada espacio dotado de la
topologia discreta, luego g es homeomorfismo.

FEjercicio 15. Encuentre X, Y <€ Ry f : X — Y biyectiva y continua,
g 'Y — X biyectiva y continua, pero donde no exista un homeomorfismo,
osea que g # L.

6.1.1. Ejemplos de espacios topolégicos homeomorfos

Caso 1: X; =[0,1]? en R?

1. 71 como la topologia traza de X; = [0, 1]? (ver figura en la izquierda).
Base de vecindades de (z,y):

B((‘Tvy)7€> '_|X1
O0<z,y<1l,e>0

2. T el cilindro no Hausdorff, se identifica (0,y) ~ (1,y). Base de vecin-
dades para (z,y):

{0 <x <1 = B((z,y),e) n X,
=0 = (B((0,9),¢) u B((1,y),¢)) n X,

139
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Caso 2: Sea X, =[0,1) x [0,1].

1. 73 cilindro Hausdorff. Con la base de vecindades para (z,y):

{0 <x <1 = B((z,y),e) m X
z=0 = (B((0,9),¢) b B((L,y),¢)) m X5

X, con esta topologia es homeomorgo al cilindro de R? dado por 22 +
y?> =1, con 0 < z < 1 con su topologia traza.

2. 7T, cinta de moebius. Con la base de vecindades para (z,y):

{O <x <1l = B((z,y),e) m X
=0 = (B((0,9),¢) b B((Ly),1 = ¢)) m X,

6.2. Invariantes topoldgicos

Definicién 87 (Invariante topolégico). Se llama invariante topolo-
gico a cualquier propiedad de un espacio topoldgico que se preserva
mediante homeomorfismos.

Proposicién 61. Sean (X,7Tx) y (Y, Ty) dos espacios topologicos homeo-
morfos, entonces:

1. Si (X, 7x) es separable, entonces (Y, Ty) es separable.
2. Si (X, Tx) satisface PAN, entonces (Y, Ty) satisface PAN.
3. Si (X, Tx) satisface PAN, entonces (Y, Ty ) satisface PAN.

Proposicién 62. Sean (X,7Tx) y (Y, Ty) dos espacios topologicos homeo-
morfos, entonces:

1. Si (X, Tx) satisface el axioma Tp, entonces (Y, Ty ) satisface el axioma
Th.

2. Si (X, Tx) satisface el axioma Ti, entonces (Y, Ty) satisface el axioma
T;.

3. Si (X, Tx) satisface el axioma T3, entonces (Y, Ty) satisface el axioma
1.

4. Si (X, Tx) satisface el axioma T3, entonces (Y, Ty) satisface el axioma
T5.

5. Si (X, Tx) satisface el axioma T}, entonces (Y, Ty) satisface el axioma
Ty.



Capitulo 7

Compacidad y conexidad

7.1. Compacidad

Definicién 88 (Recubrimiento). Un recubrimiento abierto de X es

una familia {Uy}yepn € T tal que X = |_| U,.
AEA
Un subrecubrimiento es un subconjunto de la familia {Uy} ep que sigue

cubriendo a X.

Ejemplo. Algunos recubrimientos son:

1. Parae>0.[0,1] = | | (z—e,2+¢2)n][0,1]).

z€[0,1]

2. (—0,0) = | | [0,1—;].

n=1

3.[0,1) =] | [0,1—”.

n=1

Definicién 89 (Compacidad). Diremos que el espacio topolégico
(X,T) es compacto si todo recubrimiento abierto de X posee un su-
brecubrimiento finito.

A < X se dird compacto si (A4, T |4) es compacto.

Ejemplo. 1. En el espacio topoldgico (X, Tivia), todo subconjunto es
compacto.

2. En el espacio topologico (X, Tais), los tinicos conjuntos compactos, son
los conjuntos finitos.

3. En (X, Ta), B es compacto ssi B\A es finito.

141
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4. En (X, Teof), todo subconjunto es compacto.

5. En (X, Tconum), tlos tinicos compactos son los conjuntos finitos.

6. Es compacto el conjunto [0,1] = |_| (ne —e,ne +¢)m[0,1],
n=0,1,2,...,N.
con N un entero superior a 1/e (prop. Arquimediana).

7. Todo conjunto finito es compacto (incluso el vacio) bajo cualquier to-
pologia.

8. Una sucesion convergente junto a su limite es compacta, debido a que
basta con tomar vecindades abiertas de cada término hasta n < ng,
mientras que para n > ng se considera una sola vecindad abierta,
teniendo una familia recubridora de ng + 1 abiertos.

9. En (R? Tra), A € R? es compacto ssi es cerrado y acotado (se demos-
trard mas adelante).

Teorema 33 (Caracterizaciones de compacidad). Sea (X,7) un espacio
topoldgico. Son equivalentes:

1. (X, T) es compacto.
2. (X, T) posee la propiedad de interseccién finita (PIF).
3. Toda red en X posee un punto de acumulacion.
4. Toda red en X posee una subred convergente.
Comentario. También es equivalente a compacidad que toda red en el espacio

topoldgico tenga un punto de acumulacion.

Antes de demostrar el teorema anterior, es importante recordar que ya se
ha probado a estas alturas (3) < (4). entonces hay que verificar (1) < (2),

2)= @)y (3)= (1)

Demostracion. » Demostracion de (1) = (2):
Razonando por contradiccién. Sea {F)}iea una familia de cerrados en

X tales que |—| F\ # O, para cualquier ¥ < A finito. Suponiendo
AeXCA

que |_|FA7$@.

AEA

Luego, (|_| F,\> = X, es decir:
AeA
X=||F

AEA
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Por ende, {F} en es un recubrimiento abierto de X. Por ser X com-
pacto, entonces existe un subrecubrimiento finito, osea que

X =||F

AEX

osea que |_| F\ = ¢, lo que es contradiccién. Se concluye.
AeXCA

s Demostracion de (2) = (1):
Propuesto.

s Demostracion de (2) = (3):
Dada la PIF, es posible probar que toda red posee punto de acumu-
lacion. Sea (x))xea red en X, usando esta red, es posible construir
conjuntos cerrados.
Sea F) := Adh{z,|n = A}. Note que para todo F' de cardinal finito en

A, se tiene que |_| F\ # & (es posible verificar utilizando que A es un
AeF

conjunto dirigido). Luego, gracias a la PIF, |_| F\ # J. Sea T en este

AEA
conjunto. Luego hay que probar que es punto de acumulacion.

Sea V € Nz y A € A. A continuadién se prueba que existe X' > )\
tal que zy € V. Como T € F=Adh({xz,|p = A}), por definicién de
adherencia, V m{z,|u = A} # &. Luego, existe \' > A tal que zy € V.

s Demostracion de (3) = (1):

7.1.1. Compacidad en subespacios

Para continuar, hay que recordar que si (X, 7) es un espacio topoldgico,
A < X se dird compacto si (A, 7T]a) es compacto. A continuacion se veran
algunas formas de obtener conjuntos compactos a partir de otros conjuntos
compactos

Proposiciéon 63. Sea (X, 7T ) un espacio topologico y A < X.
1. Si (X,7T) es Hausdorff (T3) y A es compacto, entonces A es cerrado.

2. Si (X, T) es compacto y A es cerrado entonces A es compacto.

Demostracion. 1. Suponiendo que A no es cerrado. Luego, existe T €
Adh(A)\A. Ademas, existe una red (z))xea definida en A que conver-
geaT¢ A

Como A es compacto, ())xea posee un punto de acumulacion & € A,
y una subred (yp) que converge a tal punto. Note que T # 2.

Pero la subred también debe converger a T, de donde posee dos limi-
tes diferentes. Como X es espacio de Hausdorff, esto no puede pasar,
concluyendo.
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2. Propuesto.

Observacion. Note que la compacidad no siempre se hereda siempre en los
subconjuntos de compactos, para ello basta con tomar el espacio compacto
([0,1],7T) con T la topologia traza respecto a la topologia canénica en R,
mientras que ((0,1),7) no es compacto.

7.1.2. Compacidad mediante operaciones de conjuntos

A continuacién se estudia un método de obtener conjuntos compactos a
partir de otros conjuntos compactos mediantes las operaciones de la teoria
de conjuntos.

Proposicién 64. Sea (X, 7 ) un espacio topolégico.
1. Sean K;, Ky compactos en X, entonces K7 L1 Ky es compacto en X.
2. Si (X, T) es Hausdorff (T3) y {K)}aea es una familia de compactos en
X, entonces
K :=[]K\

AEA
es comapacto.

Demostracion. 1. Propuesto.

2. Cada K, es cerrado, por lo que K es cerrado debido a la interseccién
arbitraria de cerrados, ademas

|_|K)\§K)\O

es un subconjunto cerrado contenido en un compacto, se concluye que la
interseccion arbitraria es compacta. |

7.1.3. Compacidad y funciones continuas

Proposicién 65. Sea (X, T') un espacio topolédgico compacto, si f : (X, T) —
Y es funcién continua, entonces f(X) es compacto.

Proposiciéon 66. Si f : (X,7x) — (Y,7y) es una funciéon continua con
(X, Tx) compacto e (Y, Ty) espacio de Hausdorff, entonces f es una funcién
cerrada.

Proposiciéon 67. Sea (X, Tx) un espacio de Hausdorff, (Y, 7y) un espacio
de Hausdorff compacto y f : (X,7x) — (Y,7y) funcién. Entonces f es
continua ssi su grafo

Gr(f) == A{(=z, f(z))|lr € X}
es cerrado en (X XY, Tx ® Ty ).
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Teorema 34 (Weierstrass). Sean (X, 7) un espacio topolégico com-
pactoy f: X — R una funcién continua. Entonces existe Z,z € X
tales que:

f(z) = inf f(z) = min f(z)
f(z) = sup f(z) = max f(z)

reX

Demostracion. Para concluir, basta con probar el caso del infimo, puesto
que considerando — f se obtiene el caso del supremo.

Sea v := Inf,cx f(x) = —00. Sea () una sucesién decreciente a «. o, = «.
Se define K,, := {zr € X|f(z) < a,,}. Note que K,, = f~'(—0,a,), que es
cerrado (preimagen de cerrado mediante f continua). Como K, es cerrado
en X compacto, K, es compacto, ademas que K,,; < K, y son no vacios.

Como |—| K, # J para cada F finito, usando que X es compacto y la PIF

nekF

K:=|_|Kn7é@

n=1

Sea & € K. Luego, 7 estd en cada K,, = {r € X|f(z) < a,}. Luego, f(Z) <
a, para cada n. Pasando al limite

£(2) < Jim 0, = o = inf f(a)

Esto prueba que el infimo existe y se alcanza en 2, y que f(%) > —oo. W

Para el teorema anterior, es directo dar su enunciado equivalente a su
aplicaciéon en RY utilizada en los cursos de célculo.

Corolario 34.1 (Weierstrass, versién sobre R). Sea f : [a,b] € RY — R una
funcién continua en [a,b] cerrado y acotado, entonces f alcanza su minimo
y Su maximo.

Proposiciéon 68. Sean (X, Tx), (Y, Ty) espacios topolégicos, y f : X —» Y
un homeomorfismo. Entonces si X es compacto, entonces Y es compacto (la
compacidad es un invariante topolégico).

FEjemplo. El posible ver que [0,1] y [0,1) dotados de la topologia traza a
partir de la topologia canénica de R no son homeomorfos, pues basta con
verificar que [0, 1) no es compacto, mientras que [0, 1] si lo es.
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7.1.4. Teorema de Tychonoff

Teorema 35 (Tychonoff). Sean {(X,7\)x}rea una coleccién de es-
pacios topoldgicos compactos, entonces el producto

X =]]Xx

AEA

es compacto.

Ejemplo. Si X = H [0, 1], si se toma en cada [0, 1] la traza de la topologia
z€[0,1]

canénica. Notar que X = [0, 1]%1 = {f : [0,1] — [0,1], f funcién}, que es

compacto (con la topologia producto).

A continuacién se vera la demostracion del teorema de Tychonoff.

Demostracion. Sean X = HX,\ vy T = &,cp 75 Suponiendo cada X

AeA
compacto, se vera que X también lo es. Razonando por contradiccion, supo-

niendo que X no es compacto. Sea &7 la familia de todos los recubrimientos
de X que no poseen un subrecubrimiento finito (existe al menso uno de ellos,
pues X no es compacto), dotada del orden parcial de la inclusién creciente.

Lema 10. Toda cadena en .o/ posee cota superior

Asumiento el lema anterior, por lema de Zorn se tiene que existe un
recubrimiento maximal R es .27, este recubrimiento maximal posee una pro-
piedad muy rara, pues existen cilindros abiertos especiales que no son parte
de R.

Lema 11. Para cada X\ € A, existe un T, € X, tal que para todo ©, € T,
tal que T € ©,, se tiene

—1
71')\ (@)\) = @)\ X HX)\
Este segundo lema entregara la manera de concluir una contradiccion.

Paso 1: Creacion del recubrimiento especial.
Del lema anterior, sea Ty = (Z))aea. Como R recubre X, existe © € R
abierto tal que T € ©. Como O es abierto en 7 (la topologia producto),
existe un cilindro abierto C' conteniendo a T y contenido en ©. Denotando

C=]]6xx]]Xr6seTsF finito

NeF MF

Como para cada \ € F, xy € O,, del segundo lema se tiene 7, (0,) ¢ R.
Luego, para cada A € F, se tiene que R L1 {m,(60,)} es un nuevo recubri-
miento de X.

Estos recubrimientos si poseen subrecubrimientos finitos, porque si no R no
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seria maximal.

Paso 2: Conclusion.
Se denota por Ry L {m;*(6,)} un tal recubrimiento finito de X. Note que

R, posee cardinal finito. Sea también A, := |_| 6. Se tiene que si = ¢ Aj,

QEEA
entonces = € 7, ' (6,). En efecto, esto es poque X = Ay U, 1(6)).
Sea ahora B := |_| Ay = |_| 0. Luego x ¢ B implica x € ©. En

ASF Ol |my " (Ox)
efecto, x ¢ B implica que para cada A € F', x ¢ A,. Luego, x € W;l(@)\).
De aqui, z € |_| W;l(@)\) = H@,\ X HXA = (' < 0. Asi, X es recubierta
AeF AeF MEF
finitamente por elementos de R:

X=||Riu{e}

AeF

Es decir R € 7, contradiccion. |

Comentario. Se puede mostrar que el Teorema de Tychonoff implica el axio-
ma de Eleccién, ademés como en la demostracion del teorema se utiliza el
Lema de Zorn, se concluye que el axioma de Eleccion y el teorema de Ty-
chonoff son equivalentes.

Lemas auxiliares: A continuacion se realizaran las demostraciones de los
lemas utilizados para demostrar el Teorema de Tychonoft:

Demostracion. 1. Primer lema:
Sea (R,) una cadena en &/ (totalmente ordenado); luego, cada R,, re-

cubre X, pero no posee subrecubrimiento finito. Se define R := |_| R,
m

que claramente recubre a X y contiene a cada R,,.

Claramente R no posee subrecubrimiento finito, porque si ©¢,...,0,, €
R cubren X, como cada ©; proviene de un R, y la cadena esta total-
mente ordenada, algin R,,; contendra otros R, y por lo tanto a cada
@1, ey @n

Luego, R, posee subrecubrimiento finito, contradiccion.

Se concluye que R := |_| R, € & es la cota superior buscada.
I

2. Segundo lema:
Razonando por contradiccion, suponiendo lo contrario, se concluira
que R posee un subrecubrimiento finito.
Suponiendo que existe A\g € A tal que para todo T € X, se tiene que
existe un O,z € Ty, con T € O, 7 y ademas W;l(@/\o> € R.
Notar que (O, z)ze X, €8 recubrimiento de X, compacto, por lo tanto,
existe subrecubrimiento finito de X,

@)\0,517 e 7@)\0,fn
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Luego
-1
X = Txo (@Ao,ﬁ Lo @)\073771 |_| T @Aowl

Note que cada 7y '(©),7) € R. Luego R posee subrecubrimiento finito.
[

Proposicion 69. El teorema de Tychonoff implica el axioma de elec-
cion.

Demostracion. Sea {Ay}iea una familia de conjuntos no vacios, se desea ver
que existe f € H A,
AeA
Sea a un elemento que no pertenece a ninguno de los Ay, luego definiendo
Xy = A, u {a} para todo X € A. Luego si se dota a X con una topologia
Ty = {, {a}, X,\}, entonces el espacio topologico (X, Ty) es compacto pa-

ra todo A € A, luego por teorema de Tychonoff HX A €s compacto con la

AeA
topologia producto.

Si se considera la familia U = {Uj}xea, donde Uy = {f € HX,\|f()\) = a},

AeA
observe que no se necesita del axioma de eleccién para afirmar que Uy # ¢F,

puesto que para todo A € A, el elemento que tiene a a en cada coordenada
esta en U,.

Como {a} € T, para todo A € A, los Uy son abiertos (U, = m,"({a})).
Ademas considerando F' < A finito, sin requerir del axioma de eleccién para

encontrar un f € HX)\\ |_| Uy, basta elegir f(u) € A, para la cantidad

AeA AeF
finita de elementos de F, y fijar f(\) para A € A\F. Entonces ninguna

familia finita de ¢ es un cubrimiento de H X, y como H X, es compacto,

AEA
esto implica que U no puede ser un cubrimiento. Luego debe existir f €

HXA\UU/\’ es decir, quefeHXA. |

AeA AEA AEA

Luego como el Lema de Zorn implica el Teorema de Tychonoff, y este
implica el Axioma de Elecciéon, se concluye la equivalencia.
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7.2. Formas débiles de compacidad

A continuacion se estudiaran otras formas de definir la nocién de compa-
cidad, las cuales son mas débiles que la compacidad normalmente utilizada,
dicho esquema de implicancias y relaciones se puede ver a continuacion:

(Lindelsf A
(hereditariamente Lindelof)
1 2
o-compacto 9 4 N
\_ ﬂompacto \ 7 Y,

sucesionalmente compacto

10

an

o oo | S

numerablemente compacto

Figura 7.1: Formas de compacidad.

7.2.1. Compacidad numerable

Definicién 90 (Compacidad numerable). Un espacio topoldgico
(X,7T) es numerablemente compacto si todo cubrimiento abierto nu-
merable de X admite un subrecubrimiento finito.

Proposicion 70. Un espacio topologico X es numerablemente compacto ssi
toda familia numerable de cerrados con la propiedad de interseccién finita
tiene intersecciéon no vacia.

Los espacios numerablemente compactos tienen una caracterizacion muy
simple

Proposiciéon 71. Sea (X, 7T ) un espacio topolégico. Son equivalentes:
1. X es numerablemente compacto.
2. Todo suconjunto infinito de X tiene un punto de w-acumulacion.
3. Todo subconjunto infinito numerable de X tiene un punto de w-acumulacion.

Los espacios numerablemente compactos conservan algunas de las propie-
dades de los espacios compactos, las que se demuestran de forma totalmente
andaloga.

Proposicion 72. Todo cerrado en un espacio numerablemente compacto es
numerable compacto.

Proposiciéon 73. Sean (X, Tx), (Y, Ty) espacios topolégicos. Si f: X — Y
es una aplicacién continua y X es numerablemente compacto, entonces f(X)
es numerablemente compacto.
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Proposicion 74. Sean (X, Tx), (Y, Ty) espacios topolégicos numerablemen-
te compactos, entonces X x Y es numerablemente compacto con la topologia
producto.

7.2.2. Espacios de Lindelof

Definicién 91 (Espacio de Lindelof). Un espacio topolégico (X, 7T)
es un espacio de Lindelof si todo cubrimiento abierto tiene un sub-
cubrimiento numerable. Un espacio topolédgico es hereditariamente de
Lindelof si todos sus subespacios son de Lindelof.

Proposiciéon 75. Sea (X,7T) un espacio topoldgico, es compacto ssi es nu-
merablemente compacto y de Lindelof.

Proposicién 76. Si un espacio topolégico tiene una base numerable (satis-
face SAN), entonces es hereditariamente de Lindelof.

R[d] y todos sus subespacios vectoriales son espacios de Lindelof, lue-
go un subespacio de R? es numerablemente compacto ssi es compacto, lo
que se traduce en una propiedad adicional que los espacios numerablemente
compactos comparten con los espacios compactos.

Proposicion 77. Si f : X — R es una aplicaciéon continua en un espacio
numerablemente compacto X, entonces f toma un valor maximo y un valor
minimo.

Proposiciéon 78. Todo espacio métrico de Lindelof tiene una base numera-
ble (satisface SAN).

Al igual que sucede con la compacidad numerable, las demostraciones de
las propiedades basicas de los espacios compactos pueden adaptarse ligera-
mente para demostrar propiedades analogas.

Proposiciéon 79. Un espacio topolégico (X, 7)) es espacio de Lindelof ssi
toda familia de cerrados en X con la propiedad de la interseccién numerable
(es decir, que la interseccion de cualquier subfamilia numerable sea no vacia)
tiene intersecciéon no vacia.

Proposiciéon 80. Sean (X, Tx), (Y, Ty) espacios topolédgicos. Si f: X — Y
es una aplicacién continua y X es espacio de Lindelof, entonces f(X) también
lo es.

Proposiciéon 81. Si (X, 7)) espacio topologico es un espacio de Lindelof,
entonces todo Y < X cerrado también lo es.

Otra clase de espacios de Lindelof son los que se estudiaran a continua-
cion: Los espacios o-compactos.
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7.2.3. Espacios o-compactos

Definicién 92 (o-compacidad). Un espacio topolégico (X, T) es o-
compacto si es union numerable de subespacios compactos.

Proposiciéon 82. Se cumple:
1. Toda imagen continua de un espacio o-compacto es o-compacta.
2. Todo subespacio cerrado de un espacio o-compacto es o-compacto.

3. Todo producto finito de espacios o-compactos es og-compacto.

7.2.4. Espacios secuencialmente compactos

Definicién 93 (Compacidad secuencial). Un espacio topolégico
(X,T) se dice secuencialmente compacto si en ¢l toda sucesion tie-
ne una subsucesion convergente.

Proposicion 83. Todo espacio topoldgico secuencialmente comapcto es nu-
merablemente compacto.

Proposiciéon 84. Un espacio topolégico (X,T) que satisface PAN es se-
cuencialmente compacto ssi es numerablemente compacto.

Proposicién 85. Todo cerrado en un espacio topolégico (X, 7)) secuencial-
mente compacto, es secuencialmente compacto.

Proposiciéon 86. Sean (X, Tx), (Y, Ty) espacios topolédgicos. Si f: X — Y
es una aplicacién continua y X es secuencialmente compacto, entonces f(X)
es secuencialmente compacto.

Cabe destacar que el comportamiento de los productos de espacios topo-
logicos secuencialmente compactos se comporta mejor que en el caso de los
espacios numerablemente compactos.

Teorema 36 (Tychonoff, versién compacidad secuencial). El producto nu-
merable de espacios secuencialmente compactos es secuencialmente compac-
to.
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7.3. Compacidad local y compactificacion

7.3.1. Compacidad local

Definicién 94 (Compacidad local). El espacio topologico (X, 7)) se
dice localmente compacto si para cada z € X existe una base de
vecindades formada por conjuntos compactos.

Proposiciéon 87. Si (X, T) es espacio de Hausdorff, (X,7T) es localmente
compacto ssi todo punto x € X pose una vecindad compacta.

Una consecuencia de la proposiciéon anterior corresponda al siguiente
enunciado:

Proposiciéon 88. Si (X, T) es espacio de Hausdorff y compacto, entonces
es localmente compacto.

Compacidad local en subespacios topolégicos

Proposicién 89. Si (X, 7)) es un espacio de Hausdorff localmente compacto
y A € T, entonces (A, Ta) (dotado de la topologia traza) es localmente
compacto.

Proposicién 90. Si (X, 7T) es un espacio de Hausdorff localmente compac-
to y C es un cerrado, entonces (C,7¢) (dotado de la topologia traza) es
localmente compacto.

A continuacién se muestra como generar un espacio localmente compacto
a partir de la interseccion de dos espacios localmente compactos.

Proposiciéon 91. Si (X,7) es un espacio de Hausdorff y los subespacios
(A, Ta), (B, Tg) (dotados de la topologia traza) son localmente compactos,
entonces (A m B, Tanp) es localmente compacto.

Consecuencia de lo anterior, es que es posible obtener un espacio loca-
mente compacto mediante la interseccion de un abierto y un cerrado, segin
lo indicado a continuacién:

Proposicion 92. Si (X, 7)) es un espacio de Hausdorff localmente compacto,
sea Y = Am C con A abierto y C cerrado, entonces (Y, 7Ty) es localmente
compacto.

De cierta forma, un reciproco de lo anterior es lo siguiente

Proposicion 93. Si (X,7) es un espacio de Hausdorff y (Y, 7y) es local-
mente compacto con Y € X (dotado de la topologia traza), entonces existen
A abierto y C cerrado en T tales que Y = Anm C.

Se presentan dos consecuencias a continuacion:
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Proposicion 94. Si (X, 7) es un espacio de Hausdorff localmente compacto.
(Y, Ty) es localmente compacto ssi Y = A m C con A abierto y C' cerrado

en T

Proposiciéon 95. Si (X, 7)) es un espacio de Hausdorff compactoy D < X
es denso, entonces (D, Tp) es localmente compacto ssi D € T.

Proposicién 96. Si (X, 7T) es un espacio de Hausdorff localmente compacto,
entonces es normal.

Teorema 37 (Preservacién de compacidad local). Sea f : (X, Tx) — (Y, Ty)
una funcién continua, abierta y sobreyectiva. Si (X, Tx) es localmente com-
pacto, entonces (Y, 7y) también lo es.

Ejemplo. La compacidad local no se preserva bajo aplicaciones tan sélo con-
tinuas: Por ejemplo 1g : (Q, Tais) — (Q, Tus) €s continua, sobreyectiva y no
abierta. El primer espacio es localmente compacto y el segundo no. Com-
pruébelo.

A diferencia de la compacidad, la compacidad se comporta bien tan solo
para productos finitos, esto motiva a enunciar el siguiente teorema:

Teorema 38. Sea {(X,,7))}rea una coleccién de espacios topoldgicos y
(X, T) su producto (con T la topologia producto). Entonces, (X, T) es lo-
calmente compacto ssi para cada A € A, (X, 7,) es localmente compacto y
todos los (X, 7,), salvo a lo mas una familia finita, son compactos.

7.3.2. Compactificacion de Stone-Cech

Sea A un conjunto, luego se considerard el espacio producto [0,1]4 =
{f : A — [0,1]} con la topologia producto, esto es conocido como la to-
pologia de la convergencia puntual. Si (X,7T) es un espacio topoldgico, sea
C(X) < [0,1]% el espacio de las funciones continuas de X en [0, 1].

Sobre C'(X) se considerara la topologia traza de la topologia producto
sobre [0,1]%. En el caso particular del espacio X = N se considerara la
topologia discreta.

Definicién 95 (Espacio de Tychonoff). Un espacio topolégico (X, 7))
se dice de Tychonoff si para todo x € X se tiene que {x} es cerrado
y para cada V € N, existe h € C(X) con h(z) = 0y h(y) = 1 para
y¢ V.

Proposiciéon 97. Sea (X,7) un espacio topoldgico Haussdorff compacto,
entonces es de Tychonoff.

Demostracion. Para concluir se buscara ver que se verifican las dos condi-
ciones requeridas para ser espacio de Tychonoff:
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1. Como (X, 7T) es Haussdorff, entonces para todo = € X se tiene que {x}
es cerrado.

2. Como (X,7T) es Haussdorff y compacto, entonces es normal. Luego,
por el Lema de Urysohn entonces se verifica lo siguiente:

= Para todo par F' cerrado y A abierto tales que ' € A, existe una
funcién h : X — [0, 1] continua entre la topologia T sobre X y la
topologia traza de 7. (con respecto la topologia canénica de R)

sobre [0, 1] tal que:
0 VeekF
M) =4
1 V¢ A
Teniendo lo anterior en mente, es importante notar que para todo V' €

N, existe A € T tal que z € A € V, o equivalentemente, {zt} € A<V,
luego se tiene la funcién continua:

h(z) = 0,Yx € {x}
h(y) =1,Vy ¢ A

En particular como h(y) = 1 para y ¢ A, es equivalente a afirmar que
h(y) = 1 para y € A° donde V¢ < A, teniendo entonces la existencia
de la funciéon h € C(X) que verifica que h(z) = 0y h(y) = 1 con
y € V¢ para cualquier V € N,.

Recordando que para A, B conjuntos, si |A] = a y |B|, entonces f* =

|{f: A— B}|. Ademids |P(A)| = 2*.
Proposiciéon 98. Se cumplen las siguientes identidades:
1. ¢¢=2° 2. |[C(N)|=¢
Demostracion. Estudiando cada igualdad por separado:
1. Se busca probar que 2° = ¢¢, pero notando que:
¢ = 2% = ¢ = (2%0)° = 2Mr =
< Noge=¢
Luego se buscara probar que Ngc¢ = ¢ para poder concluir. Razonando
mediante doble desigualdad: Sea algtn ng € N, luego:
Noc = [{{n}le=1le=¢
=Noc > ¢

Por otro lado, se tiene que Ry < ¢ (N es el menor conjunto infinito que
existe), entonces:

Noe < (c=¢

infinito por infinito es infinito

Por lo tanto, como Ryc = ¢, se concluye que ¢¢ = 2°.
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2. Sea C(N) < [o,1]" el espacio de las funciones continuas de N sobre
[0,1], en particular, para zy € [0, 1] se considera la funcién g : N —
[0,1] tal que f(n) = x¢ para todo n € N (funcién contstante), luego
como existen tantas funciones constantes como |[0, 1]| = ¢, luego:

{g:N = {zo} < [0,1]|z0 € [0, 1]} < O(N)

Por otro lado, notar que:

= ¢ < |C(N)|

[CN)| < [0, 1] = [[0, 1]

Se concluye que |C(N)| = c.

= CNO

- @)
= 9RoNo
— 9%

=

Para continuar es importante saber que [0, 1] es separable cuando esté
dotado de la topologia traza a partir de la topologia canénica de R, puesto
que (R, 7;) satisface SAN considerando como base las bolas B (z, ~) donde
x € Z y n € Z\{0}, luego se considera B = {B (z,2) m [0,1]|z,n € Z} como
base numerable para la topologia traza sobre [0, 1], de lo que se concluye

que [0, 1] es separable.

A continuacién se construira lo necesario para ver que [0, 1]° es separable.

Proposicién 99. Si |A| = a y |B| = § tal que a = 3, entonces [0,1]* y

[0, 1]7 son homeomorfos.

Demostracion. Para comenzar, ya
que se tiene la igualdad de cardinales
« = (3, se tiene la existencia de una
funcién biyectiva g : B — A . Sea
f:[0,1]4 — [0,1]” una funcién da-
da por f(z) = x o g segun la figura
(recordar que [0,1]4,[0,1]7 son es-
pacios de funciones), a continuacién
se vera que f es un homeomorfismo.

Comentario. Se recomiendo revisar
la figura durante la demostracion pa-
ra comprender y guiarse en las com-
posiciones de funciones.

B — [0.1]

f(x)=x-°g

Figura: Mapeos definidos entre los
espacios [0,1]4 y [0,1]2
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Sobreyectividad: Sea z € [0,1]7, luego # = z 0 g~* € [0,1]*, tomando
entonces se tiene que f(r) = rog = zo0g 'og = 2. Se concluye la
sobreyectividad de f.

. Inyectividad: Suponiendo que f(x) = f(y), luego se tiene que

(zog)(b) = (yog)b)
z(g(b)) = y(g(b))

para todo b € B. Luego por sobreyectividad de g se tiene que = g(b) =
a para todo a € A, entonces z(a) = y(a), por lo tanto se concluye que
x =y, teniendo la inyectividad de f.

Comentario. A continuacién se probara la continuidad de f y f~1, ésto
mismo prueba la ultima proposicién de ésta parte (2).

Continuidad: Sea una red convergente x, — x en el espacio producto
[0,1]# con X € A conjunto dirigido, luego se tiene que para toda coor-
denada « € A se tiene que z,(a) — x(a), entonces la imagen a través
de f esta dada por:

f(x2)(B) = (xx 0 9)(B)
= z:(9(8))

Luego z(g(B)) — x(g(p)) para toda coordenada 3 € B, donde z(g(/3))

(xog)(B) = f(z)(B), por lo tanto f(xy) — f(z). Se concluye la conti-
nuidad de f.

Continuidad de la inversa: (La demostraciéon es andloga). Sea una red
convergente y, — ¥y en el espacio producto [0,1]” con X € A conjunto
dirigido, luego se tiene que para toda coordenada [ € B se tiene que
yx(8) — y(), entonces la preimagen a través de f estd dada por:

F (@) = (yrog ) (a)
= (97 (@)

Luego yx(g7'(a)) — y(g7'(a)) para toda coordenada a € A, donde

ylg~H (@) = (yog~")(a) = ' (y)(a), por lo tanto [~ (yx) — f~(y).
Se concluye la continuidad de f~*.

Comentario. En la demostracion de la proposicién anterior, note que al
probar las continuidades no se utiliza el hecho de que f sea biyectiva, salvo
para suponer la existencia de f~! como funcién al probar su continuidad.
Mas atn, ésta parte de la demostracién corresponde a la demostracién de
una proposicion que se verda mas adelante.

El siguiente enunciado sera de ayuda para probar para probar un resul-

tado util para seguir desarrollando la construccién necesaria a estudiar en
esta parte.
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Lema 12. La imagen continua de un espacio separable es separable

Demostracion. Sea una funciéon continua f : X — Y. Sea D denso en X,
osea que D = X, como es cerrado, entonces existe una red (x))xep S D tal
que £, — x donde z € D = X.

Como f es continua, luego la preimagen de cerrado es cerrado, por lo tanto
F7Yf(D)) es cerrado, ademas se cumple que:

D c f7Y(f(D)) < f(f(D))
=D c f7'(f(D))
debido a que la adherencia de D es el menor cerrado que contiene a D, por
lo tanto z € f~1(f(D)), entonces f(z) € f(D) teniendo que f(D) = f(X).

Si el espacio topologico en X es separable, tomando D numerable se tiene que
f(D) es un denso numerable en f(X), se concluye que f(X) es separable. W

Teorema 39. El producto de espacios topoldgicos Hausdorff donde
cada uno tiene mas de un elemento, es separable si cada espacio to-
polégico factor es separable para una cantidad < ¢ de factores.

Demostracion. Sea el espacio topologico X separable donde D) es un denso
numerable lo que se tiene para todo A € A. Suponiendo que |A| < ¢, entonces
es posible considerar que A es un subconjunto de [0, 1]. Para cada secuencia
J1, ..., Ji. de intervalos cerrados disjuntos con puntos finales racionales y cada

secuencia nq, ..., ny de enteros positivos, defina puntos p(Jy, ..., Jg; 1y, ..., ng)
como sigue:
Do = dani y (X € Jz
o =
dozl s

El conjunto D de puntos p por como esta definido es numerable.

Sea un abierto en el espacio producto 1_[ X de la forma:
AeA

B = po{ (Uat) M-+ 11 pom (Uam)

donde U, es un abierto en X,, con ¢ € {1,...,m}. Entonces, U, contiene
un punto dy, ,, de D,, para todo i € {1,...,m}, y donde existen intervalos

racionales cerrados disjuntos Ji, ..., J,, que contienen los puntos oy, ..., Quy,,
respectivamente. El punto p(Jy, ..., Jm; N1, ..., Ny) pertenece a B ya que p,, =
do,n;- Por lo tanto, el conjunto D es denso. |

Ejemplo. 1. [0,1]? es separable, puesto que [0, 1] es separable.
2. [0, 1]° es separable, puesto que [0, 1] es separable.

3. Como C(N) = ¢, luego [0,1]°®™ es homeomorfo a [0, 1], como ser
separable es un invariante topolégico entonces [0,1]°®) es separable.
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Sean A, B conjuntos y f : A — B funcién. Se define f* : [0,1]% — [0,1]4
mediante f*(u) = u o f para todo u € [0, 1]?

Proposiciéon 100. f* es una funcién continua.

En lo que sigue, se supondra que el espacio topolégico (X,7T) es un es-
pacio de Tychonoft.

A continuacién se define la evaluacién de X mediante funciones f € C'(X)
como:

Definicién 96 (Evaluacién de X). Se define la evaluacién de X a
la funcién e : X — [0,1]9%9 tal que e(z); := e(z)(f) := f(x) para
feCX)yzelX.

La funcién e definida anteriormente, se puede observar que corresponde
a todas las imdgenes de x € X obtenidas por medio de f € C(X), donde
C(X) es el conjunto de coordenadas del conjunto de llegada.

[0,1]¢¢0

g
X X [0,1] [0,1]

Figura: En la coordenada f-ésima, e(z)f = f(z), con f e C(X).
Proposiciéon 101. e: X — ¢(X) es un homeomorfismo.

Demostracion. 1. Inyectividad: Suponiendo que e(z) = e(y), ésto quiere
decir que para toda coordenada f € C(X) se tiene que f(x) = f(y).
Razonando por contradiccion, suponiendo x # y, como el singleton
{y} es cerrado ya que X es espacio de Tychonoff, luego z ¢ {y}, lo que
implica que existe una vecindad V' de x tal que V 1 {y} = &, es decir
yeVe.

Por hipétesis, existe una funcién f € C(X) tal que f(z) =1y f(z) =0
para z € V¢ o bien, expresado de otro modo f(V¢) = {0}. Como
y € V¢ se tiene que f(y) = 0, contradicciéon pues f(z) = f(y) para
todo f e C(X). Se concluye que = = y, teniendo la inyectividad de e.

2. Sobreyectividad: Como e : X — e(X) < [0,1]®) dada por e(z) =: g
que satisface que e(x)(f) = f(x), se tiene que para todo f € C(X),
existe z € X tal que e"'(g) = x. Se concluye la sobreyectividad de e.

3. Continuidad: Suponiendo que x), — x en X, para concluir la continui-
dad, basta con ver que e(x,) — e(x) en [0, 1]¥() | lo que equivale a ver
la convergencia por coordenadas, osea que para todo f € C(X) (conj.
de coordenadas) se cumple que e(z,)(f) — e(z)(f).

Como e(z))(f) — e(x)(f) ssi f(zn) — f(z), como f e C(X) es conti-

nua, se concluye la continuidad de e.
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. Continuidad de la inversa: Suponiendo que gy — g en el espacio e(X),
basta ver que e !(gy)"'(g) en X. Para continuar, basta notar que la
hipétesis gy — g es equivalente a la convergencia por coordenada, osea
a que gx(f) — g(f) para todo f € C(X) (ver figura).

Si V e N, (vecindad de x), entonces por ser espacio de Tychonoff
existe f € C'(X) tal que f(z) =1y f(V¢) = {0}. Luego como f(z,) —
f(z) = 1, existe \g € A tal que =, € (0,1] para todo A = Ay, osea,
existe \g tal que f(z)) # 0 para todo A = \g. Entonces z) ¢ V¢ para
todo A = A, por lo tanto =, € V para todo A = \g. Comoa la eleccion
de V € N, es arbitraria, se concluye que xy — x, teniendo que e~ ! es

continua.

Se concluye que e : X — ¢(X) es un homeomorfismo. |

Lo anterior se puede visualizar en la figura presentada a continuacion,
en lo que sigue, se estudiara la equivalencia de la compacidad entre X con
el espacio e(X), mientras que e(X) es un cerrado en [0,1]°X)| para esto
se utilizara la nociéon de que un subconjunto cerrado de un compacto es
compacto para enunciar la siguiente proposicion.

Proposicién 102. (X,7) es compacto ssi e(X) es cerrado en [0, 1]

e(X) c [0,1]¢®)

e es homeomorfismo f
X X [0,1] [0,1]
e:X —-e(X)

Figura: Esquema del homeomorfismos entre los espacios X y e(X).

o(x).

Demostracion. Se demostrara la equivalencia utilizando proposiciones me-
diante "<"(equivalencias), para ello, al comenzar es importante notar que:

1.

Por teorema de Tychonoff se tiene que al ser [0, 1] un compacto, luego
el producto [0,1]°(X) es compacto.

Como X y e(X) son homeomorfos, se tiene que X es compacto ssi
e(X), pues la compacidad es un invariante topoldgico.

Lo anterior se ilustrara en la siguiente figura:

e es homeomorfismo

e:X = e(X)

. Espacio
compacto

Figura: Se ilustra el homeomorfismo e : X — e(X), y que e(X) < [0, 1]¢(X),
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Utilizando (1) y como e(X) < [0, 1], Tuego e(X) es compacto ssi e(X) es
cerrado en [0,1]°(Y). Entonces por (2) se tiene que X es compacto ssi e(X)
es cerrado en [0,1]°(Y). Se concluye la equivalencia buscada. |

El resultado anterior da las nociones necesarias para definir la compac-
tificacion de Stone-Cech que serd estudiada a continuacion.

Compactificaciéon de Stone-Cech

A continuacion se definira la compactificacion de Stone-Cech de X, que
corresponde a un espacio topolégico Hausdorff compacto mas grande que X.

Definicién 97 (Compactificacién de Stone-Cech). Se llama compac-
tificacién de Stone-Cech del espacio topolégico X al espacio 5(X) =
e(X) (cerradura para la topologia producto de [0, 1]¢)).

Proposiciéon 103. 3(X) es compacto.

Demostracion. Por teorema de Tychonoff, como [0, 1] es compacto entonces
[0,1]°) es compacto. Luego como e(X) < [0,1]°) entonces e(X)
[0,1]¢(%) cerrado en un espacio compacto, se concluye que e(X) = B(X
compacto.

~—
HZ N

Proposiciéon 104. Sea (Y, o) un espacio de Hausdorff compacto y sea F' :
(X,7) — (Y,0) una funcién continua. Existe una tnica funcién continua

f:ﬁ(X)HYtalquefzfoe.
Se definen las funciones:

frOy) = O(X)
f** . [07 1]C(X) N [0’ 1]C(Y)

que verifican f*(w) =wo fy f*(u) =uo f*

f [0,1]¢(X)
X v C(X) '
X [0,1] % [0,1] ‘
- L )
cw) cx) : _
[O,l]C(X) f [0)1]‘5(1")

Figura: Funciones definidas y diagrama de espacios.

Utilizando las funciones anteriores, a continuacion se realizara la demos-
tracién de la proposicion enunciada anteriormente (9).
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Demostracion. Sea h € C(X), que cumple que

J7 (W) (h) = (wo f*)(h)
=e(z)(ho f)
= (ho f)(x)
= h(f(x))

Ademaés, también se tiene que:

(€0 f)(@)(h) = é(f(x))(h) = h(f(x))
Entonces (f**(x)(h)) = (é o f)(x)(h) para todo x € X, h € C(X) (pues h

fue elegido de forma arbitraria), se concluye que f**oe = éo f.

Continuidad de f**: Sea uy — u en la compactificacién 5(X), entonces
para todo h € C(X) se tiene que uy(h) — wu(h). Lo anterior implica que para
todo g € C(Y') se verifica que:

J7(ua)(g) = ualg o f)
= [ (u)(9)
entonces f**(uy) — f**(u), concluyendo que f** es una funcién continua.
Como é : Y — é(Y) es homeomorfismo (proposicién 6, parte 2), luego por
la proposicién 7, es posible afirmar que é(Y) es cerrado en [0, 1]°Y), porque
Y es compacto. Luego sea la funcién f : 3(X) — Y dada por é7' o f**.

La funcién | es bien definida: Para probar esto, basta ver que f**(8(X)) <
é(Y), como la funcién f** es continua, se tiene que:

FHBX)) = [ (e(X))

= Fe(X))

< é(Y)
(Y)

>

luego f esta bien definida.

Continuidad de f: Como f** y €71, se concluye que f es continua por la
composicion.

Unicidad de f: Sea [ : B(X) — Y continua tal que foe = éo f, para
concluir la unicidad de f basta con ver que f = f.
Como se debe tener que para todo z € X y g € C(Y) se cumple que

fle(z))(g) = g(f(z)) = f(e(x))(g), osea que las funciones f, f coinciden

en e(X). Como f es una funcién continua, si u € 5(X) y uy — w es una red
en e(X), se tiene que:
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entonces f = f , se concluye la unicidad de f . |

Tamano de la compactificacién de Stone-Cech de N

Usando lo anterior, es posible ver que la compactificacién de Stone-Cech
para los nimeros naturales es bastante mas grande que N.

Proposiciéon 105. N dotado de la topologia usual es un espacio de
Tychonoff y [5(N)| = 2°.

Demostracion. Hay que probar dos proposiciones:

1. A continuacién se vera que N es un espacio de Tychonoff, osea que pa-
ra todo n € N, {n} es cerrado en la topologia sobre N y que para toda
vecindad V € N,,, existe Z € C(N) tal que Z(n) = 0yZ(V°) = {1}.

a)

Como N esta dotado de su topologia usual, que corresponde a
la topologia discreta, todos los subconjuntos de N son abiertos y
cerrados a la vez, en particular para todo n € N se verifica que
{n} es cerrado, pues N\{n} < N es abierto.

Seane Ny VeN,, luego se define la funcién indicatriz:

1 ,xeV
11V(x)={0 rdV

luego, se constituira Z utilizando la indicatriz, basta notar que
Z(z) =1 —1y(z)]donde Z : N — [0, 1], luego:

0 .zeV
Z(I):{l zZv

Luego Z es continua, pues N esta dotado por la topologia discreta
que hace a todas las funciones continuas, entonces Z € C(N).
Para concluir, se tiene que Z(x) = 0y Z(y) = 1 para todo y ¢ V.
Se concluye la existencia de la funciéon que separa puntos necesaria
para satisfacer la condicion de Tychonoff.

Se concluye que N es espacio de Tychonoff.

2. A continuacién se demuestra que |5(N)| = 2¢, para ello se utiliza doble
desigualdad.

Como N es espacio de Tyuchonoff, luego existe la compactificacién
de Stone-Cech 5(N), ademés existe C'(N) y por ende se puede definir

e(N)

= B(N).

IPodria definirse la indicatriz al revéz, pero en fin, la homotopfa...
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a)

Demostracion de |5(N)| < 2°: Por definicién de 3(N) se tiene que
B(N) = e(N) < [0,1]°M entonces |S(N)| < |[0,1]°™], v por
aritmética de cardinales:

IB(N)| < [[0, 1]°™)] = [[0, 1]//¢®I

Por proposicién de la parte (1) se tiene que |C(N)| = ¢, por lo
tanto:
BIN)| < [0, 11909 = ¢

Entonces utilizando una identidad estudiada en la parte (1), luego
IB(N)| < ¢¢ = 2¢ concluyendo que |S(N)| < 2°.

Demostracion de |S(N)| = 2°: Sea D un denso numerable en
[0,1]°M) (pues es separable), luego sea f : N — [0, 1] tal que
f(N) = D. Sea f B(N) — [0,1]°™ a continuacién se vera que
f existe y es sobreyectiva.

Ezistencia de f - Como N es espacio de Tychonoff, ademas se tiene
que como [0, 1] es Hausdorff compacto, el producto [0, 1] es es-
pacio de Hausdorff compacto (por los teoremas de Tychonoff y del
producto de Hausdorff respectivamente). Como f : N — [0, 1]¢®)
tiene la topologia discreta en el espacio de salida, es gratis que f
es continua.

Por lo probado de la parte (3), se tiene que existe una unica fun-
cién continua f : S(N) — [0,1]°M™ tal que f = f o e, donde e
es la evaluacién de N definida en la parte (2). Se concluye que
f 1 B(N) - [0,1]°M existe segtin lo anterior.

Sobreyectividad de f : Propuesto.

Cardinal de la compactificacion de N: Para esto se considera D un
denso numerable en [0, 1]C(N), luego suponiendo que existe una
funcién sobreyectiva entre 3(N) y [0, 1]°™ Tuego:

— 2

Luego, como se tienen ambas desigualdades, se tiene que S(N) =
2°, entonces:
|N| = NO <2

Concluyendo.
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7.4. Conexidad

Intuitivamente, la conexidad mide el nimero de porciones de un conjunto
dado. Un conjunto formado por dos partes disjuntas (disconexas) serd no
conexo.

Definicién 98 (Separacién). Una separacién de un espacio topolégico
(X, T) esté definida por un par de abiertos U, V, disjuntos, cuya unién
es X. Siuno de los abiertos es vacio, se dice que la separacion es trivial.

Definicién 99 (Conexidad). Sea (X, 7T ) un espacio topoldgico. Dire-
mos que (X,7T) es conexo si los tinicos abiertos y cerrados en X son
el mismo espacio y el vacio. Ademas A € X es conexo si (A4, 7T]4) es
conexo.

Note que un espacio topologico es conexo cuando la inica separacion que
existe es la trivial.
FEjemplo.

1. [0,1] € R con la topologia traza de la topologia canénica es conexo,
pero [0,1] L [2,3] no lo es.

2. R? con la topologia canénica es conexo, pero dos bolas abiertas dis-
juntas Bj, Bs no lo son (ambas son abiertas y cerradas).

3. (Z,7T4) no es conexo (cada punto es cerrado y abierto a la vez).

4. (Z,7Tz) tampoco es un espacio conexo, pues PA,; es abierto y cerrado
para a # 0).

A continuacién se veran caracteriaciones de conexidad que seran muy
utiles mas adelante, ya que algunas son muy cémodas de trabajar.

Teorema 40 (Caracterizaciones de conexidad). Los siguientes son equiva-
lentes:

1. (X, T) es conexo.

2. Si O, 0, son abiertos disjuntos en X tales que X = ©; L1 0O,, entonces
uno es X y el otro es vacio.

3. Si Fi, F, son cerrados disjuntos en X tales que X = Fj u F5, entonces
uno es X y el otro es vacio.

Demostracion.

» Demostracion de (1) < (2):
Se tiene que O, = Of cerrado y abierto en 7, luego ©, = X o bien
O, = ¥, lo que prueba lo pedido.
Si A es abierto y cerrado en X, A¢ también lo es, y X = Au A, luego
Ao A es X, lo que prueba lo pedido.
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» Demostracion de (1,2) < (3):
Propuesto.

Proposiciéon 106. El espacio topoldgico (X, T) es conexo ssi toda funcién
continua f : (X, 7T) — ({0, 1}, Tais) es necesariamente constante.

Demostracion.

(=) Sea f : (X,Tx) — ({0,1}, Tqis) continua. Entonces X = f~1({0} u
{1}) = ({0} w71 ({1}).
Ambos f71({0}) y f~({1}) son abiertos (preimagen de abiertos), y dis-
juntos. Como (X, Tx) es conexo, o bien f~1({0}) = Xy f~'({1}) = &,
o bien f71({0}) = @y f~'({1}) = X. En ambos casos f es constante.

(<) Suponiendo que (X, 7x) no es conexo. Entonces existen abiertos no
vacios y disjuntos A;, A; en X con X = A; L As.
Se define f : X — {0,1} dada por f(z) =1six e Ay, y f(z) =0 si
x € Ay, i.e. f no es constante. Afirmando que f es continua, lo que es

absurdo.
En efecto, f71({0,1}) = X vy f~(&) = &, ambos abiertos. Finalmen-
te, f71({0}) = Ay y f71({1}) = A, ambos abiertos.

Comentario. En la proposicion anterior puede cambiarse la hipotesis de que
f sea constante por la de que f sea sobreyeccion.

Con un par de caracterizaciones de la conexidad en mente, se presentan
a continuacion algunos ejemplos de espacios conexos:

FEjemplo. En los espacios topoldgicos conocidos (ver ejemplos de espacios
topolégicos del capitulo 3).

1. El vacio y los singletons son conexos en cualquier espacio topoldgico.

2. Cualquier espacio donde no existan abiertos (o cerrados) disjuntos es
CONexo.

3. En (X, Tirivial), todo subconjunto es conexo.
4. En (X, 7ais), los tnicos conexos no vacios son los puntos.

5. En (X,Ta),si An B = &, B es conexo si y sblo si se reduce a un
punto, y en caso contrario es disconexo.

6. En (X, Teof), A es conexo si y sélo si es vacio, se reduce a un punto o
es infinito.

7. En (X, Teonum), A es conexo si y sélo si es vacio, se reduce a un punto
0 es no numerable.
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8. En (R, 7.), los conexos son los intervalos, esto es muy importante y se
presentara a continuacion.

Definicién 100 (Intervalo real). En R, un intervalo es un conjunto
I tal que si z,y € I, todos los puntos entre z,y, estan en I.

Ejemplo.
1. I ={0},1=10,1),1=(-1,1), [ = (—00,2], etc. Son intervalos.
2. [0,1) u [3,4] no es intervalo.

Proposiciéon 107. Los tnicos conexos en R (con la topologia traza de la
canénica de R) son los intervalos.

Demostracion.

(=) Suponiendo que A € R es conexo, se probard que es intervalo. Si A es
un puunto, es trivial.
A continuacién se vera el caso general. Razonando por contradiccion,
se supondra lo contrario, osea que para ciertos x, z € A tal que x < z,
existe y ¢ Ay x <y < z. Pero

Aju Ay i=(An(—wo,y)) u (Am (y,+x0)) = A

La union de arriba es disjunta, y cada miembro de la union es abierto
en la topologia traza de la topologia candnica sobre A.

Mejor atn, x esta en A; y z en As, luego ambos son no vacios. Por lo
tanto, A no es conexo, contradiccién.

Definicién 101 (Disconexidad). Un espacio topolégico (X, T) es dis-
conexo en caso de no ser conexo.

Definicién 102 (Disconexidad total). Un espacio topolégico (X, T)
es totalmente disconexo si sus tinicos conexos son el vacio y los single-
tons (puntos).

Ejemplo. Los espacios discretos, la recta racional y el conjunto de Cantor,
son ejemplos de espacios totalmente disconexos.

Proposicion 108. Si (X, T;) es conexo y To < Ty, entonces (X, 73) también
es Conexo.

A continuacién se presenta un par de propiedades de los subconjuntos
CONexos.

Proposiciéon 109. Si B € A € X, B es conexo en (X,7) ssi lo es en
(4, Ta).

Proposiciéon 110. En (X,7), si A es abierto y cerrado a la vez y C es
conexo, necesariamente C < A o C' < A°.
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7.4.1. Conexidad y funciones continuas

Lema 13. La imagen continua de un conexo es conexo

Definicién 103 (Curva continua). Sea (X, 7T) un espacio topolégico.
Una curva continua I" en X es el conjunto:

= {y(t)te[0,1] < X}

donde 7 es una funcién continua (con respecto a las topologias natu-

rales).
v7:[0,1] > X,y =7(t) e X

Corolario 40.1. Si (X,7) es conexo y I' es curva continua en X, entonces
I' es conexa.

7.4.2. Conexidad mediante operaciones de conjuntos

Lema 14. Si (X,7) es un espacio topoldogicos y {X,}ea €s una coleccién

de conexos en X con |_| X\ # (J, entonces |_| X, es conexo.
AEA AEA

Lema 15. Sea (X,7) un espacio topolégico y A € X conexo. Entonces
todo conjunto B tal que A € B < adh(A) es conexo. En particular, adh(A)
es conexa.

7.4.3. Teorema de los productos conexos

Teorema 41. El producto topoldgico de espacios topoldgicos conexos
es conexo.

Proposiciéon 111. Son equivalentes:
1. Teorema de Tychonoff.

2. Teorema de los productos conexos.

7.4.4. Componentes conexas

La idea es describir las partes conexas maximales de un espacio topo-
logico, las cuales se definen como un elemento local segiin se muestra a
continuacion.

Definicién 104 (Componente conexa). En (X,7T), dado x € X, al
mayor conexo C(x) que contiene a x se le llama componente conexa
del punto z.
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Proposiciéon 112. Las componentes conexas en (X,7) constituyen una
particion del espacio.

Proposicién 113. En (X,7) las componentes conexas son conjuntos ce-
rrados.

Proposiciéon 114. Sea (X, 7) un espacio topolégico.

1. (X,7T) es conexo ssi posee una unica componente conexa (que es el
espacio total).

2. (X, T) es totalmente disconexo ssi sus conponentes conexas se reducen
a singletons (puntos).

Proposiciéon 115. Sea (X,7) un espacio topoldgico y C' una componente
conexa. Si A es conexo, entonces es A < C o A< C°.

7.5. Conexidad por caminos

7.6. Conexidad local

Definicién 105 (Conexidad local/local por caminos). El espacio to-
poldgico (X, T) se dice localmente conexo (respectivamente localmen-
te conexo por caminos), si cada punto de X posee una base local (de
vecindades) formada por conjuntos conexos (respectivamente, conexos
por caminos). A € X es localmente conexo (respectivamente, conexos
por caminos), si el subespacio (A, T4) lo es.

Teorema 42 (Caracterizacién de conexidad local). Son equivalentes:
1. (X, T) es localmente conexo (por caminos).
2. Existe una base B < T formada por conjuntos conexos (por caminos).

3. Para cada U € T, las componentes conexas (por caminos) en U son
abiertas.

Corolario 42.1. Si (X, 7T) es localmente conexo, para cada z € X, la com-
ponente conexa C(x) es abierta y cerrada a la vez.

Corolario 42.2. Si (X,7T) es localmente conexo por caminos, para cada
x € X, la componente conexa por caminos c(x) es abierta.

Proposiciéon 116. Si (X, 7T) es localmente conexo, entonces es localmente
Cconexo por caminos.

FEjemplo. Algunos ejemplos de las propiedades locales son:

1. (X, Tuivial) €s localmente conexo y localmente conexo por caminos.
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2. (X, Tas) es localmente conexo y localmente conexo por caminos.
3. (R,7.) es localmente conexo y localmente conexo por caminos.
4. (R, Teor) es localmente conexo.

Proposiciéon 117. Si (X, 7T) es localmente conexo (por caminos) y A€ T,
entonces (A, T4) es localmente conexo (por caminos).

Proposiciéon 118. La imagen continua y abierta de un espacio localmente
conexo (por caminos) es localmente conexa (por caminos).

A continuacién se presenta la relacién entre la conexién y la conexion
por caminos.

Teorema 43. Si (X, 7T) es conexo y localmente conexo por caminos,
entonces es cONEXo por caminos.
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Capitulo 8

Espacios uniformes

8.1. Uniformidades

Motivacién: En un espacio topoldgico se tiene definida la nociéon de ve-
cindad (entorno) de un punto, cuya interpretacion corresponde a que un
entorno de algin punto x contiene a todos los puntos suficientemente cer-
canos a x. Cuando mas pequeno sea el entorno, mas cercano estaran los
puntos que contiene. Por otro lado, en un espacio métrico se tiene la nocién
de cercania mediante la definicién de la métrica, que cuantifica la cercania.

Alguna de las cosas topolégicamente interesantes que es posible realizar
en un espacio métrico sin que sean puramente topolégicos es que:

Si M es un espacio métrico y € > 0, es posible considerar el conjunto
Ve ={(z,y) e M x M|d(z,y) < e}

El conjunto V. contiene todos los pares de puntos que se encuentran uni-
formemente préximos en el sentido de que dos pares en V;, digamos (x,y) y
(2',y"), pueden estar muy alejados entre s6, pero en el grado de proximidad
entre x y y es de la misma magnitud que el de ' e ¢/

Si M fuese un espacio topolégico no métrico, no seria posible definir nada
parecido a esto. Dados dos puntos x, 2’, es posible tomar un entorno U, de x
tan pequenio como se desee, y otro U, de 2’ tan pequenio como se desee, pero
no hay forma de expresar que si y € U, e 3y € U, entonces la proximidad
de y a x es del mismo .°rden"que la proximidad de y’ a .

A continuacion desearemos definir conceptos de espacios métricos que
no dependan de la presencia de la métrica, obteniendo una estructura mas
restrictiva que la de topologia pero mucho mas general que la de espacio
meétrico.

Definicién 106 (Banda). Una banda en un conjunto X es un conjunto
U < X x X que verifica que:
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1. Para todo punto x € X se cumple que (z,z) € V.

2. Para todo par de puntos u,v € X se cumple que (u,v) € U si y sélo si

(v,u) e U.
Denotaremos Dx al conjunto de todas las bandas en X.

Definicién 107 (Diagonal). Se define la diagonal en X x X como:
A:={(x,x)e X x X|r e X}
Proposiciéon 119. Todo U € Dx cumple que A < U.

Definicién 108 (Distancia). Sea X un conjunto, U una banda en X y
x,y € X. Diremos que la distancia de x a y es menor que U, y lo denotaremos
como d(z,y) < U, si (z,y) e U. Si A, B < X x X, llamaremos:

A+ B :={(z,2)|Fye X tq (z,y) € AA (y,2) € B}

en general para cada natural n denotaremos nA := A + ... + A. Luego d(z, )
N

n veces

verifica:
1. d(z,x) < U.
2. d(z,y) <V siysolosid(y,z)<U.
3. Sid(x,y) <Uyd(y,z) <W, entonces d(z,z) <V + W.

Observacion. Las bandas en un conjunto arbitrario se comportan como los
numeros reales en un espacio métrico, y la suma de bandas que hemos defi-
nido se comporta como la suma de niimeros reales.

Definicién 109 (Didmetro). Diremos que un subconjunto A < X tiene un
didmetro menos que V' si para todo x,y € A se cumple que d(z,y) < V.

Definicién 110 (Uniformidad). Sea X # ¢ un conjunto. Una coleccion U
de subconjuntos de X x X se dice uniformidad para X si verifica:

Ul) VUelU,A:={(z,2)e X x X|xre X} CU.
U2) SiUeld y U<V, entonces V elUd.
U3) SiU,V €U, entonces U mV e U.

)

Ud) VU eUU,3V el tal que VoV = {(z,y) € X x X[z e V : (2,2) €
VAa(zyeVicU.

US) YU eUd, U™ :={(x,y) e X x X|(y,z) e U} = U.

Si U es uniformidad para X, entonces Al par (X,U) se le dice espacio uni-
forme.

Definicién 111. Una sub-coleccion B < U se dice base para U si para
cualquier U e U, existe V € B tal que V < U.
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8.2. Semi métricas unifromes
8.3. Completitud

8.4. Convergencia uniforme
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Capitulo 9

Homotopia

Definicién 112 (Aplicaciones hométopas).
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Parte 111

Espacios métricos
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Capitulo 10

Espacios métricos

Retomando algunas definiciones sobre espacios métricos:

Definicién 113 (Distancia/métrica). Un par (X,d) es un espacio
métrico (e.m.) si la funcién d : X x X — R define una distancia, es
decir que para todo x,y,z € X,

1. d(z,y) 2 0,d(z,y) =0 <=z =y.

2. d(z,y) = d(y, x).
3. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Ejemplo. Todo espacio vectorial normado (X, ||-||) es métrico, donde d(z, y) :=
|z =yl
Observacion.

1. Recordar que toda métrica define una topologia sobre X, dicha topo-

logia es llamada la topologia métrica, cuya base de abiertos son las
bolas abiertas By(x,¢) = {y € X|d(x,y) < ¢}.

2. Todo espacio métrico satisface el PAN (base de vecindades numerable
para cada punto de X)), por lo que la convergencia se puede caracterizar
por sucesiones.

Definicién 114 (Isometria). Una funcién f : (X, dx) — (Y, dy) entre
dos espacios métricos, se dice isometria si es una aplicacién biyectiva
que preserva las distancias, es decir, para cada par de puntos x,y € X
se tiene que:

dX(xvy) = dY(f(x>7f<y>>

Proposiciéon 120. La relacién ’ser isométrico a’ es una relacién de equiva-
lencia sobre la familia de los espacios métricos.

Definicién 115 (Métricas equivalentes). Dos métricas d; y ds se dicen
equivalentes si generan la misma topologia.
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Proposiciéon 121. Toda métrica d sobre X es equivalente a una métrica
definida a partir de d, se llama métrica acotada y se denotard como d y es
definida como:

= d(z, y)

d(z,y) = m

Definicién 116 (Diametro de un conjunto). Se define el didmetro de

un conjunto como diam(A) := sup d(z,y).
z,yeA

10.1. Continuidad en espacios métricos

La continuidad pese a ser una propiedad topoldgica, es posible definirla
mediante las distancias asociadas a los espacios involucrados en la funcion,
ésta definicion recupera la esencia de la definicién mediante ¢ — § utilizada
en cursos de calculo.

Definicién 117 (Continuidad). Sean (X, d), (Y,p) dos espacios mé-
tricos. Una funcion f: X — Y se dice continua en z si

Ve > 0,36 > 0, f(Bd(ﬁo,(;)) < Bp(Q?o,E)

Proposicién 122 (Continuidad vs continuidad secuencial). Sean (X,d) e
(Y, p) dos espacios métricos, f : X — Y y 2y € X. Son equivalentes:

1. f es continua en x;.

2. f es secuencialmente continua en xq, es decir, para todo (x,)neny S X
se tiene que:
lim x, = 2o = lim f(x,) = f(z
It 2, = 20 = 1 f(2,) = £(z0)

Definicién 118 (Continuidad uniforme). Una aplicacién f
(X,dx) — (Y,dy) es uniformemente continua si para cada ¢ > 0
existe d. > 0, tal que para cada x,y € X con dx(z,y) < J., es

dy (f(x), f(y)) <e.

Definicién 119 (Continuidad Lipschitz). Sean (X,d) y (Y,p) dos
estpacios métricos. Una funcién f : X — Y se dice Lipschitz continua
(o simplemente Lipschitz), si existe L > 0 tal que para todo x1, x5 € X
se tiene que

p(f(z1), f(z2)) < Ld(z1, 72)

Es facil comprobar que la continuidad Lipschitz es méas fuerte que la
continuidad uniforme, esto se expresa en la siguiente proposicion.
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Proposiciéon 123. Una funciéon Lipschitz continua es uniformemente con-
tinua.

El reciproco de lo anterior no es cierto, pues las funciones t +— 2 y
t— \/m definidas de R a R son continuas pero no son Lipschitz continuas.

Observacion. La continuidad Lipschitz es una nocién métrica, haciendo re-
ferencia explicita a las distancias de los espacios métricos involucrados.

El siguiente resultado proporciona una clase importante de funciones
(Lipschitsz) continuas en un espacio métrico (X, d), vinculadas con su dis-
tancia.

Teorema 44 (Distancia punto-conjunto). Sea (X, d) un espacio mé-
trico y sea A € X no vacio. Entonces la funcion

f(z) = dist(x, A) = igjﬁd(m,a)

es Lipschitz continua.

Como consecuencia del teorema anterior se tienen la continuidad de la
norma, puesto que para todo zy € X, la funcién distancia a xg es continua
en X. Si X es un espacio vectorial y la distancia proviene de una norma, se
deduce el siguiente corolario:

Corolario 44.1 (Continuidad de la norma). Sea (X, | - |) un espacio nor-
mado. Entonces la funcién norma | - || : X — R* es una funcién continua.

Otra consecuencia interesante, es que hay suficientes abiertos para sepa-
rar conjuntos cerrados disjuntos en un espacio métrico:

Corolario 44.2 (Lema de Urysohn, versién métrica). Sean A, B € X ce-
rrados, con Ar B = ¢J. Entonces existe una funcién continua f : X — [0, 1]
tal que

~~

(o) = 4
({1} = B

~

10.2. Espacios métricos completos

Mientras que cada sucesién convergente en un espacio métrico (X, d) es
también una sucesiéon de Cauchy, el reciproco por lo general no es cierto, en
el siguiente ejemplo se ilustra esto:

Ejemplo. Sea (Q,| - |). Considerando el conjunto de los niimeros racionales
dotado con la distancia habitual y una sucesion {g,},en S Q de racionales
que converge al nimero real /2. Entonces, dicha sucesién es una sucesién
de Cauchy en Q, pero no converge en el espacio Q.
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Definicién 120 (Sucesion de Cauchy). Una sucesién (z,) < X se
dira de Cauchy si para todo € > 0 existe ng € N tal que, si n,m = ny,
entonces d(z,, Ty,) < €.

A continuacion se presentan algunas propiedades de las sucesiones de
Cauchy:

Proposiciéon 124. Toda sucesién convergente es una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Sea (x,) € X una sucesion convergente a x, ésto es que
para € > 0, existe ng € N tal que para todo n = ng, d(x,,x) < /2, luego
considerando m > ng y con desigualdad triangular:

d(xm’ ‘r”) < d(l‘n,x) + d(xma I) < g + %

d(xm,x,) < €
|

Mas adelante se estudiara lo que ocurre cuando el reciproco de lo anterior
es cierto.

Proposicién 125. Si una sucesion (z,,) es de Cauchy y posee una subsuce-
sién convergente, entonces (x,) es convergente.

Demostracion. Sea (x,) S X una sucesion de Cauchy y (z4n)) S (z,) una
subsucesion convergente a x, esto es que d(zg(n),z) < £/2 con € > 0, luego
buscando la desigualdad triangular conveniente:

g 9
d($m, de,(n)) + El($¢(n), 33) < =+ 5

. > J/

\)

' '
Cauchy Subsucesién

= d(zp,x) <e

Definicién 121 (Espacio completo). Un espacio métrico se dird com-
pleto si toda sucesién de Cauchy converge. Si el espacio es normado y
completo se dira que es espacio de Banach.

Ejemplo.
1. (R4, | -|) es espacio de Banach.

2. (C([0,1],R),]| - |«) es espacio de Banach. Donde | f||s := sup |f(x)].

ze|0,1

3. Un espacio métrico dotado de la métrica discreta es un espacio com-
pleto, una sucesién es de Cauchy (respectivamente, convergente) ssi es
una sucesion constante.
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4. (*(X,Y). Sea Y, d) un espacio métrico completo y X # ¢ un conjunto
cualquiera, se define
(P(X,)Y)={f: X - Y|diam(f(X)) < oo}

es decir, el conjunto de las funciones acotadas de X a Y. A este con-
junto se le puede dotar con la siguiente distancia:

deo(f,9) = sup d(f(z),g(z))

teniendo que ((*(X,Y),dy es un espacio métrico completo.

Teorema 45 (Completacién de espacios métricos). Para cada espa-
cio métrico (X, d) existe un espacio métrico completo (X* d*) y una
funcién inyectiva ¢ : X — X* tal que:

1. ¢(X) es densa en X* (con la topologia generada por d*).

2. ¢ es isometria: d*(¢(x),¢(y)) = d(z,y) para todo z,y € X.
Luego, ¢ : X — ¢(X) es biyeccién.

En otras palabras, todo espacio métrico es isométrico a un subconjunto
denso de un espacio métrico completo. Ademas, (X*, d*) es tinico salvo
isometria.

Teorema 46. Sea (X, d) un espacio métrico completo y (F,) una sucesién
de cerrados no vacios y tales que estan encajonados, osea que F,, .1 < F},. Si

diam(F,) — 0, entonces |_| F,, es un singleton.

n=0
10.2.1. Teorema del punto fijo de Banach

Definicién 122 (Contraccion). Sean (X,dx), (Y,dy) dos espacios
métricos. Una funcion f : X — Y se dice contraccion, si es Lipschitz
continua con constante K < 1, es decir, para todo x,y € X se tiene
que:

dy (f(x), f(y)) < Kdx(z,y),con K <1

Proposiciéon 126. Sea (X, d) un espacio métrico y f : X — X una con-
traccion. Sea xg € X. Entonces la sucesion (z,), definida de forma recursiva:
z1 = f(zo)
Tn+1 = f(xn)

para n € N, es una sucesion de Cauchy.

Teorema 47 (Punto fijo de Banach). Sea (X, d) un espacio métrico
completo y sea f : X — Y una contraccion. Entonces existe tnico
T € X tal que f(T) =T.
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10.2.2. Teorema de categoria de Baire
10.2.3. Teorema de intersecciéon de Cantor

10.2.4. Principio variacional de Ekeland

Definicién 123 (Semi-continuidad inferior). Sea (X, d) un espacio
métrico. Una funcién f : X — R se dice semi-continua inferiormente
(sci) en T € X si

Ve > 0,36 > 0: f(B(T,9)) < (f(T) — &,0)
o de forma equivalente,
{antnen € X 1 @n — @ = liminf f(z,) > f(T)

Se dice que f es sci si lo es en cada x € X.

Proposiciéon 127 (Caracterizacion de sci). Sea (X, d) un espacio métrico y
f X — R. Son equivalentes:

1. f es semi-continua inferiormente.
2. f71((a,0)) es abierto en X para todo a € R.

3. f7Y((—0,b]) es cerrado en X para todo b € R.

Teorema 48 (Principio variacional de Ekeland). Sea (X, d) un espa-
cio métrico completo y f : X — R una funcién sci. Sea ¢ > 0, A > 0
y xg € X tal que

f(zo) < inf f+ e
rzeX

Entonces existe T € B(xg, €) tal que para todo z € X, x # :

f(@) < f(x) + A\d(x,7T)

Proposicién 128. Sea (X, d) un espacio métrico. Suponiendo que el espacio
satisface la conclusion del principio variacional de Ekeland para cada funcién
f: X — R sci y acotada inferiormente. Entonces (X, d) es completo.

10.3. Espacios métricos compactos

A continuacion se estudiaran los espacios métricos compactos, recuerde
que ser compacto es que todo recubrimiento de abiertos posee un subrecubri-
miento finito. Para ello, se necesitan antes las siguientes definiciones. Donde
(X, d) es un espacio métrico.
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Definicién 124 (Conjunto acotado). Se dice que A € X es acotado
si diam(A) < oo.

Ejemplo. En RY, todas las bolas son acotadas.

Definicién 125 (Conjunto totalmente acotado). Se dice que A € X
se dice totalmente acotado si para cada € > 0 existe una familia finita
de conjuntos Ry, ..., Ry que cubren X con diam(R;) < e. Tal familia
se llama e-recubrimiento.

Ejemplo.

1. Para [0, 1], los intervalos de ancho ¢ inducidos por la particién de [1/¢]
pasos, cubre [0, 1].

2. En R con la topologia canénica, Z no es totalmente acotado (ni aco-
tado).

Proposicién 129. Sea A totalmente acotado, entonces es acotado.

Definicién 126 (Nimero de Lebesgue). Sea p > 0, se dice nimero de
Lebesgue para un recubrimiento abierto {©)},ca si para cada z € X,
existe A € A para el cual B(z, ) € O,.

Observacion. El nimero de Lebesgue no tiene por qué ser unico.

Ejemplo. En R el recubrimiento {(n,n + 2)},ez posee nimero de Lebesgue
% (hay un traslape de largo 1 entre cada abierto).

Definicién 127 (Espacio secuencialmente compacto). El espacio to-
polégico (X, T) se dice secuencialmente compacto si toda sucesion en
X posee subsucesion convergente.

Ejemplo. El espacio (R%, T;) es secuencialmente compacto, pero en dimensién
infinita no es necesariamente cierto.

Teorema 49. Sea (X, d) un espacio métrico y sea K < X compacto. En-
tonces:

1. K es cerrado (consecuencia de ser Hausdorff).
2. K es acotado.

3. (K,d|k) es completo.

4. K es totalmente acotado.

Observacion. Las reciprocas de (1) y (2) no son ciertas. Cerrado y acotado
no implica compacto.
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Teorema 50 (Teorema de Heine-Borel-Lebesgue). Sea (X, d) espacios
métricos. Son equivalentes:

1. X es compacto (con la topologia inducida por la distancia).
2. X es secuencialmente compacto.

3. (X,d) es completo y totalmente acotado.

Corolario 50.1. En R¢, A es compacto ssi es cerrado y acotado.



Capitulo 11

Espacios polacos

11.1. Introducciéon

Definicién 128 (Espacio polaco). Un espacio polaco es un espacio
topolégico completamente metrizable con una base numerable (osea
que satisface SAN).
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Parte 1V

Analisis funcional
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Capitulo 12

Primeros teoremas fuertes

12.1. Teorema de Stone-Weierstrass

El teorema de Stone-Weierstrass permite aproximar funciones continuas
por subconjuntos de facil manejo, como polinomios, funciones trigonomé-
tricas, etc. Para fijar ideas, sea (K,7T) un espacio topolégico compacto, y
C(K,R) el conjunto de funciones continuas desde K a valores reales, junto
a la norma del supremo |f|s = sup,cx |f(2)], que lo hace un espacio de
Banach.

Para continuar, es importante recordar que un anillo (&7, +,-) es una
estructura algebraica con dos leyes de composicién internas + y - tales que
(#7,4) es un grupo abeliano conmutativo, mientras que - es asociativa y
distribuye sobre + por ambos lados. Si todo elemento diferente al neutro
aditivo posee un inverso respecto de -, se habla de un cuerpo.

Comentario. Para recordar los contenidos de algebra, es posible consultar el
anexo sobre estructuras algebraicas al final del texto.

Definicién 129 (Algebra). Un algebra (7, +,-) sobre un cuerpo K
es un anillo el cual también es espacio vectorial sobre K, y se tiene
para todo z,y € &/, A€ K,

(Ar) -y =Nz -y) =2 (\y)

Una sub-dlgebra # de of

Ejemplo.

1. Las matrices de n x n a valores reales, M, ,(R), forman un anillo junto
a la suma y la multiplicacién. Asimismo, también forman un dlgebra
por ser un e.v. sobre el cuerpo R, con la ponderacién por escalar.

2. C(K,R) forman un algebra con la suma y multiplicacién de funciones,
y ponderacién por escalar. Es ademds, conmutativa (para ambas leyes)
y con unidad para +.
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Definicién 130 (Algebra separante/totalmente separante). Una fa-
milia &7 < C'(K,R) se dice separante si para cada x,y € K diferentes,
existe f € &7 tal que f(z) # f(y). Si ademds para cualquier x € K
existe g € &/ con g(z) # 0, se dice que es totalmente separante.

Ejemplo. Si K = [0, 1], los polinomios p : K — R definen una familia total-
mente separante: pi(z) := x los separa, y po(z) = 1 los separa totalmente.
Mas ejemplos méas adelante.

Teorema 51 (Stone-Weierstrass). Sea (K, 7T ) Hausdorff compacto y
o/ < C(K,R) una élgebra separante. Encontes su adherencia Adh(.2/)
con respecto a la norma de C(K,R) es:

1. Caso totalmente separante: C'(K,R) (i.e. es denso).

2. Caso separante pero no totalmente separante: La subal-
gebra de C(K,R) formada por todas los funciones continuas que
se anulan en un punto dado xy € K.

Ejemplo.

1. Por lo visto anteriormente, los polinomios son densos en C([0,1],R)
(forman una sub-algebra totalmente separante).

2. Si Cu([0,27],R) denota las funciones continuas f : [0,27] — R que
son 2m-periddicas (es decir f(0) = f(27)), y si:

N
of = {Z(ak sin(ke) + by cos(ka)) g, by € B, N € N}
k=0

son los polinomios trigonometricos (o serie de Fourier),entonces <7 es
sub-dlgebra totalmente separante. Queda propuesto verificar esto.
Luego, son densos en Cy([2, 27], R), osea que toda funcién 27-periddica
puede aproximarse por su serie de Fourier.

Proposicién 130 (Propuesto ejemplo). En el ejemplo anterior (2), se define
el conjunto de los polinomios trigonométricos como:

N

o = {Z(ak sin(kx) + by cos(kx))|ag, by € R, N € N}
k=0

que es una sub-algebra totalmente separante.

Demostracion. Sean x,y € [0, 27]. Entonces se verifica la siguiente propiedad
sobre .7

sen(x) # sen(y) v cos(z) # cos(y)
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De lo que se tiene que &7 es separante. Para ver que es totalmente separante,
sea g € [0, 27]. Entonces se verifica que

sen(xg) # 0 v cos(xg) # 0
pues el seno y el coseno no se anulan simultaneamente. |

La demostracion del teorema de Stone-Weierstrass se basa en tres lemas
auxiliares que se enunciaran a continuacion:

Lema 16. Si &/ es una sub-dlgebra de C'(K,R), entonces su adherencia
también lo es.

Lema 17. Si &/ es una sub-dlgebra de C(K,R), v f,g € adh(</), entonces
ambas méax{f, g} y min{f, g} también lo estén.

Lema 18. Sea &/ es una sub-dlgebra de C(K,R). Si f € C(K,R) puede
ser aproximada en todo par de puntos diferentes p,q € K por elementos de
adh(4), entonces f € adh(</). (C(K,R) € adh()).

Proposicion 131. Sea f : [a,b] — R una funcién continua, y sean a,b € R.

Se define: ,
my,(f) = f 2" f(x)dx, Vn =0,1,2,...

a

Pruebe que si m,(f) = 0 para todo n, entonces f = 0.

b
Demostracion. Como my,(f) = J f(z)dz = 0 para todo n = 0,1,2,3,...,

dado cualquier polinomio p(z) = ag + ayx + asx® + azx® + - - - + a,x™ se tiene
que:

b b
J p(x)f(z)dx = J (ap + a1z + asx® + azx® + - -+ + a,2™) f(z)dz = 0

a a

Ahora, como f es continua sobre un compacto, existe M > 0 tal que:
|f(z)| < M para z € [a, 0]
Luego, por el Teorema de Stone-Weierstrass (en particular,dado que los po-

linomios son densos en C([a,b],R)), para todo € > 0, existe un polinomio ¢
tal que:

|f(z) —q(z)| <€,z €[a,b]
b
Ademas, se tiene que J q(z) f(x)dx = 0, por lo que:

o< [ e = 170 - s
b
= | f@)[f(z)—q(z)]dx

ffmnﬂ@—qumm

b
<j|ﬂmuﬂ@—q@wm
< Me, Ve >0
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12.2. Teorema de Arzela-Ascoli

El teorema de Arzela-Ascoli nos permite caracterizar los subconjuntos
de C(X,Y) que son (relativamente) compactos con la topologia uniforme.
Antes de enunciar el teorema, se necesita de un par de definiciones previas.

Definicién 131 (Relativamente compacto). Un conjunto se dice re-
lativamente compacto si su adherencia es compacto.

Ejemplo.

1. Como Adh(B(0,1)) es compacto, entonces B(0,1) en R? es relativa-
mente compacto.

2. En R, todo conjunto acotado es relativamente compacto. (equivale al
teorema de Weierstrass de visto en célculo de primer ano, toda sucesion
acotada posee subsucesién convergente).

Comentario. En dimension infinita, es complicado saber los conjuntos com-
pactos (estaremos hasta el final del curso dandole vueltas al problema).

Definicién 132 (Funciones equicontinuas entre dos espacios). Sea
(X, T) un espacio topolégico e (Y, d) un espacio métrico. Un subcon-
junto & < C(X,Y) se dice equicontinuo si para cualquier xy € X, y
para cualquier € > 0, existe una vecindad V € N, tal que para toda
feé&, yparatodo z eV, d(f(x), f(xg)) <e.

El Teorema de Arzela-Ascoli es un resultado fundamental del anélisis
dando condiciones necesarias y suficientes para decidir si cada secuencia de
una determinada familia de funciones reales continuas definida en un inter-
valo cerrado y acotado tiene una subsecuencia uniformemente convergente.
La condicién principal es la equicontinuidad de la familia de funciones. El
teorema es la base de muchas pruebas en las matematicas, incluyendo la
del teorema de existencia de Peano en la teoria de ecuaciones diferencia-
les ordinarias, el teorema de Montel en andlisis complejo , y el teorema de
Peter-Weyl en el andlisis de Fourier.

Teorema 52 (Arzela-Ascoli). Sea (X, 7) un espacio topoldgico com-
pacto, e (Y,d) un espacio métrico completo. Un subconjunto & <
C(X,Y) es relativamente compacto ssi:

1. Es equicontinuo.

2. Para todo z € X, &(z) := {f(z)|f € &} es relativamente com-
pacta en Y
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Observacion. Recuerde que el espacio de funciones continuas C(A, B) € B4,
luego B(a) seria la coordenada a-ésima en el espacio producto, esto quiere
decir que en (2) el conjunto &(x) € Y, teniendo que Adh(&(x)) es compacto
en Y.

Observacion. C(X,Y) es un espacio métrico completo con

doo(f,g) == supdy (f(z), g(x))

reX

Observacién. Usualmente se habla que la inyeccion i : C*([a, b], R) — C([a, b],R)
dada por i(f) = f es compacta.

12.2.1. Espacio de las funciones de Holder y la bola
unitaria compacta

A continuacion se estudiard una consecuencia del Teorema de Arzela-

Ascoli:

Definicién 133 (Funciones de Holder). Se define el espacio de fun-
ciones Holder continuas de exponente av como:

C*([0,1]) :== {f : [0,1] = R funcién tal que |f|, < 0}

donde |f(z) = fy)]
x —_—
|f|a = sup Y
o<e<y<l |z — Y|
TH#Y

Proposiciéon 132. Se define d,(f, g) := do(f,9) + | f — gla, luego d, es una
métrica en C*([0, 1]).

Demostracion.

» A continuacion se verd que d,(f,g) =0< f=g¢:

(=) Sea d,(f,g) =0, luego por definicién de d,, esto implica que:

do(f,9) =0A|f—gla=0
Como d., es una métrica, se tiene que f = g.
(<) Suponiendo que f = g, luego:
x) —qg(x)) — _
f—glo— sup |(f(z) = g(=)) = (f(y) — 9(¥))|

0<z<y<l1 ‘I - y|

g M@ 5@ ) + )

O<z<y<l |z —y
THFY

~0
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» Es directo ver que d,(f, g) = du(g, f).

» A continuacién dy(f, g) < do(f,h) + do(h,g): En efecto, como d, es
métrica, satisface la desigualdad triangular, se tiene que:

da(fag) = dw(fag) + |f_g|a < dw(fa h’) +dw(h?g) + ‘f _g‘oa

Ahora, para analizar |f — g|,, sumando y restando los términos h(x)
y h(y), entonces:

dJﬁg)é&dﬁg)+¢dmgy+Migg\U@ﬂ—gwg:lfw)—g@»|
TFY

= dy(f,9) + dx(h, g)
s [(f(z) — g(x)) = (f(y) — hy)) + (h(x) — g(z)) — (h(y) — g(y))|

0<w<y<l |z —y
TH#Y

<dy(f,h) +dw(h,g)
+ sup (Kﬂ@—g@D—U@%—MwH KM@—Q@D—UMD—MQN)

+
[z —y| lz —y|

O<z<y<l
TH#Y

<doo<f» h) + d00<h7 g) + |f - h|oz + |h - g|o¢

Por lo tanto, do(f,g9) < duo(f, ) + da(h, g).

Proposicién 133. El espacio (C*([0,1]),d,) es completo.

Demostracion. Sea {f,}neny uan sucesion de Cauchy en (C*([0,1]),d,). En-
tonces, se verifica que

Ve,dng € N tq , si n,m = ng entonces do(fn, fin) < € (12.1)

Pero dou(fn, fin) < do(fn, fm) para todo n,m € N. Entonces ser sucesion de
Cauchy implica que:

Ve,Ing € N tq , si n,m = ng entonces do(frn, frm) <

DO | ™

Por lo tanto, {f,}nen €s una sucesién de do,-Cauchy. Como (C([0,1]), d,)
es completo, tenemos que existe f : [0, 1] — R tal que dy(fn, f) — 0 cuando
n — oo, i.e.,

Ve > 0,9n, e N tq , Sin>n1:>doo(fn,f)<% (12.2)

A continuaciéon habrd que probar que {f,}.en — f € C%([0,1]) mediante
d., para ello, se necesitan dos cosas:



12.2. TEOREMA DE ARZELA-ASCOLI 197

1. Por demostrar que d,(f,, f) — 0 cuando n — co: Fijando ¢ > 0

y tomando N = méax{ng,n}, z,y € [0,1] arbotrarios. Luego de la
ecuacién [12.1] se tendra que:

|fa(2) = fuly) = (fn(2) = fn ()] _

€
—, VYn,m>=N 12.3)
|z -yl 2 (

Ahora, notando que la ecuacién implia que f,, — f cuandon — o
puntualmente. Entonces:

lim fo,(z) — f(y) = f(x) — f(y)

m—00

Asi, volviendo a[l12.3] al tomar el limite y usando que el valor absoluto
es continuo se obtiene:

1) = Falt) = (F@) = SO _ . 1al@) = Falt) = (Fn() = Fnlw)]

|z —yl m—w |z — y|~

< g,Vn,m>N

(12.4)
Finalmente, tomando supremo:
w(@) — fuly) — (f(x) — €
Pt s D@D -C@ -
0<z<y<l |z — y| 2
z#y

Finalmente de [12.5 y [12.2] se concluye que:

%UJQ:dAﬁnwa—nm<g+gzgwn>N

. A continuacién se verd que f € C*([0,1]): Es necesario verificar que
|fla < o0. Por desigualdad triangular inversa en m, para € > 0 fijo,
x,y € [0, 1] arbitrarios, n = N = max{ng, n,},

[f (@) = fW)|_fulz) = @] _ [fulz) = fuly) = (f(2) = ()] s N
|z —ylo jz—yle |z — yl g 1=

Luego por [12.]] se tiene que para todo € > 0, existe ng € N, tal que, si
m,n = ng, entonces:

||fn‘oc - |fm|a| < |fn - fm|a <eg
={|fnla}nen es de Cauchy en R

={|fula}nen €s convergente en R
:>E|M€R tq |fn|oc < M,Vne N

Por lo tanto:

€
|z —yl* 2 |z —yl* 2

Finalmente tomando supremo se concluye que | f|, < 0.
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|
Proposicion 134. La bola unitaria cerrada:
Bo = {f e C([0,1])|du(f,0) < 1}
es un conjunto compacto en C([0,1]) con la métrica d.

Demostracion. Se utilizara Arzela-Ascoli para demostrar que B, es relativa-
mente compacto, en este caso se considera (X, 7y) = ([0,1],7) es compacto
y (Y,d) = (R, d) es completo. [



Capitulo 13

Espacios vectoriales y
operadores lineales

13.1. Espacios vectoriales topolégicos

Definicién 134 (Espacio vectorial topoldgico). Sea K = R o bien C.
Un espacio vectorial (E, +,+,K) se dice espacio vectorial topolégico
(evt) si E estd dotado de una topologia T que hace continuas las
funciones suma y ponderacién por escalar de E:

+(Ex B, T®T) - (B,T) cegn (¢, ) =+
(Kx BTk ®T) — (E,T) segun (A, x) — Az

Ejemplo.

1. El conjunto R como espacio vectorial sobre él mismo y dotado de la
topologia candnica es un espacio vectorial topologico. En efecto, sean
x,y € R y V una vecindad de x + y, luego existe ¢ > 0 tal que
B(z +y,e) €V, pero existen B(z,5) y B(y, 5) tales que

B(x,%) +B<y,%> c Bz +y,¢)

lo que prueba la continuidad de la suma. La ponderacion escalar queda
propuesta.

2. Si (E,|-||) es un espacio vectorial normado, entonces es evt. En efecto,
como FE es espacio métrico y satisface PAN, es posible utilizar sucesio-
nes.

Sean x,, — x e y, — y con la norma de E. Entonces, por desigualdad
triangular:

[(@n +yn) — (@ + )| < |20 — 2| + [y — ¥

Lo que prueba que + es continua. Queda propuesto probar la ponde-
racion por escalar que es analoga.

199
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Hay que recordar que se denota la traslaciéon y suma de conjuntos como:

r+A:={r+alac A}
A+ B:={a+blac Arnbe B}

Definicién 135 (Traslacién y multiplicacién). Sea E un evt. A cada
y € e y cada escalar A € K no nulo se definen los operadores:

1. Tralacién: T, (z) = y + .
2. Multiplicacién: My (z) = Az

Paraz e F.

Proposicién 135. T, y M), son homeomorfismos de £ sobre E.

Demostracion. Debido a la definicién de espacio vectorial topoldgicos, se
tiene que T}, y M) son aplicaciones biyectivas de £/ sobre F, luego sus inversas
son Ty_1 y My ! respectivamente. Por la hipétesis de continuidad necesaria
para los evts se concluye la continuidad de las cuatro funciones, concluyendo
que son homeomorfismos. |

Una consecuencia de esta proposicion es que toda topologia vectorial T
es invariante por traslaciones, osea A € T es abierto, si y sélo si, para cada
x € X, x + A es abierto, por lo tanto T queda completamente determinada
por una base de vecindades (local).

Segun lo anterior, cuando se hable de una base local en un espacio vecto-
rial topologico, significara siempre una base local en 0, donde una base local
de 0 corresponde a una coleccion [y de entornos de 0 tales que cada entorno
de 0 contiene un elemento de la base B de la topologia.

FEjercicio 16. Pruebe que:

1. Si E es un evt, entonces Ejy también es un evt con la topologia traza
asociada.

2. El producto topolégico de evts (sobre el mismo cuerpo) es evt con la
topologia producto asociada.

13.1.1. Vecindades del 0

A continuacién se vera que es posible caracterizar cualquier coleccién de
vecindades gracias al operador traslacion y las vecindades del 0, aprovechan-
do en toda su magnitud la nocién de base de vecindades.

Proposiciéon 136. Para cualquier z € E un evt, N, = x + N

Demostracion. Realizando doble inclusion.
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1. Para ver que N, < x + Np:
Sea T, : E — FE dada por T,(y) := x + y, para y € E. Note que T, es
una funcién continua. Sea V € N, como z = T,(0), Vg := T, (V) es
vecindad del cero, luego
r+ Vo= {zx+z|lz € V}
={z+z|lz + 2)T,(z) e V}
=V

Lo que prueba la primera inclusion.

2. Ver que N, 2 = + Ny queda propuesto.

Proposicién 137.

1. Sea Ve Ny, si V < U, entonces U € N,.

2. Sea {V;}™_; < Ny, entonces |_| Vi € N.

i=1
3. Sea V € N,, luego para cualquier A € K no nulo, AV € N,.

4. Para toda V € N, existe W € Nj tal que W + W < V (continuidad
de la suma en (0,0)).

Demostracion.
1. Es directo, pues 0 € V < U, teniendo que U € Nj,.
2. Sea {Vi}_, < N, luego para todo i € {1,...,n} 0 € Vj, entonces

O€|—|‘/Z'€N0.
=1

3. Como 0 € V| luego se verifica que 0 € AV = {A\z|z € V'} considerando
x = 0.

4. Propuesto.



202CAPITULO 13. ESPACIOS VECTORIALES Y OPERADORES LINEALES

Tipos de espacios vectoriales topolégicos: Sea E un evt dotado
de la topologia T, de lo estudiado en partes anteriores del curso se
identifican las siguientes nociones:

1. E es localmente convexo si existe una base local [y cuyos ele-
mentos son convexos.

2. F es localmente acotado si 0 tiene una vecindad acotada.

3. E es localmente compacto si 0 tiene un entorno cuya adherencia
es compacta.

4. E es metrizable si T es compatible con alguna métrica d.

5. E es normable si existe una norma sobre E tal que la métrica
inducida por esta norma es compatible con 7.

6. E tiene la propiedad de Heine-Borel-Lebesgue si todo subcon-
junto cerrado y acotado de E es compacto.

13.1.2. Propiedades de separaciéon

Teorema 53. Sea K y C dos subconjuntos de E que es evt, tal que K es
compacto y C es cerrado con K m C' # . Entonces 0 tiene un entorno V'
tal que

(K+V)n(C+V)=g

Observacion. Note que K +V es la uniéon de los conjuntos trasladados z + V'
de V tal que x € K. Entonces K + V' es un abierto que contiene a K. Por lo
tanto esta proposicion implica la existencia de conjuntos abiertos disjuntos
que contienen a K y C, respectivamente.

Corolario 53.1. Si [ es una base local para un evt E, entonces cada ele-
mento de § contiene a la adherencia de algin elemento de .

Corolario 53.2. Todo evt es espacio de Hausdorff (73).

Demostracion. Como para cada punto x € FE, {z} es cerrado, basta con
tomar un par {z},{y} en vez de K,C. La conclusién es que estos puntos
poseen entornos disjuntos, verificando el Axioma T5. |

Comentario. Hay autores que en la definicién de evt agregan la condicién
de que para todo x € E, {z} sea cerrado, lo que equivale a ser espacio de
Hausdorff (73), no obstante hasta antes de enunciada la proposicién no se
ha supuesto cierto que un evt sea Hausdorff.

En el caso en que no se haya definido que {0} sea necesariamente cerrado
en un evt, es posible probar utilizando topologia la siguiente equivalencia:
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13.1.3. Conjuntos

Sea E un evt, se define:

Definicién 136 (Equilibrado). A < E se dice equilibrado si para
todo A tal que [A\| < e, AA € A.

Definicién 137 (Absorbente). A < E se dice absorbente si para todo
z € E existe e(x) > 0 tal que Az € A, para todo A € (0, ¢).

Definicién 138 (Simétrico). A € FE se dice simétrico si para todo
x € A se tiene que —x € A.

Definicién 139 (Estrellado). A € E se dice estrellado si para todo
x € A, entonces [0, 1]z € A.

Definicién 140 (Convexo). A < E se dice convexo si para todos
z,y € A, entonces Az + (1 4+ \)y € A, para todo A € [0, 1].

Ejemplo.
1. Las bolas B(0,r) en un evn son equilibradas y absorventes.

2. (—=1,2) en R no es equilibrado, puesto que —1 - (—1,2) = (=2,1) no
estd incluido en (—1,2).

3. [0,1] m @ no es absorbente en R.

Proposicién 138. Sea A un subconjunto equilibrado de F un evt. Entonces
Adh(A) y Int(A) son equilibrados.

Vecindades del 0: Retomando las vecindades del cero, es posible verificar
el siguiente teorema:

Teorema 54 (Entornos del 0). En E un evt:
1. Para todo V € Ny, V es absorvente.
2. Todo V € N convexo contiene un entorno de 0 convexo y equilibrado.
3. Para todo V € Ny, V contiene un entorno equilibrado de 0.
Corolario 54.1 (Base de entornos del 0).
1. Todo evt tiene una base local equilibrada.

2. Todo evt localmente convexo tiene una base local convexa y equilibra-
da.
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Convexidad:

Proposiciéon 139. En E evt se cumple lo siguiente:
1. Sean (7, Cy conjuntos convexos, entonces C; + Cy es convexo.
2. Sea C' convexo y lambda € K, entonces AK es convexo.

3. Sea C' convexo ssi aC' + C = (o + §)C para todo «, 5 € R*.

4. Sea {C)}rea una coleccién de conjuntos convexos, luego |_| C\ es con-

AEA
veXo.

5. Sea C' convexo tal que 0 € (', entonces C' es equilibrado.

Proposiciéon 140. Sea A un subconjunto convexo de F un evt. Entonces
Adh(A) y Int(A) son convexos.

Adherencia:

Proposiciéon 141 (Propiedades de la adherencia). Sea E un evt, luego

1. Si A< E, entonces Adh(A) = |—| (A+V) (V es entorno de 0).
VeNy

2. SiAC E,y B < FE, entonces Adh(A) + Adh(B) < Adh(A + B).

3. Si Ey € FE es subespacio vectorial de F, entonces Adh(Fy) también es
subespacio vectorial de F.

13.1.4. Metrizabilidad y normabilidad

Hay que recordar que un espacio topolédgico (X, T) se dice metrizable si
existe una métrica d sobre X compatible con la topologia 7. A continuacién
se estudiaran las condiciones para que un evt sea metrizable.

Definicién 141 (Invariante por traslacién). Una distancia d en E evt
se dice invariante por traslaciéon si

dx + z,y+ z) = d(z,y)

para todo z,y,z € E.

Observacion. Hay que tener cuidado, pues si d es invariante por traslacién,
no existe necesariamente una norma que lo defina.

Teorema 55 (Metrizabilidad). Sea E un evt, se dice que es metrizable
ssi 0 posee una base local numerable.
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Proposiciéon 142. Sea E un espacio vectorial topologico con una base local
numerable, entonces existe una métrica d tal que:

1. La métrica d es compatible con la topologia de E.
2. Las bolas abiertas centradas en 0 son equilibradas.
3. La métrica d es invariante para traslaciones.

Si ademas, E es localmente convexo, entonces se puede elegir d verificando
lo anterior y ademas:

4. Todas las bolas abiertas son convexas.

Proposiciéon 143. Si d;, ds son métricas invariantes sobre un espacio vec-
torial £ que inducen la misma topologia sobre E, entonces:

1. di y ds tienen las mismas sucesiones de Cauchy.
2. d; es completa ssi dy es completa.
Proposiciéon 144.

1. Si d es una métrica invariante por traslaciones sobre un espacio vecto-
rial E, entonces d(nx,0) < nd(z,0), para todo z € E'y n € N.

2. Nula por acotada: Si (x,)neny €s una sucesién es un espacio vectorial
topologico metrizable £ y x,, — 0 cuando n — o0, entonces existen
escalares positivos A, tales que \, — w0 y \,x, — 0.

Teorema 56 (Normabilidad). Sea E un ev de dimensién finita sobre
algin cuerpo K. Entonces existe una tinica topologia 7j.|, (llamada
topologia canonica) que hace que E sea evt Hausdorff y normado.

Corolario 56.1. En un espacio vectorial de dimensién finita, todas las nor-
mas son equivalentes (es decir que existen ¢y, co > 0 tales que para todo
veE, c|v]. < ||v]p < calv]a 0 sino la inclusién correspondiente de bolas).

Observacion. En dimension infinita siempre existen normas no equivalentes,
basta con tomar {ex|A € A} base de Hamel de E y considerar, para v :=
2, a <y, las normas:

[l == )l
A

[0]leo = sup ||
A
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13.1.5. Espacios de dimension finita

Entre los espacios de Banach més sencillos, se encuentran R? y C?, es-
pacios vectoriales de dimension d sobre R y C respectivamente, normados
por medio de la métrica euclidea usual. Si F es un espacio vectorial topo-
l6gico sobre C, y la dimensién de E es d, entonces cada base de E induce
un isomorfismo de F sobre C, mas adelante se vera que dicho isomorfismo
resultard ser un homeomorfismo. Con otras palabras, esto dice que la topolo-
gia de C es la tnica topologia vectorial que puede tener un espacio vectorial
topologico complejo de dimension d.

Proposicion 145. Sea F' < E un subespacio vectorial topoldgico de FE,
suponiendo que F' es localmente compacto en la topologia traza E. Entonces
F' es un subespacio cerrado de F.

Proposicion 146. Sea E un espacio vectorial topologico complejo y F' un
subespacio de E. Sea d un entero positivo y dim(F') = d, entonces:

1. Todo isomofismo de C¢ sobre F es un homeomorfismdl
2. F es cerrado.

A continuacién se presenta un teorema muy importante en el andlisis
funcional, para ello hay que recordar que un espacio topologico (X,7T) se
dice localmente compacto si todo punto x € X posee una vecindad compacta.
En un evt, basta que 0 posea una vecindad compacta para que el espacio
sea localmente compacto.

Teorema 57 (F.Riesz). Si F es un evt Hausdorff, entonces F es
localmente compacto ssi es de dimension finita.

Corolario 57.1. Si E es un evt localmente acotado con la propiedad de
Heine-Borel, entonces F tiene dimension finita.

Demostracion. Sea E un evt, su origen tiene un entorno acotado V. Luego
Adh(V') también es acotado, entonces Adh(V') es compacto por el teorema
de Heine-Borel. Lo que dice que E es localmente compacto, luego tiene
dimension finita. |

'Homeomorfismo respecto a la topologia euclidea de C.
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13.2. Operadores lineales

Definicién 142 (Operadores lineales). Sean E, F evtsy L : E — F
lineal (es decir, verifica L(x + AY) = Lz + ALy, para todo x,y € E,
A€ K). A L se le denomina operador lineal.

Notacién. Son equivalentes Lz y L(z).
Ejemplo.

1. El operador M, : E — E (ponderacién por escalar) es un operador
lineal, mientras que el operador T, : E — (traslacién) no es lineal.

2. E = C([0,1],R) con la norma del supremo, F' = Ry Lz = x(1/2),
para x € E.

3. E = CY[0,1],R) y F = C(]0,1],R) con sus respectivas normas su-
premo, entonces Lx = 2’ es lineal.

Proposicién 147. Sea F unevty A < F.
1. L(0) = 0.

2. Si A es un subespacio (0 un conjunto convexo, o un conjunto equili-
brado), también lo es L(A),

3. Si A es un subespacio (0 un conjunto convexo, o un conjunto equili-
brado), también lo es L™1(A).

4. En particular, el conjunto L™'({0}) = {z € A|Kz = 0} =: A (A) es
un subespacio de E.

Es de interés poder caracterizar la continuidad de los operadores lineales,
para ello se puede aprovechar la ventaja que otorgan los evts y las propie-
dades de las vecindades del 0.

13.2.1. Operadores lineales continuos

Proposicién 148 (Continuidad). Sea L : E — F un operador lineal. L es
continua en F evt ssi es continua en 0.

Demostracion.
1. (=) Es directo.

2. («=) Sea una red (z))aea tal que 2y — x en E, luego como E es un evt
se cumple que (z) — ) — 0. Como L es continua en cero, entonces:

L(zy —x) = L(0) = 0, es decir Lxy — Lx
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Proposiciéon 149 (Continuidad uniforme). L es uniformemente continua
en el siguiente sentido: Para cada entorno W de 0 en F' existe un entorno V'
de 0 en FE tal que

y—xeV=Ly—LreW

Proposiciéon 150. Sean E, F evts y L : E — F un operador lineal tal que
para algin x € E, Lx # ¢J. Son equivalentes:

1. L es continua en F.

2. El nicleo A(L) es cerrado.

3. A (L) no es denso en E.

4. L es acotada en algtin entorno V € N.

Mientras que para espacios vectoriales normados se tiene la siguiente
caracterizacion para la continuidad:

Proposiciéon 151 (Continuidad Lipschitz). Sean E, F evn L : E — F lineal
es continua ssi existe K > 0 tal que ||Lz|r < K||z| g, para todo z € E.

Demostracion. Basta probar que L es continua en el 0 ssi existe K > 0 tal
que |Lz||r < K|z|g, para todo z € E.

1. (=) Suponiendo que L es continua en 0, sea Br(0,1) € Ny(7.)), existe
e > 0 tal que L(Bg(0,¢)) < Bp(0,1). Luego, si z € E, x # 0, e;% €

el
Bg(0,¢), de donde L <5H;—H> € Br(0,1).
£

Por lo tanto,
’ I (593> _ £
lz) /Ny ]

=¢| Lz r < |z

|Lzlr <1

Lo que prueba el resultado considerando K = é El caso z = 0 es
directo.

2. (<) Si xy — 0, entonces |z,|| — 0 y por hipédtesis, ||Lz,|| — 0, lo que
implica que Lz) — 0.

Muchas veces no se conoce la constante K optimal, la mas pequena tal
que |Lz|r < K|z|g, para todo x € E. A continuacién se le otorga un
nombre a Ki,.

Definicién 143 (Infimo). Denotamos por |L| al infimo de todos los
K € R tales que se satisface, es decir

|L]| = [Lle.p = mf{k € R[| Lz|r < k|z|z, Ve € E}
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Observacion. Se cumple que:
| Lz r < |LlcwsF) - |z]e

Hay otra forma posible para expresar ||L|, puesto que sin pérdida de
generalidad se pueden considerar los vectores = tales que |z|g < 1, luego si
se aumenta || Lx||r se alcanza |L|, ésto queda propuesto como ejercicio.

FEjercicio 17. Mostrar que |L| = sup ||Lz|r = sup |Lz|F.

lzle<1 |zl z=1

Proposiciéon 152 (Caracterizaciones de continuidad de L). Si F, F' son evn,
y L : E — F es lineal, son equivalentes los siguientes enunciados:

1. L es continua (basta que lo sea en 0).
2. ||L| < o (L es un operador acotado).
3. L es acotada sobre Bg(0,1).

4. L transforma acotado en acotado.

Definicién 144 (Conjunto de operadores lineales continuos). Sean
E,V evn, luego se define:

LC(E,F):={L:E — F|L es lineal continua}

Teorema 58. Sean E,V evn, entonces (Z€(E,F),| - |gr) es evn, y si F
ademés es espacio de Banach, entonces .Z% (E, F') también lo es.

Demostracion. Suponiendo que | - ||, es una norma (propuesto verificar),
es posible probar que (Z€(E, F),| - ||gr) es un espacio de Banach si F' lo
es.

Sea (L) una sucesién de Cauchy en Z%(E, F')m note que si x € E, enton-
ces:

HLnx - meHF = H(Ln - Lm)xHF < HLn - LmHE,F

]

Entonces, para cada = € F, (L,z) es una sucesion de Cauchy en F, donde
como F' es un espacio de Banach, y por lo tanto converge. Sea L dada por
Lx := lim L,x € F. Luego hay que probar que:

n—a0

1. L es lineal.
2. L es continua.
3. |L, — L|| = 0.

La linealidad queda propuesta. Para n,m > ng lo suficientemente grandes,
|Ly, — Ly | g,r < €. Luego, si x € E:

|(Ln = Lin)x|p < ||Ln — Lin|gr|2|2 < €|2|e
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Luego pasal al limite en m:
(L= Ly)z|r < elz|e

Lo anterior prueba que L, — L es continua, pero como L, es continua, se
tiene que L también lo es. Ademads, como |L,, — L|g r < €, lo que prueba la
convergencia. [ |

Definicién 145 (Espacio dual). Sean E evt con E ev sobre el cuer-
po K. Se denotard por E* := Z%(E,K) al espacio dual de E. Los
elementos ¢ de E* se llaman funcionales lineales continuos.

Corolario 58.1. Si E es un evn, entonces E* es espacio de Banach para la

norma ||, := sup [{(x)|.
lzle<1

Comentario. Note que la norma dada por sup |l(z)|, posee valor absoluto
|zl <1

porque el espacio de llegada es un cuerpo.

Notacién. Los elementos duales se denotaran por z*, mientras que x*(x) €
K se denotara por {(z*, z)

Consecuencias en dimension finita:

Fjercicio 18. Si E,F son evn, y L : E — F es lineal con dim(F) < oo,
entonces L es continua. (Indicacién: Basta con acotar L en una vecindad del
0).

Ejemplo.
1. Sea E := {p:[0,1] — R|p es polinomio}, con la norma del supremo en

[0, 1] que lo hace evn. Sea L : E — R, tal que Lp := p(2), claramente
es lineal.

"

2. Sipy, 1= 5, tenemos Lp,, = 1, mientras que |p,|l» = 27", que converge
a cero. Luego, L es discontinuo.

Definicién 146 (Espacio de polinomios a valores reales). Se llama a
P,[z] al conjunto dado por:

P,.[z] := {p|p : R — R es polinomio de grado n}

Proposiciéon 153. El par (P,[z],R) es un espacio vectorial de dimensién
n + 1 (finita).
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Demostracién. Basta con tomar {e;}!, = {z'}",, debido a que cualquier
polinomio p(z) € P,[z] cumple que:

n n
p(z) = Z ae; = Z a;x"
i=0 i=0
Se puede comprobar que {z?}?"_; es base del espacio P,[z]. Finalmente como
{z'}"_| = n + 1, se concluye que dim(P,[z]) = n + 1. |

Proposiciéon 154. Existe una constante K tal que

W@NéKﬁuﬁwﬁ

para todo polinomio de grado menor o igual a n.

2
Demostracion. Sea |p| = | |p(t)|dt una norma (puede verificarlo). Se define

1
el operador D : P,[z] — R, tal que Dp = p/(0). Luego D es continuo,
teniendo que:

|Dpllr < K|p|p,[21, reemplazando
2
=~ WO <K | bl
1

Teniendo la existencia de la constante K. [ ]

Ejercicio 19. Verifique que existe una constante K tal que
b
PO <K [ poldt 0<a<b

para todo polinomio de grado menor o igual a n.

13.2.2. Dos ejemplos de operadores lineales continuos
Operador pendiente en el origen:

Definicién 147 (Espacio de polinomios a valores reales). Se llama a
P,[z] con n € N al conjunto dado por:

P,[z] := {p|p : R — R es polinomio de grado n}

Proposiciéon 155. El P,[z] es un espacio vectorial de dimensién n + 1
(finita).

Demostracion. Es facil ver que P[] es un espacio vectorial (esto se estudié
en algebra lineal). El conjunto {z'}", verifica que para todo p(x) € P,[r]
cumple que:

Hai}iy ta pla) = ) aa
=0
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lo que quiere decir que es un generador de P,[r]. Ademéas {z'}", es un
conjunto linealmente independiente ya que

p(x) =Zaixi=O©Vie{0,...,n}eR,ai=O
i=0

concluyendo que {z'}"_, es base de P,[x]. Finalmente como |{z*}" | = n+1,
se concluye que dim(P,[z]) =n + 1 < . |

Definicién 148 (Operador pendiente en el origen). Se define el ope-
rador correspondiente a la derivada de un polinomio evaluada en el
origen como:

Dqy : P,[z] = R
p(z) — Dop(z) = p'(0)

Proposiciéon 156. El operador Dy es lineal y continuo.

Demostracion. Para demostrar que Dy es lineal basta con verificar lo si-
guiente:

1. Considerando p(z) = 0, luego Dyp(z) = p/(0) = 0, concluyendo que
Do(0) = 0

2. Sean p,q € P,[x] y A € R, luego:

Do(Ap + q)(x) = (Ap + ) (0)
= (Ap)'(0) + ¢'(0)
= Ap'(0) +¢'(0)
= ADgp(x) + Doq(z)

De (1) y (2) se concluye la linealidad del operador D,. Para ver la
continuidad de Dy, basta con ver que envia acotados en acotados. Sea
p(z) € P,[z] acotado, luego como:

p(z) = Z a;z’
i=0

n n
= p'(z) = Z a;izt™! = Z ajizt
i=0 i=1

luego p'(0) es acotado. Se concluye que Dy es un operador lineal con-
tinuo.

Proposiciéon 157. Existe una constante K tal que

P(0) < K j p(t)]dt

para todo polinomio de grado menor o igual a n.
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2
Demostracion. Sea ||p| = J Ip(t)|dt que verifica que:
1

1. Sea p(z) = 0, luego:

2
o] = f 0/dt

1

2
:f Odt
1

=c¢(2) —¢(l), conceR
=0

2. Sean p,q € P,[x] y A € R, luego:

Do+ gl = j Ap(t) + qlt)|dt

< [ wto + e

= [ b0 + o

-| Aol + | a0l
= [ o+ [ oo

= [Alllpl + llal
De lo anterior se concluye que | - | es una norma sobre P,[z]. Luego sea el

operador Dy : P,[z] — R, tal que Dyp = p’(0). Luego como Dy es continuo
se tiene que:

| Dop|r < K|pllp,[2], reemplazando
= [p'(0) < Kf |p(t)|di
Teniendo la existencia de la constante K. |
Operador error de la integral de Riemann

Definicién 149. Sea ¢, : C[0,1] — R el funcional dado por:
e Jlx(t)dt
n(z) == - -
n&=s\n

0

Proposiciéon 158.
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1. £, es lineal continuo.
2. L,(x) — 0 para todo x € C[0, 1].
3. |ln]ls - 0.

Demostracion.

1. Para ver que ¢, es lineal, sean z,y € C[0,1] y A € R, luego utilizando
la linealidad de la sumatoria y de la integral:

) = 53000 (£) = [ o
S (2)- 55 )L
:&i ( ) Jm(t)dtJran:ly(z)—Lly(t)dt

= M, () + 4,(y)

Mientras que para ver la continuidad, basta con notar que para todo
z € C[0,1] se cumple que

()] = 1i ()~ [ stta

- L 1x(t)dt‘
SINERCY:

Lo que quiere decir que existe K > 0 (en realidad K = 2 satisface) tal
que |6, (z)| < K|z|s, concluyendo que ¢, es acotado y por lo tanto
continuo.

3

N
S
= T
&
A~
3| =
~_

2. Para ver que ¢,(z) — 0, hay que notar que como x € C[0,1] (es
continua), entonces es Riemann-Integrable, por lo tanto la integral
de z es bien definida, ademas que la suma corresponde a una suma de
Riemann con particion equiespaciada del intervalo [0, 1], cada elemento
de la particion mide %, luego:

Entonces:
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3. Finalmente para probar que ||+ - 0, hay que recordar que:

[€nlle = sup |€u()]

|Zlloo=1

Sea n € N fijo, luego construyendo una funcién =™ tal que sea 0 en

las evaluaciones de la forma — para k € {0,1,2,...,n}, y que sea 1 en
n
k
las evaluaciones de la forma 5, Para ke {1,3,6,...,2n — 1}, ademds
n
entre cada par de estos puntos, osea entre % y Qkﬂ haya una recta.

Esta construccion para 2™ esté bien definida y es contlnua, de hecho:
1 Z": E o
n = n
[ s = 1

1 1.1 1
dt =n-—2 ==
Lx() non =

J
~
n triangulos de base 1/n y altura 1.

Luego:
1 (n)
0 <3 ==z <[l

13.2.3. Operadores compactos

Los operadores compactos son una clase no trivial y simple de operadores,
que generaliza la nocién de operadores entre espacios de dimension finita,
manteniendo un comportamiento similar por lo que son faciles de analizar.

Definicién 150 (Operadores compactos). Sean E, F' evn y se denota
como Z¥ (E,F) al conjunto de operadores T' : E — F' lineales y
compactos (T'(A) es relativamente compacto en F para todo A acotado
en F).

Proposiciéon 159. Z. % (F, F) es un subespacio vectorial de Z% (E, F).
Demostracion.

1. Para ver que X% (E,F) <€ X% (FE,F), se considera algiin operador
T e ¥ (E,F). Razonando por contradiccion, se supondra que T no
es acotado (esto quiere decir que no es continuo, pues son equivalen-
tes), esto quiere decir que para todo n € N existe x, € E en la bola
unitaria, osea ||z,| < 1 tal que |Tx,| = n.

Hay que notar que como |z,|| < 1, para todo n = 1, entonces (z,,)nen
es una sucesiéon acotada, mientras que como 7' es compacto y (&, )nen
es acotado, entonces T'(x,)qen €s compacto y como T es lineal, esto
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equivale a que (T, )qen €8 compacto.

Luego por la compacidad, existe una subsucesion (z,,)ien S (Zn)nen
tal que (T'x,,)ien es convergente, por lo tanto para algin K > 0 se
tiene que |T'z,,| < K, contradiccién.

Se tiene que T es acotado (equivalentemente continua), concluyendo
finalmente que T' € ZX€¢(E, F), al ser T arbitrario en £ (E,F),
entonces L ¥ (E, F) < L€ (E,F).

2. Ahora se vera que .Z# (F, F') es espacio vectorial, para ello basta con
ver la cerradura lineal para sus elementos. Sean TS € L (E,F)
y A € R. Sea (x,)nen una sucesién acotada en FE, luego como T es
operador compacto, luego existe la subsucesion (z,,)ien S (Tn)nen tal
que (T'z,,)ien es convergente en F. Por otro lado, como S es com-
pacto se tiene que existe la subsucesion (sub-sub en realidad jeje)
(T, )jeN C (Tp)nen tal que (S, )JeN convergente en F.

Luego como T, S son operadores continuos, luego ()\T:cn + S:cnz ) jen
converge en F'. Lo anterior implica que toda sucesion acotada en E

posee una subsucesion tal que su imagen es convergente, concluyendo
la compacidad de \T'+ S

Proposiciéon 160. Si F' es un espacio de Banach entonces .Z7 (E, F) es
cerrado en X6 (E, F).

Demostracion. Considerando una sucesion de operadores (T, ) ey © L F (E, F)
convergentes a T € L% (E, F), esto es que para todo € > 0, existe ng € N
tal que (15,)pen — T', 0 bien |T,, — T'| < § para todo n > ny. Ademds como
los operadores (T},)qen son compactos, la adherencia de la imagen de bola
unitaria mediante T),, osea (T,,(Bg(0,1))(nen es compacta, lo que equivale
que los conjuntos (7,,(Bg(0,1))(nen son completos y totalmente acotados.

De lo tltimo se tendrd la existencia de la coleccién finita (f;)er < F (1
finito) tal que

T.(Bp(0,1)) € |_|Br(£i(0).2/2) = | |Br(fi(0),6/2 + | T, = T))

el 1€l
T(Bg(0,1)) |_|BF fi(0),e/2 +¢/2) = UBF(fi(O),g), cuando n — ©
iel el

Luego note que T'(Bg(0, 1)) es totalmente acotado, y como ademés es cerrado
(lo asegura la adherencia), entonces T'(Bg(0,1)) es compacto, luego T' es
compacto. |

Proposicién 161. Si T € L€ (E,F) y dimT(F) < c entonces T' es com-
pacto.
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Demostracion. Sea T € L€ (E, F), dado que T tiene rango finito, osea que
dimT'(F) < oo, entonces el espacio Z := Im(7') es un espacio vectorial nor-
mado de dimensién finita. Ademds, para cualquier sucesién acotada (x,,)nen
en F, la sucesién (Tx,) estd acotada en Z, por lo que segin el teorema de
Bolzano Weierstrass esta sucesién debe contener una subsucesién convergen-
te. Por lo tanto, T' es compacto |

Proposicion 162. SeaT € X # (E, F) y A # 0 entonces el espacio vectorial
E\ :={zx € E|Tx = Az} es de dimensién finita.

Observacion. Note que Ey := {x € E|Tx = \x} = Ker = {T' — A}, donde I
es la matriz de identidad.

Definicién 151 (Operador de Fredholm). Sea k : [0,1] x [0,1] —
continua. Sea el operador lineal continuo 7" : C[0, 1] — CJ[0, 1] deﬁmdo
por

(T2)(t) = JO k(t, )2 (s)ds

Definicién 152. Sea k : [0, 1] x [0, 1] — R continua. Sea el operador lineal
continuo 7" : C[0, 1] — C[0, 1] definido por

1
(T)(®) = [ ke, 9)a(s)ds
0
Proposicién 163. Si k(¢, s) es un polinomio entonces dim(7'(C[0,1])) < «©
Demostracion. Como k(s,t) es un polinomio es posible caracterizarlo como
s) = Z Z aijtisj
i=0 j=0
Luego se tendra que el operador es:

x(t) = J Z Z ait's’z( i (J{:gawij(s)d5> t

1=0j= %

7

=b;

Luego para todo z € C[0,1], b;(z) € R (integral definida), entonces T'z(t)
es un polinomio a coeficientes reales y de grado n, luego como la dimension
de estos elementos es n — 1 (cardinal de la base dada por (")), luego
T(C[0,1]) < P,[t] (polinomios de grado n en funcién de t), concluyendo que
dim(7T'(C[0,1])) es finita. |

Proposiciéon 164. Para toda funcién continua k(¢, s) el operador T" es com-
pacto.

Demostracion. Basta con ver que para la bola unitaria B(0,1) en C[0, 1],
luego T'(B(0,1)) es relativamente compacto.
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1. Para ver que para todo t € [0, 1], T(B(0,1))(t) es relativamente com-
pacto en R, hay que notar que para todo t € [0,1], se tiene que
T(B(0,1))(t) < R, lo que implica que T'(B(0,1))(t) es compacto ssi es
cerrado y acotado. Es evidente que es cerrado.

Para cualquier ¢t € [0,1] y f € T(B(0,1)) se sabe que

flt) = L k(t,s)x(s)ds, |z| <1

Luego para t € [0, 1] cualquiera se tiene que:

Jl k(t,s)x(s)ds

0

sup  |f(t)] = sup
FeT(B(0,1)) 2€C[0,1]
o)<

1
< sup f |k(t, s)||x(s)|ds, usando [z| < 1
0

|zl <1

1
< sup f |k(t, s)|ds, no depende de x

[z]<1 Jo
1
:f (1, 5)|ds
0

Note que k es continua en [0, 1] que es compacto, por lo tanto por
el teorema de Weiestrass se concluye que k alcanza sus maximos y
minimos en dicho intervalo. teniendo asi que

1

sup |f(t)] < sup | |k(t,s)|ds < 0, Vt € [0,1]
feT(B(0,1)) lel<1 Jo

Como se tiene que T'(B(0,1))(t) es compacto, entonces T'(B(0,1)) es
relativamente compacto.

2. Para ver que T'(B(0,1)) es equicontinuo. Sea r € [0, 1], se cumple que:

fl k(t,s)x(s)ds — Jl k(r,s)z(s)ds

0 0

[f(t) = f(r)] =

[ htt.9) = bt sateras
= [t bt
< [[ K09~ Ko a1, como [ <1
< J: k(L s) — k(r, 5)|ds

Luego por la continuidad de k (métrico a valores reales) se tiene que
para cualquier € > 0 existe § > 0:

[t —s| <0 =|k(t,s) —t(r,s)] <e
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Entonces reemplazando esta cota obtenida por la continuidad se tiene
que:

0

<J€ds=5
0

Entonces T'(B(0, 1)) es equicontinuo.

10~ £ < | Ih(t,5) ~ K, 5)lds

Se concluye por el teorema de Arzela-Ascoli que T' es compacto. |

Un ejercicio de composiciéon de funciones continuas

A continuacién se presenta una composicién de funciones continuas, que
permiten definir un operador lineal continuo.

Proposicién 165. Sea T : [0,1] — [0, 1] continua y L : C[0,1] — C[0,1]
dada por Lz = x o T. L es lineal continua.

Demostracion.

1. Para ver que L es lineal, sean z,y € C|[0, 1] con escalar A € R y algin
t € [0,1] (cualquiera), entonces:

Lz +vy) =Mz +y)(T(t)),Vte[0,1]
= Xe(T(t)) +y(T(t)),Vte[0,1]
= ALz + Ly

2. Para ver que L es continuo basta con notar que z € C[0,1] y T son
funciones continuas, luego por composicién de funciones continuas se
concluye.

A continuacién se calculara la norma de L, para ello hay que recordar
que:
|L] = sup |Lz| = sup |zoT|
=1 lz]=1
Luego como la funcién (identidad) id € C[0,1] y [id| = s[up] It = 1,
te(0,1

entonces:
HLH=fmﬂmoTH>1MW

z|=1
Ademés también

HLH=fﬁUM0TH<f$1MMTH=Hﬂ\

De lo que se concluye que |L| = ||T"]. ;Sera posible ver que L sea un operador
compacto?

FEjercicio 20. Encuentre una condiciéon necesarai y suficiente sobre T para
que L sea compacto.
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13.2.4. Nota: Bra y Ket en la fisica moderna

La notacion bra-ket o notacion de Dirac, es la notacion estandar utiliza-
da por los fisicos para describir estados cuanticos en la teoria de mecanica
cuantica.

El estado de un sistema cuantico se identifica con un vector en el espacio de
Hilbert complejo ‘H, donde a cada vector se le llama ket y se denota como
|z) € H, mientras que cada ket posee un bra dual, denotado como (L| € H*,
luego:

(Llzy = (L|-|z),V|z)eH



Capitulo 14

Teoremas fuertes

14.1. Teorema de Baire

Definicién 153 (Conjunto flaco). Un conjunto A se dice flaco o nunca
denso si Int(Adh(A)) = &.

Ejemplo.
1. Las bolas B(0,1) en un evn no son flacas.

2. En R? con la topologia canénica, las rectas con flacas.

El teorema de Baire, que posee muchas aplicaciones, dice que un espacio
de Banach no puede estar compuesto por la uniéon numerable de conjuntos
flacos.

Esta propiedad es fundamental, y se llama ser segunda categoria, por
ejemplo, R? no se puede escribir como unién numerable de rectas, por lo
tanto es segunda categoria.

Por otro lado, se dice que un conjunto es primera categoria si se puede
escribir como uniéon numerable de conjuntos flacos, como por ejemplo los
racionales en R.

Teorema 59 (Baire). Sea (F, |-| un espacio de Banach. Si £ = |_| E,,
neN
con [, cerrados, entonces existe ng para el cual Int(F,,) # .

Lo anterior dice que los espacios de Banach son segunda categoria. Algu-
nas aplicaciones son que en un conjunto C' € E ev, es convexo si para todo
z,ye Cyte(0,1), se tiene que txr + (1 —t)y e C.

Ejemplo. En un evn, las bolas son convexas, pero un conjunto con dos com-
ponentes conexas no lo es.

Corolario 59.1. Sea F' un convexo cerrado absorbente en (E, | - ||) espacio
de Banach real. Entonces F' € Nj.

221
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14.2. Principio de la cota uniforme

Teorema 60 (Principio de la cota uniforme). Sean F, F' evn, con E
espacio de Banach. Sea &/ € Z%(F,F) una familia puntualmente
acotada, es decir

Vo € E,{L(x)|r € E} es acotado en F’
Entonces existe M > 0 tal que ||L|| < M para toda L € &7.

Ejercicio 21. Probar quesi f : [0,1] — R es continua, entonces Sé f(t) sin(nt)dt
converge a cero si n — 0.

14.3. Teorema de Banach-Steinhaus

Para continuar, es importante recordar que (L,)neny €s puntualmente
convergente si para todo x € FE, existe L(z) := lim, o L,(x), donde L :
E — F.

Teorema 61 (Banach-Steinhaus). Sean E, F' evn con E espacio de
Banach y sea (L, )neny una sucesion de funciones lineales continuas de
E a F que es puntualmente convergente. Entonces L : E — F' es
continua y | L| < limsup,,_,., || L |

Observacion. La cota puede ser estricta.

Demostracion. La coleccién de operadores (L, )nen €s puntualmente acota-
da, por lo que lo es uniformemente:

Ll < M A Timsup |Lo| < o
n—0o0

Ademaés L es lineal (verifiquelo)

14.4. Teorema de la aplicacién abierta

A continuacion se presenta un teorema muy importante que caracteriza
los funcionales lineales sobreyectivos

Teorema 62 (Aplicacion abierta de Banach-Schauder). Sean FE,F
espacios de Banach y L : F — F lineal continua. Si L es sobreyectiva,
entonces es abierta, es decir, envia abierto en abierto. En particular,
si L es biyeccién, entonces su inversa es continua (homeomorfismo).
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Observacion. 1. No toda funcién lineal es abierta. Por ejemplo, L : R —
R dada por Lz = 0 envia R en {0} (cerrado no abierto). Pero L : R —
R dada por Lx = x es abierta porque es sobreyectiva.

2. No confundir L abierta (imagen de abierto es abierto) con L continua,
que quiere decir que preimagen de abierto es abierto.

Demostracion. Para la demostracion se utilizara el siguiente lema auxiliar
que sera demostrado mas adelante.

Lema 19 (Robinson). Si E, F son dos evn con E espacio de Banach, y
C < E x F es convexo cerrado tal que IIgC' es acotado. Entonces

Int (ITIgC) = Int (m)

Suponiendo cierto este lema. Suponiendo primero que L(B(0, 1)) € No(7j.,)
(imagen por L de la bola cerrada es vecindad del cero en F'). Si esto es cierto,
entonces L es abierta. En efecto, sea © € 7|,

Sea 7 € LO. Luego existe T € E tal que LT = 7. Como © es abierto,
existe B(T,e) < O. Pero B(7,e) = T + ¢B(0,1), de donde L(B(z,¢)) =
7+ eL(B(0,1)), por lo que si L(B(0,1)) € No(T,), entonces L(B(T,¢)) es
vecindad de 7, que es lo pedido.

En efecto, para cada 3 € LO, L(B(T,¢)) es vecindad de 7, lo que prueba que
LO es abierto.

A continuacién se prueba que L(Bg(T,¢)) € No(7}.,), para ello se usard el
Lema de Robinson. Sea

C:=A{(z, L(x))l|x]le <1} < Ex F

Teniendo que IIgpC = Bg(0,1), acotada. Ademds [1rC' = L(Bg(0,1)). Por
ultimo C' es convexo y cerrado pues L es continua. Por Lema de Robinson

Int(L(By(0,1))) = Int(L(Br(0,1)))

Pero Int(L(Bg(0,1))) es convexo cerrado, equilibrado y absorvente. Por en-
de, como F' es espacio de Banach, es vecindad del origen. Esto implica que
L(Bg(0,1)) es vecindad del origen, lo que prueba el resultado. |

Teorema 63 (Grafo cerrado). Sean E, F' espacios de Banach y L :
E — F lineal. Entonces L es continua ssi Gr(L) := {(z, Lx)|z € E} es
cerrado en I x F.

Corolario 63.1. Sean F, F espacios de Banach y L : F — F lineal. Si
para toda sucesion (z,)nen convergente en F existe lim f(z,)) = f(limz,),
entonces f es continua.
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14.4.1. Aplicaciones de los teoremas de aplicacion abier-
ta y del grafo cerrado

Normas equivalentes en C|0, 1]

Para comenzar, hay que recordar la definiciéon de normas equivalentes,
comunmente utilizada en los cursos de calculo en varias variables.

Definicién 154 (Normas equivalentes en evn). Sean | - |4 v | - |5
dos normas sobre E. Estas norams se diran equivalentes si para todo
x € F, existen a, § > 0 tales que:

Como lo anterior fue para cualquie n, se concluye que para todon € N,

3 < |4+, lo que asegura que ||€,[l. - 0.

Proposicién 166. Sea | - || una norma en C[0, 1] con la cual es un espacio
de Banach tal que [|x,|| — 0 implica que z,(t) — 0 para todo ¢ € [0,1].
Entonces | - | es equivalente a la norma | - ||o.

Demostracion. Para comenzar, se define la funcion dada por:

L= (C[0, 1], - ) — (C[0,1], ] - le0)

rw— Lx =2

Es posible verificar que L es lineal (la identidad), puesto que para A € Ry
para x,y € C[0, 1]:

L(\x +vy) = L(A\x)+ Ly = ALz + Ly ~ L(0) =0

Sea (xp,)neny una sucesion | -|-convergente a x, esto es que |z, — x| — 0, luego
por la hipétesis sobre esta norma se tiene que x,(t) — z(t) — 0 para todo
t € [0, 1]. Por otro lado se tiene que (Lx,,)nen una sucesion | - ||-convergente
a y, esto es que | Lz, — Y| — 0 (converge uniforme), luego se tiene la con-
vergencia puntual, obteniendo que Lz, (t) — y(t) — 0 para todo t € [0, 1].

Como Lz, = z,, por ser L la identidad, entonces z,,(t) — z(t) y z,(t) —
y(t) para todo t € [0, 1]. Luego como R es Hausdorff, se tiene la unicidad
del limite, por lo tanto z(t) = y(t) para todo t € [0,1]. Concluyendo que
(xn, Lxy,) — (z,2) = (z, Lx) € Gr(L). Luego Gr(L) es cerrado.

Por Teorema del grafo cerrado se tiene la continuidad de L, esto quiere
decir que para todo x € C[0, 1] existe K > 0 tal que:

| Lz < K]z

A continuacién se vera la biyectividad de L:



14.5. TEOREMA DE HAHN-BANACH 225

1. Sean x,y € (C[0,1],] - |) tales que x = y, luego:
r=y=>Lr=x=y=Ly= Lxr =Ly
Concluyendo que L es inyectiva.

2. Para todo z € (C[0,1],] - |)w, luego existe L~z = x € (C[0,1],] - |),
concluyendo que L es sobreyectiva.

Como (C[0, 1], | 1) v (C[0,1],] - ])eo son espacios de Banach y L es lineal,
continua y biyectiva, entonces por teorema de la aplicacién abierta L™! es
continua, teniendo entonces que para todo x € C[0, 1] existe K > 0 tal que:

o] < Kz

Como existen K, K > 0, se concluye la equivalencia de las normas. [ |

14.5. Teorema de Hahn-Banach

14.5.1. Forma analitica

Este es uno de los teoremas mas importantes del analisis funcional, y
trata sobre extension de funcionales lineales definidos sobre subespacios vec-
toriales. En lo que sigue se trabajara a valores reales.

Definicién 155 (Sublineal). Una funcién p : E — R se dice sublineal
si para cada x,y € £ y A > 0 se tiene

p(z +y) <plx) +p(y), p(Az) = Ap(x)

Ejemplo. La norma || - | en caso de que E sea evn, puesto que por definicién
cumple que |z + y| < |z|| + |y| (desigualdad triangular).

El teorema de Hahn-Banach que se presentara a continuacién, entrega la
existencia de la extension de una funcién lineal bajo ciertas condiciones.

Teorema 64 (Hahn-Banach, forma analitica en evt). Sea E un evt
y p: E — R una funcién sublineal. Sean Ej sev de E'y {5 : Ey — R
lineal tal que ¢y(z) < p(x) para cada x € Ey. Entonces existe ¢ : £ —
R lineal que estiende a ¢, tal que

lg, = Yo
lx) <p(z),YreFE

Demostracion. La idea es utilizar el Lema de Zorn. Hay que hallar un ele-
mento maximal, sea:

L ={({,F)|F essevde E,Ey< F,{: F — R es lineal
llp =ty l(x) < p(z),z € F}
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Se define el siguiente orden parcial (verifique que es orden parcial) sobre .Z:
(01, F1) < ({y, F3) & FL € Fy A by = Lo,

donde /5 extiende a /.

Comentario. Hay que notar que el elemento maximal serd (¢,, F,,) tal que
E = F,, que verifica que ¢,,|p = ¢; para todo i € I (indexacién de la cadena).

Vea que £ es no vacio, esto debido a que (¢, Fo) € Z. Sea {({x, F\)}rea
una cadena (cualquiera) de .Z, a continuacion se vera que la cadena posee

cota superior. Sea F' = |_| F\, vy para cualquier = € F, sea {(x)|p, = {\()
AeA
para todo A € A. Es evidente que (&, F') es cota superior.

1. Se busca ver que &(z) < p(z) para todo = € F, para ello note que

F = |_| F\, como {F)}sea corresponden a una cadena, luego F) < F),

AeA
si A < p, luego la union es el elemento mas grande de la cadena, esto

quiere decir que

~ Y xr) < plx),Vre F
||_|F>\() (z) Ae|_|AA

AEA

concluyendo que existe el elemento maximal de ., denotado por (¢, F').

2. Se busca ver que el elemento maximal es la extension de ¢y hacia F.
Razonando por contradiccion, se supondra que F' # E y que existe
zo € F° (pues F' C E). Sea

F:={x+txolre F,t e R}

el conjunto minimal que contiene estrictamente a F'y a . Se exten-
derd ¢ a F"

Uz + txo) = (z) + th(zo)
0(z) + tm;m = 0(x)libre

Note que { es bien definida y sigue siendo lineal, ademés / lF ="

A continuacién se verd que {(x) < p(z) para todo z € F', a partir de
esto saldra la contradiccién. Escogiendo m = {(xy) adecuadamente.
Note que si t = 0, se concluye. En caso de que t # 0, se tiene que para
cualquier z € F', t € R\{0}

(x) +tm < p(x + txg) < tm < p(x + txg) — £(x)

Sit > 0, se tendra que
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|

Hay muchos corolarios y aplicaciones muy interesantes del teorema an-

terior, para verlos antes hay que recordar que si E es evn, E* := Z%€(FE,R)
es su dual, que es un espacio de Banach para la norma del supremo:

2%« := sup |2*(x)] = sup 2*(x)
|z <1 |z <1

lo que ocurre porque R es espacio de Banach.

Corolario 64.1. Sea F un evn y Ejy sev de E. Si ¢y : Ey — R es continua,
entonces existe ¢ : E — R tal que

lg, =l

1€ = 1€ollo
Corolario 64.2. Sea F un evn real y xy,...,x, vectores Li. en F. Para
v1,...,0, € R arbitrarios existe z* € E* tal que x*(z;) = v;, para i = 1,...n.

Corolario 64.3. Sea F evn real y xg € E, x¢ ¢ 0. Entonces existe z* € E*
tal que 2*(zo) = [zof v [2*]+ =1

Corolario 64.4. Sea £ un evn. Entonces para todo x € E, |z = sup|,«|,<; 7*(z)
(es decir, el supremo se alcanza).

Corolario 64.5. Sea E,| - |) evn real y Ey sev cerrado de E. Si zy € F\Ej
entonces existe ¢ : £ — R lineal continua tal que ¢(z¢) = 1, {(z) = 0 si
x € Ey, y |0 = (dist(xo, o))"

Corolario 64.6. Si E es evn real y Fy es sev de E tal que: Para cada
x* € E*, si * es nula en Ey, entonces es nula en E. Entonces Adh(Ey) = E.

Corolario 64.7. Sea F evn real y ¢ : E — R lineal. Entonces ¢ es continua
ssi Ker(¢) es cerrado.

14.5.2. Forma geométrica

A continuacién se abordard una interpretacién mas geométrica del Teo-
rema de Hahn-Banach, visto como un resultado de separacion.

Definicién 156. Sea E ev. Se llamard hiperplano H a toda variedad
lineal afin de codimensién 1, es decir,

H :=xy+ Ey, Eysevde E tq dim(E/Ey) =1

Aqui z ~ y < x —y € Ej es la relacion de equivalencia involucrada. El
conjunto cuociente E/FEy, visto como ev con escalares reales, tiene dim 1, es
decir es una recta.

Ejemplo. En E = R3, los hiperplanos H son los planos Ej (de dimensién 2)
trasladados del origen por zy. E/Ey corresponde al espacio cuociente donde
[0] = Ey, y donde E/E; = {[n]), donde n es el vector normal no nulo al
plano Ej.
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Proposicién 167.

1. H es hiperplano en el ev E ssi existe £ : £ — R lineal continua no
nula y o € R tales que H = {x € R|{(z) = a}.

2. Si H es evn entonces todo hiperplano sera cerrado o denso, siendo
cerrado ssi £ es continua.

La forma geométrica de Hahn-Banach establece condiciones suficientes
para separar dos conjuntos mediante un hiperplano.

Teorema 65 (Hahn-Banach, forma geométrica). Sea E evt y A, B
dos convexos en F tales que Am B = . Si Int(A) # & o bien
Int(B) # &, entonces existe ¢ : £ — R lineal continua no nula y
a € R tal que

lz) < a<{(y), Vre A)Vye B

Corolario 65.1. Si E es evn real y C' es un convexo cerrado en F. Para
zo ¢ C existe z* € E*\{0} y a € R tal que
z¥(z) < a < z*(x9), Yo el

Corolario 65.2. Sea F evn y Fy, F, cerrados convexos disjuntos, uno de los
cuales es compacto. Entonces existe * no nulo tal que

<ZE*,ZL‘1> < <JZ*,ZL’2>, Va:l € Fl,l'g € F2
Si ambos son compactos, entonces existen a, 8 € R, a <  tal que

@ x1) << B <" ), Vo, € Fi,as€ Fy
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Apéndice A

Funciones y relaciones

A.1. Regla de asignaciéon

Definicién 157 (Regla de asignacién y elementos). Una regla de asig-
nacion es un subconjunto del producto cartesiano C' x D tal que si
(c,d)ery (c,d)er, entonces d = d . Luego en la regla de asignacién
se definen los siguientes elementos:

1. El dominio de r corresponde al siguiente conjunto

{ce C:3de D,tq(c,d) er}

2. Mientras que el conjunto de imagenes de r corresponde al si-
guiente conjunto

{de D:3ce C,tq(c,d) er}

Definicién 158 (Funcién). Una funcidn es una regla de asignacion r
junto con un conjunto B que contiene el conjunto de imagenes de r
como un subconjunto. Se denota f : A — B, donde A es el dominio
de f y B es el rango de f.

A.1.1. Conjunto imagen y pre-imagen

Definicién 159 (Conjunto imagen de una funcién). Sea f: X — Y
y sea A < X. La imagen de f en A es:

flA)={yeY:qzeA: f(x)=y}={f(x)eY : 2z e A}

Proposiciéon 168 (Propiedades del conjunto imagen).

L f(¢)=0¢

231
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2. Ac B= f(A) c f(B)
3. f(AuB)=f(A)u f(B),VA,Bc X
4. f(An B) c f(A)n f(B), VA, B c X. La igualdad se alcanza cuando

f es inyectiva.
5. f(A°) < (f(A))c. La igualdad se alcanza cuando f es epiyectiva.

Definicién 160 (Conjunto preimagen). Sea f : X — Y ysea BcC Y.
La preimagen de f en B es:

={reX: f(x)e B}

Proposiciéon 169 (Propiedades del conjunto preimagen).
L f7H¢)=0¢
Achf()cf%>
3. ffA(AuB)=fYA)u fYB),VA,Bc X
4. fFf'MAANB)= f"Y(A)n f(B), VA, B c X.
5. f1(4°) <f*1<A>>c.
Proposiciéon 170 (Propiedades del conjunto preimagen e imagen).

1. f(f~Y(B)) c B. La igualdad se alcanza cuando f es epiyectiva.

2. Ac f7Y(f(A)). La igualdad se alcanza cuando f es inyectiva.

A.2. Relaciones de orden

A.2.1. Orden total

Definicién 161 (Orden total). Sea (A, <) un orden parcial, se dice
que es orden total si para todos a,b € A se tiene que a < b, o bien
b < a.

FEjercicio 22 (Desafio). Extraidos de [15].

P1.- En un conjunto finito X con n elementos, existen n! modos distintos
de definir un orden total en X.

P2.- Considerando un conjunto totalmente ordenado A, al que daremos el
nombre de alfabeto. Formando las potencias cartesianas sucesivas:

AV = A A = Ax A A = Ax Ax A A" = A
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y su reunion

D=A'"UA? AL ... A"

el que recibira el nombre de diccionario correspondiente al alfabeto A.
De cada elemento de D diremos que es una palabra. Si py,ps € D, se
dice que p; < ps cuando o bien p; = po, 0 bien, si p; # po, se da una
de las dos situaciones siguientes:

1. El niimero de coordenadas de p; es menor que el niimero de coor-
denadas de ps y toda coordenada en p; es idéntica a la coordenada
del mismo lugar en p,.

2. Hay una coordenada en p; que es distinta de la correspondiente en
p2 y precede a ésta en la ordenacién total de A, y, ademas cada una
de las coordenadas anteriores en p; coincide con la coordenada
que ocupa el mismo lugar en ps.

Se entiende que tanto en la situacion (1) como en la situacion (2),
para todo A™ y para todo punto de él, sus coordenadas son contadas de
izquierda a derecha. Entonces , D es un conjunto totalmente ordenado,

A.2.2. Un vistazo a la topologia del orden

Sea X un conjunto ordenado con la relacién <, osea que para a,b e X,
a<bob<aoa=D0, luego:

a,b) = {xre X|a <z < b}

)
a,b] ={re Xla <z <b}
)

={re Xla<x<b}

Definicién 162 (Topologia del orden). Sea X un conjunto ordenado
con méas de un elemento, sea B la coleccion de todos los subconjuntos
de la siguiente forma:

1. Todos los intervalos de la forma (a, b).

2. Todos los intervalos de la forma [ag,b), donde ay es el minimo
de X en caso de existir.

3. Todos los intervalos de la forma (a, by| donde by es el méximo de
X en caso de existir.

luego a la topologia que genera B considerandola base, se le llama
topologia del orden.

Ejemplo.
1. Sea X =R, luego B = {Todos los intervalos de la forma (a,b)}.
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2. Sea X = R? con el orden lexicografico:

(Z) = <fg> cuando (a <c) v (a=cnb<d)

luego los abiertos serian de la forma

(G () -16) === ()]

A.3. Relaciones de equivalencia

A.3.1. Clase de equivalencia

En la matemética elemental se encuentran de modo natural, varios ejem-
plos importantes de relaciones binarias, esto es, de relaciones entre pares
ordenados de elementos variables de un mismo conjunto, las cuales se carac-
terizan por tener las siguientes propiedades:

1. Reflexiva.
2. Simétrica.
3. Transitiva.

A continuacion se presentan dos casos comunes que son relaciones de
equivalencia, con el fin de acercar al lector el concepto para luego definirlo
formalmente.

Ejemplo. Considere un conjunto E. La relacién de igualdad x = y, donde
x,y € F, es una relacion binaria, es decir, una relacién entre los dos elementos
x,1y considerados en ese orden, que tiene las siguientes propiedades:

l.z=x
2. x=y=y==x
. x=y,y=z2=x==2

es una relacion de equivalencia.

Ejemplo. Considere un plano euclidiano P y el conjunto R de las rectas de
P. La relacion de paralelismo z//y, donde x,y € R, es una relaciéon binaria
en R tal que:

1. x//x (una recta es paralela a si misma).
2. x//y = y//z (si x es paralela a y, luego y es paralela a x).

3. z//y,y//z = x//z (si x es paralela a y, mientras que y es paralela a z,
entonces x es paralela a z).
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Definicién 163 (Relacion de equivalencia). Considerando un conjun-
to E. Se define como una relacion de equivalencia en E es una relacién
binaria en E que tiene las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.
En general, se hard uso del simbolo ~ y se escribe x ~ y, lo que se
leerd como ’x equivale a y’.

Las propiedades que la relacion de equivalencia verifica son las siguien-
tes:

l. x~x
2. x ~y=y~=x

. x~Yy,y~z2=0~2

Definicién 164 (Particion). Una particion de un conjunto E es una
coleccion P de conjuntos, cada uno de los cuales recibe el nombre de
componente de la particion, tales que:

1. Todo componente es una parte no vacia de F.

2. Todo elemento de E pertenece a uno, y sélo a uno, de los com-
ponentes (o equivalentemente dice que, dos componentes o son
disjuntos o coinciden).

FEjemplo. Considere un plano euclideano P y una direcciéon fija d en P. La
coleccion R, de todas las rectas de P que poseen la direccién d es una
particiéon de P en una infinidad de componentes. En efecto, cada una de las
tales rectas es una parte no vacia de P. Ademas, todo punto de P pertenece
a una, y solo a una, recta de direcciéon d.

A continuacién, se establece la conexion que existe entre los conceptos
de relaciéon de equivalencia y de particion.

Proposiciéon 171. Dada una particiéon P de un conjunto FE, si definimos x ~
y por la condicién ’los elementos x e y pertenecen a un mismo componente
de P’ se obtiene una relacién de equivalencia en E.

Definicién 165 (Clase de equivalencia). Considere un conjunto E
y una relaciéon de equivalencia en él. Se llama clase de equivalencia
de un elemento x € F al conjunto de los elementos y € E tales que
xr ~ y. Se utilizara siempre la notaciéon x para representar una clase
de equivalencia de x. Note que x € .

Proposicion 172. Dados un conjunto E y una relacion de equivalencia en
E, las clases de equivalencia correspondientes forman una particion de E.

Ejercicio 23.
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P1.- Dado un conjunto E, sean P(FE) el conjunto de las particiones de E y
R(FE) el conjunto de las relaciones de equivalencia en E. Las proposi-
ciones 1 y 2 presentadas anteriormente definen dos aplicaciones:

1. r: P(E) - R(E)
2. p: R(E) > P(E)

Demostrar que pr = I y rp = I, es decir que p,r son inversas una de
la otra.

P2.- Sea p(n) el nimero de las particiones posibles de un conjunto finito con
n elementos. Indicar un método para calcular por recurrencia p(n).

A.3.2. Espacio cociente

Una de las formas mas frecuentes de definir una relacién de equivalencia
en un conjunto E que sea el dominio de una cierta funcién, consiste en
considerar como equivalentes dos puntos de E en los que esa funcién toma
el mismo valor. En efecto:

Proposiciéon 173. Dada una funcién f : E — F, se define z ~ y por la
condiciéon de ser f(z) = f(y), donde z,y € E, se obtiene una relacién de
equivalencia en F.

Considere un conjunto F, en el cual se haya definido una relacion de
equivalencia R. Cada punto x € E determina una clase de equivalencia debi-
do a lo comentado anteriormente. Haciendo que x varie en F y considerando
las clases de equivalencia que asi es posible obtener cierta particion de E.

Definicién 166 (Espacio cociente). Se da el nombre de espacio co-
ciente de E respecto a la relacion de equivalencia R al conjunto cuyos
elementos son las clases de equivalencia de E. Se representa este espa-
cio cociente por E/R. Los elementos de /R son, pues, ciertas partes
de E, a saber, las partes de E que aparecen como clases de equivalencia
de los elementos de E (note que E/R < P(FE)).

A continuacién se presentan dos ejemplos naturales de espacio cociente:
Ejemplo.

1. Aparicion del espacio cociente en espacios vectoriales: En algebra li-
neal, el espacio vectorial cociente F/F del espacio vectorial E por un
subespacio vectorial F', es la estructura natural de espacio vectorial so-
bre un conjunto cociente de E por la siguiente relacion de equivalencia:
v esta relacionado con w en E, si y solamente si v —w € F.

2. Aparicion de espacio cociente en espacios topoldgicos: Si X es un es-
pacio topologico y p : X — Y es una funcién sobreyectiva, entonces
es posible inducir una topologia T" en Y a partir de la topologia de
X diciendo que: A es un conjunto abierto en la topologia T' de Y si



A.3. RELACIONES DE EQUIVALENCIA 237

p~(A) es un conjunto abierto de X . Luego la topologia de Y se deno-
mina como topologia cociente inducida por p. Luego, el espacio X con
la topologia cociente inducida por p, se denomina espacio cociente de
X.

Al considerar el espacio cociente, es importante pensar en la llamada
proyeccion natural de E en E/R. Todo elemento x € E pertenece a una, y
solamente a una, clase de equivalencia z (debido a la propiedad de transiti-
vidad). Ahora, ¥ es un elemento del espacio cociente por la propia definicién
de este espacio. Si, por tanto, considerando la correspondencia de F en E/R
que a cada x € E le asocia su clase de equivalencia z € E/R que a cada
x € R le asocia su clase de equivalencia © € E/R, luego se tendra definida la
funcién I1 : E — E/R la cual recibe el nombre de proyeccién natural de £
sobre el espacio cociente. Notemos que II(x) = Z para todo x € E.

Dados los conceptos de espacio cociente y de proyeccién natural, es po-
sible presentar la siguiente reciproca para la proposiciéon 1:

Proposiciéon 174. Dados un conjunto £ y una relaciéon de equivalencia R
en F, la proyeccién natural I1 : E'— E/R es una funcién sobreyectiva de E
en E/R que determina, precisamente, la relacién de equivalencia R.

Y finalmente, la siguiente proposiciéon tiene como objetivo mostrar como,
a través de una correspondencia inyectiva i bien definida entre F'y E/R, es
posible pasar de f: E — F all: E — E/R.

Proposiciéon 175. Dada una funciéon sobreyectiva de E en F, f : F —
F, considerando la relacién de equivalencia R que f determina en E y la
proyeccion natural 11 : E — FE/R. Existe entonces una y solamente una
funcién i : ' — E/R tal que II : i f. Tal funcién i es biyectiva de F' en E/R
y se tiene i(t) = f~1(t) para todo t € F.
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Apéndice B

Propiedades topolégicas del
conjunto de Cantor

A continuacion se presentaran algunas propiedades del conjunto de Can-
tor definido en la parte de Cardinales.

Notacién. Se denotara por C al conjunto de Cantor.

Proposiciéon 176. Considerando el espacio topoldgico ([0,1],7.), donde 7.
es la topologia traza de la topologia canénica. El conjunto de Cantor cumple
las siguientes propiedades topoldgicas:

1. C es cerrado y no vacio en el espacio ([0,1],7.).
2. C tiene interior vacio.
3. C no posee puntos aislados en el espacio ([0, 1], 7).
4. C es totalmente disconexo y no es localmente conexo.
Proposicién 177. El conjunto C dotado de la topologia traza de 7. cumple:

1. ([0,1],7:) es homeomorfo al espacio <H {0, 1}, Trychonoft |, este es-

neN
pacio es el producto de una familia numerable de espacios discretos

({07 1}7 7:[‘ych0noff)-

2. Todo espacio métrico (X, d) totalmente disconexo, perfecto y compac-
to es homeomorfo a (C,7.) (a estos espacios se les llama espacios de
Cantor).

3. Todo espacio métrico compacto es la imagen continua de (C, 7).

4. Todo abierto de (C,7.) es homeomorfo a C o C\{0}.
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Apéndice C

Topologia en teoria de niimeros

C.1. Progresiones aritméticas

Definicién 167 (Regla recursiva). Sea X # J un conjunto y a € X.
Sea F' : X — X una funcion. Para cada n € N se introduce la siguiente
regla recursiva:

(R) :N - X

n— T,

donde zy = a.

Proposiciéon 178. Sean =,y : N — X que satisfacen la regla recursiva (R),
luego x = y.

Definicién 168 (Prograsién aritmética). Para cada a,b € Z, se define
la progresiéon aritmética PA,; como:

PA.p = aZ +b:= {an + bjn € Z}

Ademas para b fijo se define:

PAb = |_| PAa,b

a€Z

Observacion. Note que cada PA, , se puede escribir a partir de PA; utilizando
la regla recursiva (R).

Proposiciéon 179. El conjunto (PAj, <) es un conjunto dirigido, donde
r<yssiz=y.

C.2. Infinitud de los nimeros primos

Proposiciéon 180. Sea Z el conjunto de los ntimeros enteros. Se define 7z
donde sus elementos son las uniones de PA,; con a # 0, entonces 77 es una
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topologia sobre Z (llamada topologia de las progresiones aritméticas).

Proposicién 181. En (Z, 7z), las progresiones PA, ; son abiertas y cerradas
y se pueden escribir de la forma:

a—1
(PAa,b)c = |_| PAa,bJrj
j=1

Proposiciéon 182. El espacio topoldgico (Z,Tz) no es conexo.
Notacién. Se denotara por P al conjunto de los nimeros primos.

Teorema 66. Considerando las progresiones aritméticas PA,, 5, donde
p € P, luego:

Z\{~1,1} = |_|PAyo

pelP

Corolario 66.1. El conjunto P tiene cardinal infinito.
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