Apunte Cuerpos y Algebras

Alicia Labra

2019

Indice

T icaionl

2. Cuerpos

[2.2. Extensiones de cuerpos| . . . . . ... ... L

[2.3. Extensiones Algebraicas| . . . . . . . . .. ... L

[2.4. Cuerpo de descomposicion de un polinomio|. . . . . . . . . . .. .. ... ..

[2.5. Cuerpos Algebraicamente Cerrados y Clausura Algebraica de un cuerpo| . . .

[2.6. Extensiones Separables e Inseparables|. . . . . . . . .. .. ...

[2.7. Cuerpos y polinomios ciclotomicos|. . . . . . . . . . .. ... ... ... ...

B Toora de Galos

16
25
31
39
47

51
51
56
62
5

83



Cuerpos y Algebras Alicia Labra F. Ciencias/UChile

[4.2. Homorfismos de algebras| . . . . . . . ... ... ... ... 87
14.3. Producto Tensorial de Algebras) . . . . . . . . ... ... ... ... ... 90
l.4. Algebra Tensorial T(M) de un R-médulo M) . . . . ... .. ... ... .. 101
l.5. Algebra Simétrica S(M) de un R-médulo M | . . ... ... ... ... ... 104
l1.6. Algebra Exterior A(M) de un R-médulo M | . . . . .. ... ... ... ... 106
5._Guias] 111



Cuerpos y Algebras Alicia Labra F. Ciencias/UChile

1. Introduccion

Este curso necesita del curso previo Grupos y Anillos. En particular, todo resultado y
notacion de este curso se asume como conocido. El curso Cuerpos y /flgebms es un curso
mas avanzado sobre estos dos objetos. Los conocimientos son mas profundos pues es un
curso terminal de dlgebra. Estos apuntes se han hecho con la colaboracién de los Profesores
Antonio Behn, Alicia Labra, Giancarlos Lucchini y por Claudio Bravo, alumno de doctorado

en Ciencias mencién Matematicas, de nuestro Programa de Doctorado.
Objetivos Generales:

1. Conocer mas profundamente propiedades de cuerpos, diferentes tipos de extensiones

de cuerpos, solubilidad por radicales.

2. Tener una buena base sobre el estudio de algunos tipos de algebras, algebras tensorial

simétrica y exterior.

Objetivos Especificos:

1. Conocer y aplicar propiedades de extensiones finitas y algebraicas.

2. Conocer teorema de extension de homomorfismos y la unicidad de la clausura algebrai-

ca.
3. Comprender las extensiones separables e inseparables, los cuerpos perfectos.

4. Conocer y saber la relacién entre extensiones normales, cuerpo de descomposicién de

un polinomio.
5. Conocer y trabajar con extensiones Galoisianas. Teorema de Galois.
6. Comprender y trabajar las extensiones de Kummer y Artin-Scheider

7. Conocer las extensiones ciclotémicas y la solubilidad por radicales.
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8. Conocer algunos ejemplos de algebras como son: algebras de funciones y dlgebra de

matrices.

9. Comprender el producto tensorial de algebras y la extensién del cuerpo de escalares.

Conocer las dlgebras tensorial, simétrica y exterior.

10. Optativo: Conocer y comprender algebras simples y semisimples. Teorema de Wedder-

burn.

2. Cuerpos

2.1. Parte Basica
Sea R anillo conmutativo con unidad 1g.

Definicién 2.1. Para cada n € Z definamos

(

}R+1R+"-+11§ neN

n veces

(—1R)+(—1R)+...+(—1RZ (—n)EN

.

-~

L (-n) veces

De inmediato, se tiene Vn,m € Z.
1. (n+m)-1lg=n-1g+m- 1p.
2. (nm)-1g = (n-1g)(m - 1g).

Definicién 2.2. Se define la caracteristica de R, como el menor entero positivo n tal que

n-1r =0. 8i no existe tal entero n diremos que el anillo R tiene caracteristica 0.
Ejemplo 2.1. Z/nZ tiene caracteristica n.

Notacién: car(R).

Por las propiedades 1. y 2. enteriores se tiene de inmediato que

4
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Observaciéon 2.1. ¢ : Z — R tal que ¢(n) = n - 1g, es homomorfismo de anillos.

Lema 2.1. Sea R anillo conmutativo con 1g y de caracteristica n, entonces R contiene un
subanillo isomorfo a Z/nZ. Si R tiene caracteristica 0, entonces R contiene un subanillo

isomorfo a Z.

Demostracion. Consideremos ¢ : Z — R tal que ¢(n) = n - 1g, homomorfismo de anillos
ya definido. Observamos que Ker(¢) = {n € Zln - 1g = 0} es un ideal de Z. Como Z es
Dominio de Ideales Principales se concluye que Ker(¢) = (t) = tZ con t positivo y el
menor entero tal que t- 1z = 0.

Si car(R) = n, entonces Ker(¢p) =nZy Z/nZ ~ ¢(Z) que es un subanillo de R.

Si car(R) = 0, entonces m-1g # 0V m € Z Luego Ker(¢) = {0}, ¢ inyectiva y Z ~ ¢(7Z)

que es un subanillo de R. O

Definicién 2.3. Un cuerpo es un anillo conmutativo F' con uno 1g en el que todo elemento

no nulo tiene inverso multiplicativo.
Ejemplo 2.2. R,Q,C,Z/pZ =F,, con p primo.

Notacién: En lo que sigue usaremos la notacién 1p = 1.

Veamos ahora un criterio para saber si estamos en presencia de un subcuerpo:

Proposicién 2.1. Sea L un subconjunto de un cuerpo F' con al menos dos elementos, en-

tonces L es subcuerpo de F' si y solo si
1.Ve,ye L, x—y € L;
2. Vr,y € L~ {0}, xzy~t € L.

Demostracion. Es claro de la definicién de subcuerpo que se cumplen 1. y 2. .La primera
propiedad nos dice que L es un subgrupo aditivo de F'. La segunda propiedad aplicada a
y = x nos dice que 1 € L (ndtese que existen elementos en L\ {0} ya que L posee al menos
dos elementos). La misma propiedad aplicada a * = 1 nos dice entonces que para todo

y € L, y~! también pertenece a L. Finalmente, la misma propiedad con y~! nos dice que L
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es cerrado por multiplicacién, por lo que se trata de un subanillo unitario (y conmutativo)
donde todo elemento es invertible. Es decir, L es un subcuerpo. El sentido inverso de la

proposicion es obvio de la definicién de subcuerpo. O

Ejemplo 2.3. Otro ejemplo de cuerpo es F(x), el cuerpo de fracciones del anillo de polino-

mios Flx| para F otro cuerpo. En este caso, F' es un subcuerpo de F(zx).

Teorema 2.1. Sea F' un cuerpo. Entonces car(F') = 0 o car(F') = p con p un nimero primo.

Ademds, si car(F') =0 (resp. car(F) = p), entonces F' contiene un subcuerpo isomorfo a Q

(resp. T, ).

Para demostrar este teorema, recordemos un resultado importante del curso de Grupos

y Anillos:

Teorema 2.2. Sea R un dominio de integridad. Entonces todo cuerpo que contiene a R

contiene a su cuerpo de fracciones Q(R).

Demostracion del Teorema[2.1. Consideremos el homomorfismo ¢ : Z — F : 15 — 1p que
define la caracteristica de F. Por Lema [2.1] tenemos
Si car(F') = n, entonces Ker(¢) =nZ y Z/nZ ~ ¢(Z) que es un subanillo de F.
Probaremos que n es un nimero primo. Supongamos que no es asi. Digamos n = ab con

1 < a,b < n. Entonces
O=n-1=(a-b)-1=a(b-1)=(a-1)(b-1),

pero como F' es cuerpo a-1 =0 V b-1 =0 lo cual contradice la eleccion de n. Concluimos
entonces que m es primo y Z/nZ es un cuerpo. Luego ¢(Z) que es un subcuerpo de F'y
¢(Z) ~ Z/pZ ~ F, con p primo.

Si car(F') = 0, entonces Ker(¢) = {0}, ¢ inyectiva y Z ~ ¢(Z) que es un subanillo de F.
Sea S = ¢(Z). Como S C F'y F cuerpo, entonces S no tiene divisores de cero. Por Teorema

se tiene que Q(S) C F. Como Z =~ S entonces Q ~ Q(5). O
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Observacion 2.2. Si K es un cuerpo de caracteristica p > 0, entonces para todo o € K

tenemos que pa = 0. En efecto:

Definicion 2.4. El subcuerpo de F del Teorema se llama subcuerpo primo de F'. Lo

denotamos P.

Observacion 2.3. Sea P es el subcuerpo primo de F. Si car(F) = 0, entonces P ~ Q. Si
car(F) = p, entonces P ~T,,.

Ya vimos la nocién de subcuerpo. Siguiendo la similitud con grupos, anillos y médulos,
deberiamos estudiar ahora los homomorfismos de cuerpos y los cocientes de cuerpos. Sin
embargo, estas dos nociones se portan de una forma bien peculiar en el caso de los cuerpos.
Es mas, basta con recordar un poco la teoria de anillos para darse cuenta que no podemos
obtener un cuerpo al cocientar por un subcuerpo, por lo que no vale la pena buscar una

nocion de cociente en este marco. Los homomorfismos si tienen un sentido sin embargo:

Definicién 2.5. Un homomorfismo de cuerpos K, L es un homomorfismo de anillos que

respeta la unidad, es decir, un homomorfismo de anillos ¢ : K — L tal que o(1x) = 1p.
Observacion 2.4. ¢(0p) =0 y @(1p) = 1p.
Lema 2.2. Sip: F'— F' es homomorfismo de cuerpos, entonces ¢ es inyectivo.

Demostracion. Basta notar que Ker(y) es un ideal de F' que es cuerpo. Luego, los tinicos
ideales son los triviales F' y {0}. Si Ker(p) = F, entonces ¢ = 0 lo cual es imposible
pues todo homomorfismo de cuerpos lleva 1p en 1%. Por lo tanto, Ker(p) = {0} y ¢ es

inyectivo. O

Si no podemos fabricar cocientes y tan solo podemos comparar cuerpos metiendo unos
dentro de otros con homomorfismos, veamos si dado un cuerpo podemos construir otros mas

grandes que lo contengan. El siguiente teorema va en esta direccion.
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Teorema 2.3 (Teorema de Kronecker). Sea F cuerpo y sea Q un polinomio no constante
en Flx]. Entonces existe un cuerpo K que contiene un subcuerpo isomorfo a F, en el cual

Q) tiene una raiz.

Demostracion. Consideremos K = F[z]/(P) con P factor irreducible de ). Como F[x] es
un D. I. P entonces (P) es maximal y K es cuerpo. Consideremos el epimorfismo canénico

7 Flz] — Flz]/(P) tal que

m(h(x)) = h(z) + (P)
(m(z) = =+ (P))

Sea ¢ = |p: F — F[z]/(P), es decir, ¢(1) = 1+ (P). Por Lema[2.2] ¢ es inyectivo, luego
F~p(F)=Im(F)C Ky ¢(F) es subcuerpo de K. Falta ver que existe a € K tal que
P(a) = 0. Tomemos «a = = + (P). Entonces P(a) = P(x) + (P) = (P) = 0k. Finalmente
a € K es raiz de () pues P es factor de Q). n

Observacion 2.5. Sea P polinomio irreducible en Q[x] de gradon. Entonces K = Fz]/(P) =
{ag+ a1z + -+ + ap_12" 1 + (P) | a; € F}. En efecto sea H(z) + (P) € K. Por algoritmo
de division en Flz|, hay dnicos Q,R € F[x] tales que
H(z) = Q(z)P(x)+R(z), R=0Vgr(R) < gr(P) =n.
N

e(P)
Se tiene que gr(R) <mn—1, y por lo tanto R(x) = by+byz+---+b, 12" ' y H(x)+(P) =

bo+ b1z + -+ byt + (P).

Notacién. A partir de ahora, veremos muchos casos de anillos de polinomios cocientados
por ideales mazimales (generados por polinomios irreducibles). Para evitar una notacion
desagradable del estilo w(x) = x + (P), preferiremos a menudo una notacion simplificada

como w(z) = &, dejando el ideal por el que estamos cocientando subentendido.

Observacién 2.6. Usando la notacion anterior tenemos que by+byx+box?+b, 12" 1 +(P) =
bo+ (b12+(P)) 4 (byw? 4+ (P)) + (bp_ 12" 4 (P)) = bo+b1 (x4 (P)) +bo (22 + (P)) +-bp_y (2" +
(P)) =by+bi(x + (P)) + ba(x + (P))? + by_1(x + (P))" 1 = by + b1T + boT? + b, 17" L.
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Ejemplo 2.4. Consideremos el cuerpo Q y el polinomio irreducible x® — 2 (use por ejemplo
el critero de Eisenstein). Obtenemos entonces el cuerpo L = Q[z]/(z® — 2), en el cual todo
elemento se escribe de la forma a+bZT +cz? con a,b,c € Q. De nuevo, la suma es coordenada
a coordenada y la multiplicacion se calcula multiplicando los polinomios en T y reemplazando

toda aparicion de T con n > 3 por 2" 3. Asi, obtenemos
(a+ bz + c2*)(d + ex + f7°) = (ad + 2bf + 2ce) + (ae + bd + 2¢f)z + (af + be + cd)z>.

En el curso de Grupos y Anillos se vié que el anillo de polinomios K[z] puede ser visto
como un K-moédulo de forma natural. Como K es un cuerpo, esta estructura es de hecho
una estructura de espacio vectorial. Lo mismo ocurre de hecho para todo cociente de K|z]
por un ideal maximal y por ende los cuerpos que hemos fabricado con el teorema anterior

resultan tener un base bien explicita.

Teorema 2.4. Sea P € F|x], polinomio irreducible de grado n sobre F. Sea K = F[z|/(P)
y sea 0 = x+ (P) =1 raiz de P en K. Entonces, los elementos 1,0,0% ... 0"1 forman

una base de K como espacio vectorial sobre F. En particular,
K= {(10 + a19 + -+ an_len—l ’(Ii e F VZ}
Veamos algunos ejercicios antes de demostrarlo.

Ejemplo 2.5. Sea F = Q, P polinomio irreducible en Q[z], donde P(x) = 23 — 2. Sea
6 =z wuna raiz de P. Encuentre (1+ 6+ 6%)7'.

Solucién: Por el Teorema [2.4] tenemos que K = Q[z]/(P) = {ag + a10 + a20*/a; € Q},
pues gr(z3—2)=3 y 6 =2.

Sea (1+60+060*)"'=a+00+ch? con a,b,c € Q por determinar.

Sabemos que

(1+04+6*)"1-(14+60+6%)=1=1+ 00+ 00? luego

(a+00+c?) (1+60+60% =1

a+ af + ab? + bl + bO* + b0 + ch? + ch? + cf? + b0* = 1, luego
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a+af + ab? + b? 4+ 2b + ch* + 2c + 2 = 1
Como {1,60,6%} es linealmente independiente (por Teorema

a+2b+2¢c = 1
a+b+2c = 0 —c=0.

Se sigue que,

a+b+c = 0
—
a+b = 0 a = —1

Por lo tanto, (146 +6%)"! = —1 + 0.

Veamos la demostracion del Teorema [2.41

Demostracién. 1) Por Observacion el conjunto del enunciado es conjunto generador

ii)

2.2,

de K.

Veamos si {1,0,...,0" 1} es linealmente independiente sobre F. Supongamos que es
linealmente dependiente sobre F. Entonces, existen bg,...,b,_1 € F' no todos nulos

tales que by + b10 + ... + b, 10" = 0 = (P). Reescribiendo queda

bo+ 01T ... +b, 172" =0+ (P), luego by +byx+...+b, 12" 1+ (P) = (P), y se sigue
que by + bz + ... + b,_12" ! € (P). Concluimos que by + b1x + ...+ b, 12" ' = QP
con () polinomio en F[z]. Como ¢r(P)) = n tenemos una contradiccién y se tiene que
{1k,0,...,0" '} eslinealmente independiente sobre F y entonces {1g,0,...,0"'}

es base de K sobre F. Por lo tanto, dimg(K) = n.

Extensiones de cuerpos

Ya vimos que la tnica comparacion interesante que podemos hacer entre cuerpos es

inyectando unos dentro de otros. Es por esto que la nomenclatura clasica de subcuerpo es

reemplazada en este marco por una nueva definicién.

10
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Definicién 2.6. Sea L un cuerpo y K un subcuerpo de L. Decimos entonces que L es una

extension de K y anotamos L/ K (léase “L sobre K”), o K C L, o a veces también

i

K.
Observacion 2.7. Ojo, la notacion que acabamos de definir no debe ser confundida con un
cociente ya que, como ya vimos, no existen cocientes interesantes de cuerpos. El simbolo “/”

sequird denotando sin embargo un cociente cuando tratemos con anillos de polinomios y sus

CUErpos cocientes.

La gran mayoria de las extensiones que estudiaremos son como la que construimos en la
seccion precedente. Como vimos, éstas correspondian a un espacio vectorial sobre el subcuer-
po. Esto es un hecho general para las extensiones de cuerpo: en efecto, dada una extension
L/K, L es claramente un K-moédulo bajo la accién de suma y multiplicacién evidentes, lo

que hace de L un K-espacio vectorial.

Definicién 2.7. Sea K un cuerpo y L una extension de K. Definimos el grado de la exten-
sion L/K, anotado [L : K|, como la dimension sobre K de L, es decir como dimg(L). Si

L : K] es finito, decimos que la extension es finita, de lo contrario decimos que es infinita.

Observacién 2.8. Cada cuerpo puede considerarse como espacio vectorial sobre su cuerpo

PTIMO.

El hecho que el grado sea definido como una dimensién de espacios vectoriales hace que

éste goce de ciertas propiedades interesantes, como la siguiente:

Teorema 2.5. Sean M/L/K extensiones de cuerpos. Entonces M/K es finita si y solo si
M/L y L/K lo son. Y en ese caso tenemos

M : K| =[M: L|[L: K].

Demostracién. Si M /K es finita, entonces L es un sub-K-espacio vectorial de M y es por
ende de dimensién finita. Ademas, una K-base de M es claramente un conjunto generador

de M como L-espacio vectorial, por lo que M /L también es finita.

11
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Supongamos ahora que M/L y L/K son finitas de grados respectivos [M : L] = m y
[L : K] = n. Sean {aq,...,an} v {P1,...,Ba} respectivamente una L-base de M y una

K-base de L. Demostraremos que el conjunto
{aifi |1 <i<m, 1<j<n},

es una K-base de M.

Consideremos entonces un elemento arbitrario z € M. Como los «; forman una L-base,
existen 4nicos ay,...,a, € L tales que z = Y " a;a;. Ahora, para cada a; € L, existen
tnicos b;; € K tales que a; = Z?Zl b;;8; ya que los ; son una K-base de L. Tenemos

entonces que

=Y aa; =) Y biBai=Y > bilaif),
=1

i=1 j=1 i=1 j=1

donde los b; ; € K son tnicos. Esto prueba que los a;3; forman una K-base de M. O

Si uno de los lados de la igualdad del teorema anterior es infinito, el otro también lo es.

Mads aun tenemos

i) Si [M : L] esinfinita, entonces existen infinitos elementos de M que son linealmente
independientes sobre L, . Luego existen infinitos elementos de M que son linealmente

independientes sobre K. Por lo tanto, [M : K] es infinito.

ii) Si [L : K] es infinito. Entonces, existe base {d;} infinita de L sobre K. Por lo

tanto, no puede haber base finita de M sobre K.

iii) Si [M : K] es infinito, entonces [M : L] o [L: K] es infinito, pues de lo contrario
[M : K] seria finita.

Recordemos ahora la nocién de “anillo generado por un conjunto” en el marco de cuerpos.

Definicién 2.8. Sea K un cuerpo, L/K una extension y aq,...,a, € L. Definimos el
subcuerpo generado por aq,...,q, como el menor subcuerpo de L que contiene a K y a
ai, ..., q,. Denotamos este cuerpo por K(ay, ..., o).

12
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Si L/ K es una extension tal que L = K(«) para algin o € L, decimos entonces que L] K

es una extension simple de K. En este caso, llamamos a o un elemento primitivo.

Ejemplo 2.6. Sea K un cuerpo y sea P un polinomio irreducible. Entonces el cuerpo L =
K[x]/(P) del Teorema es generado por a = . En efecto, todo cuerpo que contiene a

2

a y a K debe contener a o?,...,a" 1t y por ende a las combinaciones K-lineales de éstos

elementos, las cuales generan ya todo el cuerpo L.

Este fenémeno es mas general de lo que parece. Con el siguiente teorema demostraremos
en efecto que la construccion del Teorema [2.3| aparece dentro de extensiones abstractas de

la forma maés natural.

Teorema 2.6. Sea K un cuerpo, L/K una extension y P € K[x] un polinomio irreducible.

Supongamos que existe o« € L tal que P(a)) = 0. Entonces
K(a) ~ Klz]/(P).

Observaciéon 2.9. Este Teorema nos dice de hecho que todo cuerpo que contiene una raiz
de P posee un subcuerpo isomorfo al construido en el Teorema[2.3y que éste wiltimo es por

ende el cuerpo mas pequeno que posee una tal raiz, salvo isomorfismo.

Demostracion del Teorema[2.4. Consideremos el homomorfismo de anillos

¢: Kzx] = K(a) C L,
Q — Q(a).

Verificar que se trata de un homomorfismo de anillos es un simple ejercicio. Ahora, por
definicién de «, vemos que P € ker(y), por lo que (P) C ker(y). Pero el ideal (P) es
maximal ya que P es irreducible. Esto nos dice que o bien ker(¢) = K[z] o ker(¢) = (P).
La primera opcién no es posible sin embargo ya que la restriccion de ¢ a K corresponde
claramente a la identidad y no al homomorfismo nulo. Tenemos pues que ker(p) = (P) y
por ende

K[z]/(P) = K[z]/ ker(p) =~ im(p) = K(a),

13



Cuerpos y Algebras Alicia Labra F. Ciencias/UChile

lo que prueba el teorema. Para ver la tltima igualdad, basta con notar que im(y) contiene

a K y contiene a o = ¢(x), por lo que contiene a K («) por definicién de éste. ]

Ejemplo 2.7. Sea F = Q(/2) el menor subcuerpo de R que contiene a Q y /2. Demuestre
que F'={ag+ a1 ¥/2+ - +a, V271 :a; € Q). Determine [F : Q| = dimgF .

Solucién: Sea X = {ag + a1 V24 --- + a1 V201 ¢ a; € Q}. Como /2 € L, es facil
demostra que X C L. Luego, para demostrar que L = X, basta demostra que X es un cuerpo.
Esto ya que, como V2 € X y Q C X se tiene que X O L. En lo que sigue demostraremos
que X es un cuerpo. Sea ¢ : Q[z] — X el homomorfismo de anillos definido por ¢(x) = /2.
Claramente ¢ es sobreyectivo y P(x) = z* — 2 € ker(¢). Note que por criterio de Einsentein,
se tiene que P es irreducible. Dado que Q[z] es un DIP, podemos suponer que ker(¢) = (S).
Entonces P(x) = S(x)T'(z), para cierto T' € Q[z]. Como P es irreducible, tenemos que 7' € Q
y en particular (P) = ker(¢). Concluimos que X = Q[z]/(P) es un cuerpo. Para calcular
[F : Q] note que {1, ¥/2,---, /on-1 } es una base de X como Q espacio vectorial. Esto pues

claramente genera el espacio y sus elementos son linealmente independientes, debido a que

si no, existirfa un polinomio de grado menor que P que se anula en /2, lo que contradice el

hecho de que ker(¢) = (P). Se sigue que [F': Q] = dimgF = n.

Ejercicio 2.1. Sea F =Q, P polinomio en Q[x], donde P(x) = 3x* + 5x + 10. Pruebe que
P es irreducible en Q[z] y si 0 es una raiz de P. Encuentre (1 —0)?+ (7+6)7".

Del Teorema deducimos inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Sea K un cuerpo, L/K una extension y P € K[x] un polinomio irreducible

de grado n. Supongamos que existe o € L tal que P(a) = 0. Entonces
K(a) = {ay+aja+ayd®+---+a,_10" ' |a; € K} C L.
Veamos ahora la transitividad de estas definiciones.

Lema 2.3. Sea L/K wuna ezstension de cuerpos y sean «,f € L. Entonces K(o,f) =
K(a)(B).
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Demostracion. Por definicién, K(«a)(fS) es el menor subcuerpo que contiene a K(a) y a f.
Por lo tanto, K («)(f) contiene a K, a ay a /3, por lo que K(«, 5) C K(a)(8) ya que K(a, 3)
es el menor cuerpo que contiene a K, a oy a f3.

Por otro lado, K(a, 3) contiene por definicién a K y a «, por lo que K(a) C K(a, ).
Como ademads contiene a 3, vemos que K («)(f) C K(«, 3), lo que concluye la demostracion.

]

Observacion 2.10. Sea K(«a) = K[z|/(P), una extension simple, donde (P) es un polino-
mio irreducible. Entonces {s(z) € K|x] : s(a) =0} = (P).

Ejemplo 2.8. Sea L = F5(\/§) el menor cuerpo que contiene a Fs y una raiz de 2 € Fs.
i) Muestre que L es una extension cuadrdtica de Fs.

ii) Pruebe que x* + 2 se descompone en L|z].

Solucidn i) Sabemos que L ~ F5[z]/(p(z)), para cierto polinomio irreducible p(x) € Fy|x]
tal que p(\/§) = 0. Por definicién, 22> — 2 se anula en /2. Por lo tanto, si demostramos
que z% — 2 es irreducible en F5[z], tenemos que [L : F5] = deg(z? — 2) = 2. Observe que
FZ = {0,1, —1}. Por lo tanto 2* —2 no tiene raices en F5. Esto implica que 22 —2 es irreducible
sobre F5[z].

ii) Note que (2v/2)2 =8 = —2 en L. Por lo tanto 2% + 2 = (z — 2v/2)(z + 2v/2) en L[z].

Ejemplo 2.9. Sea w = e’s raiz cibica de la unidad y considere el cuerpo L = Q(v/2,w).
i). Pruebe que [L : Q] = 6.

ii). Muestre que /2 ¢ L, para todo L = Q(6y,--- ,0,), donde ? € Q.

Solucién: i). Sabemos que [Q(¥/2) : Q] = deg(x® — 2) = 3. Por la multiplicatividad del
grado, para probar lo pedido, basta demostrar que [L : Q(v/2)] = 2. En efecto, sabemos
que Q(x) = 22 + x + 1 es un polinomio que se anula en w. Por otro lado, sabemos que

L = Q(¥/2)[x]/(P), donde P es un polinomio irreducible. La observacién anterior implica

que P divide a 2% + x + 1. Por lo tanto [L : Q(v/2)] < 2. Si [L : Q(v/2)] = 1, entonces el
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cuerpo Q(+v/2) C R conincide con L, el cual contiene el elemento no real, a saber w € L.
Esto implica que [L : Q(3/2)] = 2 y se concluye lo pedido.

ii). Definimos L; = Q(0y,--- ,6;), para i € {1,---n}. Note que L;s; = L;(0;11), donde
07, € L;. Por lo tanto [L;y1 : L] € {1,2}. Esto implica que [L : Q] = 2, para cierto t < n.
Luego, si v/2 € L, se tiene que @(\3/5) C L, por lo que 3 divide a 2. Esto nos lleva a una
contradiccion.

El siguiente corolario se demuestra facilmente por induccion.

Corolario 2.2. Sea L/K una extension de cuerpos y sean oy, ..., o, € L. Entonces

K(ag,...,ap) = K(ag)(ag) ... (an)

Definicién 2.9. Una extension L/ K es finitamente generada si existen elementos ay, . . ., ay, €

L tales que L = K(ay,...,ap).

Terminemos esta seccion mostrando que todas estas construcciones son invariantes si
cambiamos los cuerpos por cuerpos isomorfos. Notemos entonces que, dado un homomorfismo
(forzosamente inyectivo) de cuerpos ¢ : K — L, tenemos un homomorfismo natural de anillos

(también inyectivo)
- Klz] — Lix],
Z a;x’ > Z o(a;)x".
i=0 i=0

Es féacil ver ademas que ¥ es un isomorfismo si ¢ lo es. Un tal isomorfismo envia claramente

polinomios irreducibles a polinomios irreducibles.

Proposicién 2.2. Sea o : K — L un isomorfismo de cuerpos. Sea o una raiz del polinomio
irreducible P € K|[z] en alguna extension de K. Sea Q) la imagen de P en L[x] y sea  una raiz
de Q) en alguna extension de L. Entonces existe un isomorfismo de cuerpos o : K(a) — L(S)

tal que o|x = @, es decir, o extiende .
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Demostracion. Consideremos el isomorfismo v : K[z] — L[z] de més arriba que envia P a @
y notemos que t|x = . Si lo componemos con la proyeccién canénica 7 : L{z] — L[z]/(Q)
y luego con el isomorfismo 6 : L[z]/(Q) — L(B), obtenemos un homomorfismo de anillos
epiyectivo

Qomot: K[x] — L(B),

ya que los tres homomorfismos son epiyectivos. Ahora, como @ y 6 son isomorfismos y

ker(m) = (@), tenemos que

ker(fomoy) = (omo))(0)
Y (¥ 70)))

(
Hr (kex(1))
H(7(0)
(
(

!(ker(m))

(G
(4
(4
(4
(&

(@)
— (P).

Ademads, como 7|, = idy y 0|, = idy, vemos que (0 o w0 ))|x = ¢. Por el teorema de
isomorfismo deducimos entonces que 6 o 7 o ¢ induce un isomorfismo ¢ : K[x]/(P) — L()
cuya restriccién a K C K|z|/(P) es ¢. Componiendo con el isomorfismo K («) ~ K[x]/(P),

cuya restriccién a K es claramente la identidad, tenemos el isomorfismo deseado. O]

2.3. Extensiones Algebraicas

La extension de cuerpos C/Q nos ofrece dos tipos de elementos del cuerpo C que no
estan en Q. Aquellos que se pueden obtener como raiz de un polinomio con coeficientes en
Q, como i 6 /2, llamados ntmeros algebraicos; v aquellos que no pueden ser obtenidos de
esta manera, como 7 o e, llamados nimeros trascendentes. La nociéon de extension algebraica

generaliza este ejemplo particular.
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Definicién 2.10. Sea L/K una extension de cuerpos. Un elemento o € L se dice algebraico
sobre K si « es raiz de un polinomio no nulo P € Klx]. Un elemento que no es algebraico

sobre K se dice trascendente sobre K.

Observacion 2.11. La demostracion de que un numero es trascendente no es facil. Por
ejemplo Hermite en 1873 dio la primera demostracion de la trascendencia de e. Para 7, esto
fue demostrado por primera vez por Lambert en 1766. Véase el libro Proofs from The Book

de Aigner y Ziegler para una linda demostracion de estas (y mds) trascendencias.

Observacion 2.12. Todo elemento a € K es algebraico sobre K ya que es raiz del polinomio
P(z) =z — a. En particular, ™ y e son algebraicos sobre R.
También vemos facilmente que si a € L es algebraico sobre K, entonces « es algebraico sobre

cualquier cuerpo intermedio K C M C L.

Ejemplo 2.10. El elemento o = /2 es algebraico sobre Q, ya que es raiz del polinomio

P(x) = 2* — 2. También el elemento o = V3 ++5. En efecto, a es raiz del polinomio

P(x) = (x + V3 +V5)(z + V3 - V5)(x — V3 + V5)(z — V3 - V5)
— (& +V3)2 = V5)((z — V3P = V5)
= (2% + 3 +22V3 - 5)(2® + 3 — 22V3 — 5)
= (2% — 2+ 22V3) (2 — 2 — 22V/3)
(a® = 2)* — (22V3)?
=o' —4a® + 4 — 1227
=" —162% + 4 € Q[z].
A priori, dado un elemento o € L algebraico sobre K C L, pueden haber muchos polino-
mios P € K|[z] para los cuales « es raiz. Basta de hecho con tomar uno de ellos y considerar

todos sus multiplos en el anillo K [z]. Ahora, existe uno que es més importante que todos los

otros.

Proposicién 2.3. Sea L/K una extension de cuerpos y sea o € L un elemento algebraico

sobre K. Entonces existe un tinico polinomio mdnico irreducible mqy x € K[z| tal que o es
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raiz de mq k. Ademds, mq i es el polinomio monico de menor grado en Klx] del cual o es

una raiz y todo otro tal polinomio es un multiplo de éste.

Demostracion. Consideremos el homomorfismo de evaluacién ¢ : K[zx] — L definido por
©(p) = p(ar). Como K[x] es un DIP, el nicleo de ¢ estd generado por un polinomio m, x que
podemos suponer moénico. Como K[z|/(ma i) = ¢(K[z]) C L y L es un cuerpo, sabemos
que m, k es irreducible. Si p(x) € K|z] es tal que p(a) = 0, entonces p € ker(p) por lo que
p(z) es divisible por m, k. Esto demuestra ademés la minimalidad del grado de m, x y su

unicidad. O

Definicién 2.11. Sea L/K una extension de cuerpos y sea o € L un elemento algebraico
sobre K. El polinomio m, k de la ultima proposicion se llama el polinomio minimal de «.

Definimos el grado de o como el grado de su polinomio minimal.

De la segunda afirmacion de la Proposicién deducimos inmediatamente el siguiente

corolario.

Corolario 2.3. Sean K C L C M extensiones de cuerpos y sea o € M un elemento

algebraico sobre K. Entonces o es algebraico sobre L y my, 1, divide a my x en Lx].

Demostracion. La primera afirmacion fue observada un poco mas arriba. La segunda es una

consecuencia directa de la segunda parte de la Proposicién [2.3] O
Otro corolario interesante para encontrar polinomios minimales es el siguiente:

Corolario 2.4. Sea L/K una extension de cuerpos, sea o € L un elemento algebraico sobre
K y sea P € Klx] tal que P(a) = 0. Entonces P = max st y solo si P es mdnico e

irreducible en Klx].

Ejemplo 2.11. /2 es algebraico de grado 2 sobre Q ya que m\/i(@(x) = 22 — 2 y éste

polinomio es irreducible en Q[x]. Sin embargo, \/2 es de grado 1 sobre R ya que msgr =

T — /2.
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Ejercicio 2.2. Prucbe que o = v/3 4+ /5 es algebraico sobre Q, Q(v/3) y Q(v/5) de grados
respectivos 4, 2y 2.

Recordemos ahora el Teorema [2.6]y su Corolario A la luz de estas nuevas definiciones

y resultados, obtenemos inmediatemante lo siguiente:

Teorema 2.7. Sea L/K una extension de cuerpos. Sea o € L un elemento algebraico sobre
K. Entonces
Klz]/(ma k) = K(a) C L,

y por lo tanto
(K (a) : K] = deg(ma.x)-

Demostracion. Ejercicio -~ O

Visto este teorema, deducimos inmediatamente que toda extension generada por un ele-
mento algebraico « es finita ya que su dimension es igual al grado del polinomio minimal de

a. Esto admita un resultado reciproco.

Proposicién 2.4. Sea L/K una extension de cuerpos y sea o € L. Entonces « es algebraico

sobre K si y solo si K(«) es una extension finita de K.

Demostracion. Como ya vimos, si «a es algebraico, entonces [K(a) : K| = deg(ma, k) < oo.
Veamos entonces el caso opuesto. Sea o € L y supongamos que [K(a) : K] = n < oo.
Entonces la familia de n+ 1 elementos 1, a, o?, ..., a" € K(«) es K-linealmente dependiente
y por ende existe una combinacién K-lineal no trivial de estos elementos que es nula. Es

decir, existen ag, aq,...,a, € K, no todos nulos, tales que
ap + aro+ aza® + -+ aa” = 0.

Esto nos dice que el polinomio no nulo P(z) =Y a;z' € K[z] es tal que P(«) = 0, lo que

prueba que « es algebraico. O
Ejemplo 2.12. Retomemos algunas extensiones ya vistas:
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1. [Q(v2):Ql =2,
2. [R(m) :R] =1 (en general, [L: K|=1 < L=K)
3. [C:R] =2, ya que C=R(i) y mr(x) =2*+ 1.
Ejercicio 2.3. Pruebe que v/15 € Q(v/3,V5) y que [Q(v/3,V5) : Q(\/15)] = 2.
Todos estos ejemplos son casos de extensiones algebraicas.

Definicién 2.12. Decimos que L es una extension algebraica de K si todo elemento de L

es algebraico sobre K.

Observacién 2.13. Atencion. Esta nocion es mds general que las extensiones del tipo
K(ay,...,an)/ K. En efecto, todas éstas son de dimension finita (véase un poco mds aba-
jo), mientras que existen extensiones algebraicas de dimension infinita, como veremos mds

adelante.

Contentémonos por ahora con demostrar la afirmacién contrapuesta, que es un facil

corolario de la Proposicion [2.4]
Proposicién 2.5. Toda extension finita L/ K es algebraica.

Demostracion. Debemos demostrar que todo elemento o € L es algebraico sobre K. Ahora,
como o € L'y K C L, tenemos que K(a) C L. El Teorema nos dice entonces que

K(a)/K es finita y por ende « es algebraico sobre K por la Proposicién [2.4] O
Demostremos ahora lo que mencionabamos en la tltima observacién.

Proposiciéon 2.6. Sea L/K una extension de cuerpos y sean o, B € L elementos algebraicos
sobre K. Entonces K(«, ) es finita y por ende algebraica sobre K.
Demostracion. Tenemos la torre de cuerpos
K(a, B)
\
K(a)
\
K.
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Ahora, como « es algebraico, la extensién K(a)/K es de dimensién finita. Por otra par-
te, como 3 es algebraico sobre K, también lo es sobre K(«). Recordando entonces que
K(a,B) = K(a)(), vemos que la extensién K(«,3)/K(a) es finita por el mismo argu-
mento. El Teorema nos dice entonces que K (o, [3)/K es finita de dimensién igual a
K (@, 8) : K(@][K(a) : K] s

Tenemos los siguientes corolarios inocentes de esta ultima proposicién.

Corolario 2.5. Sea L/K una extension de cuerpos y sean ay,...,o, € L elementos alge-
braicos sobre K. Entonces K(ay, ..., ay) es finita y por ende algebraica sobre K.
Demostracion. Esto se demuestra por induccién sobre n a partir de la proposicion. O

Corolario 2.6. Sea L/K wuna extension de cuerpos y sean «, 3 € L elementos no nulos

algebraicos sobre K. Entonces o+ 3, a8 y o/ son algebraicos sobre K.

Demostracion. En efecto, K(«, ) contiene a a+ 3, a8 y a/f y ya probamos que K («, 5)/K

es algebraica. O

Ejercicio 2.4. Pruebe que [Q(v3)(\/5) : Q] = 4 y encuentre una base de Q(v/3)(\/5)
sobre Q.

Un corolario harto menos inocente es el siguiente.

Corolario 2.7. Sea L/K una extension de cuerpos. Entonces el subconjunto
A:={a € L| « algebraico sobre K},

es un subcuerpo de L. O

En otras palabras, si « es la raiz de un polinomio en K|x] y 3 es la raiz de otro polinomio
en K[x], entonces su suma, producto y cociente también son raices de algin polinomio en
K[z]. Esto no es nada de evidente a priori. De hecho, encontrar estos polinomios puede ser

muy dificil en general.
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Ejercicio 2.5. Sean K = Q, a = V2 y 8 = V3 + 1. Encuentre may50, Ma_p5.0, MapQ Y

Mayp,0- Hint: Mire como encontramos el polinomio minimal en los ejemplos mas arriba.
Ahora ya podemos caracterizar las extensiones finitas:

Teorema 2.8. Una extension L/ K es finita si y solo si L = K(oq,...,qn) conaq, ..., Qy, €
L elementos algebraicos sobre K. FEs decir, una extension L/K es finita si y solo si es

algebraica y finitamente generada.

Demostracion. Acabamos de ver que K(a, ..., q,,) es finita si cada uno de los «; es alge-
braico sobre K.

Por otra parte, si L/K es finita, entonces es finitamente generada (por los elementos de
una base como K-espacio vectorial) y es algebraica.

Para el otro, ya vimos que toda extension finita es algebraica, por lo que bastard con
demostrar que es finitamente generada. Demostraremos esto por induccién sobre n = [L : K].
Sin =1, entonces L = K y la afirmacién es por ende evidente. Si n > 1, nuestra hipotesis de
induccién es que el teorema es valido para toda extension de grado menor que n. Ahora, sea
a; € L~ K. Entonces K C K(ay) C L, por lo que n = [L: K(a)][K(an) : K|y [K(aq) :
K] > 1. Esto nos dice que [L : K(«a;)] < ny por ende, por hipétesis de induccion, existen
Qa,...,qm € L algebraicos sobre K (aq) tales que L = K(ay)(aa, ... am) = K(aq, ... am),

lo que concluye la demostracion. O
Estudiemos ahora un caso particular de extensién generada por dos elementos.

Lema 2.4. Sea L/K wuna extension y sean «, 3 € L elementos algebraicos sobre K. Sean
m = [K(«a) : Fl yn = [K(B) : F] y supongamos que (m,n) = 1. Entonces [K(«, ) :
K(a)] =n, [K(e, ) : K(B)] = m y [K(a, §) : K] = mn.

Demostracion. Consideremos la torre de cuerpos

K(a, )
~

—
K(a)
\K/

K(f)
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Sea t = [K(a, B) : K(a)] = deg(mg,k(a))- Tenemos entonces que
(e, B) : K] = [K(a, ) : K(@)][K(0) : F] = tm.

Bastara entonces con probar que t = n. El caso de [K(«, 5) : K(5)] = m se demuestra de la
misma manera intercambiando «a y .

Como K C K(B) C K(«, 3), tenemos que n|mt. Pero (m,n) = 1, por lo que n|t. Ahora,
n = [K(B) : K] es también el grado de mg x y, por el Corolario , tenemos que Mg k()

divide a mg k. Esto nos dice que
t=[K(a,B): K(a)] = deg(mgp k(o)) < deg(mp ) = n,
por lo que obtenemos que n = t, lo que concluye la demostracion. O

Observacion 2.14. De la demostracion deducimos también lo siguiente: Sea L/K una ex-
tension y sean «, B € L elementos algebraicos sobre K. Sean m = [K(«) : K] yn = [K(B) :
K]. Si (m,n) # 1, todavia podemos deducir que t < n y por ende [K(a, ) : K] = mt < mn.

Esto es un caso particular del composito de dos extensiones de cuerpos (aqui, K(«a)/K
y K(B)/K). En general, dada una extension L/K y dos subextensiones M/K y N/K, se
define el composito MN C L de M y N como el subcuerpo mds pequeno de L que contiene
aMyaN.

Ejercicio 2.6. Pruecbe que, en particular, los elementos o357 con 0 < i < m—1y0 <
Jj <n—1 forman un conjunto generador del K-espacio vectorial K (o, ), que es una base
si (m,n) = 1. (Esto también se puede generalizar para exhibir un conjunto generador de un

composito MN/K como K-espacio vectorial).

Analicemos ahora el caso particular de las extensiones cuadraticas (i.e. de grado 2). Para

un cuerpo K, notemos (K*)? el conjunto de los cuadrados no nulos en K.

Ejemplo 2.13. Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2. Entonces una extension

L/K es de grado 2 si y solo si L = K(v/D) para algin D € K* ~ (K*)2.
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En efecto, el Teorema nos dice que [K(v/'D) : K] = 2 ya que el polinomio m 5K €S
claramente 2> — D si D no es un cuadrado en K. Por otra parte, sea L/K una extension

2 son K -linealmente

de grado 2 y sea o € L~ K. Como [L : K| = 2, los elementos 1, a, «
dependientes, lo que nos dice que existen a,b, c € K no todos nulos tales que ac®+ba+c = 0.
Ahora, si a = 0, entonces « = —7 € K, lo que contradice nuestra hipdtesis sobre o. Por
ende, a # 0 y entonces el polinomio ax® + bx + c es de grado 2 y tiene a « como raiz. Esto

nos dice que
_ —b+VD

5 , donde D =b* — dac € K* ~ (K*)*.
a

«

En efecto, si D fuese un cuadrado, entonces o € K, lo que es nuevamente una contradiccion.

Como ya vimos, esto nos dice que [K(v/D) : K] = 2. Pero
2=[L:K]=[L: KND)[K(\D):K|=2[L:K(D),
y por ende [L : K(v/D)] = 1, lo que nos dice que L = K(v/D).

Concluyamos esta seccion sobre las extensiones algebraicas demostrando la transitividad

de éstas.

Teorema 2.9. Sean L/K y M/L extensiones algebraicas de cuerpos. Entonces M /K tam-

bién es algebraica.

Observacién 2.15. Ndtese que en el caso particular de las extensiones finitas (que son todas

algebraicas) esto ya fue demostrado en el Teorema .

Demostracion. Debemos mostrar que todo elemento o« € M es algebraico sobre K. Ahora,
sabemos por hipdtesis que « es algebraico sobre L, lo que nos dice que existe un polinomio
P € L[z] tal que P(a) = 0. Escribamos P(z) = Y. ja;z’ con a; € L para 0 < i < n
y consideremos el cuerpo N := K(ay,...,a,) C L. El Teorema nos dice entonces que
N/K es una extensién finita. Ademds, vemos que P € Nlz] y, como P(«a) = 0, vemos que
« es algebraico sobre N. Esto nos dice que la extensién N(«)/N es una extension finita y

por ende la extensién N(«)/K también es finita. Vemos entonces que « pertenece a una
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extension finita (por ende algebraica) de K y por lo tanto se trata de un elemento algebraico

sobre K. O

Observacién 2.16. FEvidentemente tenemos la afirmacion reciproca: si L/K y M/L son

extensiones y M /K es algebraica, entonces L/K y M/L también lo son.

2.4. Cuerpo de descomposicién de un polinomio

La construccion dada en el Teorema nos asegura que, dado un cuerpo K y un polino-
mio irreducible P € K|[z], podemos encontrar una extensiéon L/ K, definida por L = K{[z|/(P)
tal que P tiene una raiz a en L. Esto significa que, cuando miramos el polinomio P como
un elemento de L[x], éste es divisible por el polinomio x — «. Una pregunta natural que uno
puede hacerse entonces es jqué podemos decir del polinomio ) € L[z| tal que P = (z —a)Q?

Veamos algunos ejemplos sencillos:

Ejemplo 2.14.

K P L « Q factorizado en L[x]

R 2241 C i=+—-1 T+

Q z? —2 Q(v2) V2 T +/2

Q|+ +a2+r+1]| Q) |G=eF (2= @)z — @) — ()

Q| 2*-1622+4 | QW3,V5) | V3+V5|(x—V3+V5)(z+V3—V5)(z+V3+V5)
IFy P+ +1 Fg a (x4 a?)(x+a® + )

A la vista de estos ejemplos, uno podria pensar que el polinomio () siempre se factoriza
en pedazos de grado 1. En otras palabras, la extensién L = K[z]/(P) contendria todas las
raices del polinomio P. Sin embargo, esto se debe solo a que hemos tomado ejemplos muy

pequenos. La realidad es en verdad otra:

Ejemplo 2.15. Consideremos la extension R/Q y sea P € Q[z| dado por P(zx) = z3 — 2.
Entonces Q[z]/(P) ~ Q(v/2) C R. Sin embargo

* =2 = (z — V2)(2® + V2u + V4) € Q(V2)[1],
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y el polinomio x + 2z + /4 es irreducible en Q(\Vﬁ) ! Para probar esto basta con ver que
su discriminante es A\ = \3/52 — 44 = —3¥/4 < 0. Esto nos dice que las raices de este

polinomio son complejas y por lo tanto no pertenecen a @(\‘75) C R.
Esto justifica la definiciéon a continuacion.

Definicién 2.13. Sea L/K una extension de cuerpos y sea F € K[z| un polinomio de grado

> 1. Decimos que L es un cuerpo de descomposiciéon de F' si:

1. alwver F como un elemento de L[x], éste se factoriza en un producto de factores lineales,

es decir,

Fl)=alz—a)(z—ag)...(x —ay) € L[z|, a€ L, a#0.

2. L es el menor subcuerpo donde F se descompone totalmente en factores lineales.

Observacion 2.17. El cuerpo de descomposicion es el cuerpo mas pequeno en el que P se
descompone en un producto de factores lineales, lo que justifica su nombre. Siguiendo esa
linea, si P es irreducible, el cuerpo K[x]/(P) es el cuerpo mds pequeno tal que P se rompe
en al menos dos factores, de los cuales uno es lineal. Por esto se le suele llamar cuerpo
de ruptura. Ndtese sin embargo que la nocion de cuerpo de ruptura tiene sentido solo para
polinomios irreducibles, mientras que el cuerpo de descomposicion tiene sentido para todo

polinomio P de grado > 1.

Ejemplo 2.16. Demuestre que el cuerpo de descomposicion de P(x) = x® — 3 sobre F5 tiene

grado dos. Sug. Recuerde que a®> — b> = (a — b)(a® + ab + b?).

Solucién: Observe que 3 = 23 en Fs, por ende 2° —3 = (22 —2) (2?4222 +4). Escribiendo
2t + 222 +4 = (2% + ax + b)(2® + cx + d) se obtiene que a = —c =2y b=d = —2. Por lo
tanto 2% — 3 = (2? — 2)(2% + 2z — 2)(2* — 22 — 2). Sea 0 una raiz de 2% — 2 en un cuerpo
que es extensién de Fj, luego 6% = 2. Escribimos 2z = afl + b. Luego si 22 =22 — 2 = 0, se
tiene que z = 20 F1 o z = —20 F 1. Esto implica que el cuerpo de descomposién de P es

L =TF5(0), el cual sabemos tiene grado 2 sobre Fj.
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No es claro a priori que el cuerpo de descomposicion de de un polinomio exista. Es por

ello que demostraremos ahora su existencia.

Teorema 2.10. Sea K un cuerpo y sea F' € K|x| un polinomio de grado n. Entonces eziste

un cuerpo de descomposicion L de F.

Demostracion. La demostracion de la existencia de una extension de K que cumple 1., sera
por induccién sobre n = deg(F’). Supongamos primero que n = 1. Entonces claramente F’
ya es lineal en K|x] y por ende L = K es un cuerpo de descomposicién de L (la segunda
propiedad es obvia en este caso).

Sea n > 1 y supongamos que para todo polinomio en K[z] de grado < n, hay extensién
de K que cumple 1.

Sea F' € K(x), de grado n. Si F' se descompone en sélo factores de grado 1, no hay
nada que demostrar.

Supongamos que hay un factor P irreducible en K(x), gr(P) > 2. Por Teorema [2.3} hay
extension K de K donde P tiene una raiz «;.(K; es el cuerpo de ruptura de P.) Es decir,

P(z) = (z — aq)Q1(z) donde @y € K;[z]. Por lo tanto,

Fz) = (z — a1)Q2(x), gr(Q2) =n—1

descomposicién en Ki[z].

Por hipétesis de induccion, hay extension de F de K; donde (2 y por lo tanto, F' se
descompone totalmente en factores lineales. Luego, F contiene todas las raices de F. Por
principio de inducciéon completa, para cualquier polinomio de grado n > 1, hay extensién F

de K que cumple 1.

Consideremos la extensién F de K construida antes. Sea ahora L = NT donde K C
T, T subcuerpo de E que contiene todas las raices de F.

Entonces L es el cuerpo de descomposicién de F' sobre K. O

Ejemplo 2.17. El cuerpo de descomposicion K/Q de P € Q[z] definido por P(x) = z* — 2

es @((75, i). En efecto, en este cuerpo tenemos que i°v/2 es una raiz de P para a = 0,1,2,3,
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por lo que
Plz)=a"—2=(z—V2)(z —ivV2)(zx + V2)(z +iV2) € K[x].

Para probar que se trata del cuerpo mds pequeno que factoriza a P de esta manera, basta con
notar que tanto V2 como iv/2 tienen que estar en K ya que ambos son raices de P. Esto

implica que iv/2/v/2 = i también debe estar en K. Es decir, Q(v/2,1) C K.

Ejemplo 2.18. El cuerpo de descomposicién K/Q de P € Q[z] definido por P(z) = (x* —
5)(22 — 7) es Q(v/5,V7). En efecto, en este cuerpo tenemos que £v/5 y ++/T son raices de
P, por lo que

P(z) =o' =2 = (z = V5)(x + V5)(z = VT)(z + V7) € K[a].

Para probar que se trata del cuerpo mds pequeno que factoriza a P de esta manera, basta

con notar que tanto /5 como \/T tienen que estar en K ya que ambos son raices de P. Esto

implica que Q(\/g, \/7) C K.

Ejercicio 2.7. Determine el grado [K : Q] en los dltimos dos ejemplos. sSon iguales a los

grados de los cuerpos de ruptura respectivos?

Ejemplo 2.19 (Cuerpos ciclotémicos). Un cuerpo ciclotéomico es el cuerpo de descomposi-
cion del polinomio x™ — 1 € Q[z| para algin n € N. Sabemos que las raices n-ésimas de 1 en

C son de la forma:

271 2 k 2 k
enk:cos(i>+z'sin<i), k=0,....,n—1.
n n

Nétese que estas raices forman un grupo ciclico para la multiplicacion. En particular, si K/Q
es un cuerpo que contiene a e , entonces K contiene a todas las raices de x™ — 1 y por
ende al cuerpo de descomposicion correspondiente. Esto nos dice que un cuerpo ciclotomico

es siempre de la forma Q(e%) para algin n.

Definicién 2.14. Una raiz primitiva n-ésima de la unidad, es un generador del grupo ciclico

de las raices n-ésimas de 1. La denotamos por (,.
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Como ya vimos, e es una raiz primitiva n-ésima de la unidad, lo que nos dice que
un cuerpo ciclotémico es siempre de la forma Q((,,) para algtiin n. Pero claramente no es la
unica. Recordando lo que sabemos de grupos ciclicos, vemos que si (,, es una raiz primitiva,

entonces todas las otras raices primitivas son de la forma (¢ con (a,n) = 1.

Mas adelante veremos que [Q((,) : Q] = ¢(n), donde ¢ es la funcién de Euler, la cual
cuenta los enteros a entre 0 y n que son coprimos a n. Veamos por ahora el caso particular

del polinomio z? — 1 con p primo. En este caso, tenemos que
o’ —1= (-1 +aP 2. fa+1).

Por lo tanto, como (, es una raiz de 2” — 1y (, # 1 (ya que 1 no genera el grupo), tenemos

que ¢, es una raiz de

Pl
<I>p(a;)zx_1 =P 2P 4 a1 e Q)

Ahora, este polinomio es irreducible sobre Q. En efecto, consideremos el polinomio

Q(x):z@p(erl):(fi;il_l _zp:()

Como p divide a (f) para todo 1 < i < p pero (Z) =1y (1) = p, vemos que () verifica
el criterio de Eisenstein y es por ende irreducible. Entonces ®, también lo es, ya que toda

factorizacién de ®, induce claramente una factorizaciéon de ). Todo esto nos prueba que
[Q(¢) : Q=p—1.

Ejercicio 2.8. Pruebe que el cuerpo de descomposicion K/Q de P € Qx| definido por
P(z) = 2P — 7 es Q(V/7,¢,) para p un nimero primo. Determine [K : Q]. Hint: use el

método de los ejemplos precedentes.

Concluyamos esta seccién mostrando que, al igual que los cuerpos de ruptura, los cuerpos

de descomposicién son invariantes si cambiamos los cuerpos de base por cuerpos isomorfos.

Observacidn 2.18. Vimos en el previo a la Proposicion[2.9 que todo ¢ : K — L isomorfismo
de cuerpos se extiende a un isomorfismo de anillos 1 : K|x] — Llz|, que lleva un polinomio

F € Klz|, en un polinomio G € L[z] obtenido de F al aplicar ¢ a los coeficientes.
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Teorema 2.11. Sean ¢ : K — L isomorfismo de cuerpos y F, G los polinomio de la observa-
cion anterior. Sea E cuerpo de descomposicion de F sobre K y M cuerpo de descomposicion

de G sobre L. Entonces eziste o : E — M isomorfismo que extiende o, es decir, o |x= .

Demostracion. Como vimos antes ¢ se extiende a un isomorfismo de K[z] en L[z]
y los irreducibles en K|z| se van a irreducibles en L|x].

Usaremos induccién sobre n = gr(F).

n=1 F(z) = ar+0b a#0, F(z) € K[x]
G(r) = ela)r+¢(b); ¢la)#0, G(z) € Llx]

Tomando EF =K, M =L y o= se tiene que el Teorema vale para n = 1.

Supongamos que el teorema ha sido probado para cualquier cuerpo K, isomorfismo ¢ y
polinomio en Klz| de grado < n.

Sea F' € K[z], gr(F)=n.Si F se descompone completamente en K|z], entonces G se
descompone completamente en L[x]. Se toma E =K, M =L y o= .

Sea ahora F' de grado n y sea P factor irreducible de F' en K{[z]| de grado > 2 y sea P’
el correspondiente factor irreducible de G en L[z].

Sea a € F raiz de Py f € M raiz de P’, entonces ¢ : K — L se extiende por

Proposicion 2.2 a g : K(a) — L(3) isomorfismo de cuerpos. Tenemos que
Fr) = (z —a)Fi(x) € K(a)lz] vy G(z) = (z = B)Gi(x) € L(B)[z]

Tenemos que E es el cuerpo de descomposicién de F' sobre K. Afirmamos que E es cuerpo
de descomposicién de F; sobre K(«). Supongamos que no, o sea hay L; C E tal que es
cuerpo de descomposicién de F; sobre K («). Como « € K («) entonces L; contendria todas
las raices de L. Lo que es una contradiccién pues E es el cuerpo de descomposicién de F.
Similarmente, M es el cuerpo de descomposicién de F(x) sobre L(f3).

Como gr(F;) = n — 1, por hipétesis de induccién hay o : E — M isomorfismo que
extiende g : K(a) — L(5) que a su vez extiende a ¢ : K — L Por lo tanto, 0 : E — M

es un isomorfismo que extiende ¢ : K — L.
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Por Principio de induccién completa el Teorema vale para cualquier polinomio F' de grado
n € N.
m

Corolario 2.8. El cuerpo de descomposicion de un polinomio F sobre K es unico, salvo

isomorfismo.

Demostracion. En el teorema anterior tomemos ¢ = idg y G = F. [

2.5. Cuerpos Algebraicamente Cerrados y Clausura Algebraica de

un cuerpo

El teorema fundamental del dlgebra nos asegura que todo polinomio P € C|x] no cons-
tante posee raices en C. Es mas, nos dice que C es el cuerpo de descomposicion de P. Visto
lo que hemos aprendido, C es entonces un cuerpo que no posee extensiones algebraicas no

triviales. Pero no es el tnico tal cuerpo.

Definicién 2.15. Un cuerpo K se dice algebraicamente cerrado si todo P € K|x] no cons-

tante tiene una raiz en K.

Observacion 2.19. En un cuerpo algebraicamente cerrado K, todo polinomio P € K|x] no
constante tiene todas sus raices en K. En efecto, si P admite una raiz o € K, entonces
P =(x—a)Q con Q € Klz]. Pero entonces Q tiene una raiz no trivial. Iterando este proceso,
llegamos a una factorizacion de P en K|x| en factores lineales y por ende todas sus raices

estan en K.

Definicién 2.16. Sea K un cuerpo. Una clausura algebraica de K es una extension K que

es algebraica sobre K 1y tal que todo polinomio P € K[x] no constante se factoriza totalmente

en K|x], es decir

P=a(z—a)) - (zr—a), 0#a€K,a; €K.
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Una clausura algebraica K de K es entonces una extension que descompone todo polino-
mio no constante en K[z] en factores lineales. El nombre “clausura algebraica” sugiere sin
embargo que K es algebraicamente cerrado. Esto no es evidente a priori, ya que hay mas

polinomios en K[x] que en K|[x]. De esto se trata el siguiente resultado.

Proposicién 2.7. Sea K una clausura algebraica de un cuerpo K. Entonces K es algebrai-

camente cerrado.

Demostracion. Sea P € K[z] un polinomio y sea o una raiz de P en alguna extensién L/K.
Entonces K(a)/K y K/K son extensiones algebraicas. Esto nos dice que K (a)/K es una
extension algebraica también, por lo que existe un polinomio @) € K|[z] tal que « es raiz de

@. Ahora, como @ € K|z], tenemos que
Q=alr—a) - (r—0), 0#a€K,a; €K,

por lo que alguno de los oy; € K debe ser nuestro « inicial. Esto prueba que o« € K y por

ende P tiene al menos una raiz en K, lo que nos dice que K es algebraicamente cerrado. [J

Queremos probar ahora que todo cuerpo K posee una clausura algebraica. Intuitivamente,
uno querria “juntar” todos los cuerpos de dscomposicién para los infinitos polinomios en
K|z], pero la unién solo tiene sentido si vemos estos cuerpos inmersos en un cuerpo mas
grande para empezar. Existe una forma de hacer esto sin invocar un cuerpo mas grande que
contenga a todos los cuerpos de descomposicion, pero esto implica el uso del lema de Zorn
y de la nocién de “limite inductivo”. Para evitar este problema, haremos la demostracién en

dos pasos.

Proposicién 2.8. Sea K un cuerpo y sea L/ K un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces
M ={«a € L |« es algebraico sobre K},

es una clausura algebraica de K.

Demostracion. El Corolario nos dice que un tal conjunto es un subcuerpo de L, el cual
es claramente algebraico por definicién. Bastara con probar entonces que todo polinomio no

constante en Kz] se descompone en factores lineales en M|z].
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Sea P € Klz| un polinomio no constante. Como L es algebraicamente cerrado, tenemos
que

P=alzr—ay) - (r—a), 0#a€K,a; € L.

Esto nos dice que cada uno de los «; € L es algebraico sobre K, por lo que a; € M. Por
lo tanto, tenemos la misma descomposicién en M|z], lo que implica que M es una clausura

algebraica de K. O

Ya sabemos entonces como construir la clausura algebraica si somos capaces de encontrar
un cuerpo suficientemente grando como para contener a K y ser algebraicamente cerrado.
Esto se puede hacer con harto menos esfuerzo que el argumento que sugeriamos precedente-

mente, siguiendo una idea de Artin (que de todas formas utiliza Zorn).

Proposicion 2.9. Para todo cuerpo K existe un cuerpo algebraicamente cerrado L que lo

contiene.

Demostracion. Para cada polinomio P € Klx] ménico y no constante, consideremos una
variable zp y definamos el anillo de polinomios en infinitas variables R = K|[...,xp,...].

Dentro de este anillo, definimos el ideal
I:=(P(zp) | P € K[z]),

esto es, evaluar el polinomio P (que tiene una sola variable) en la variable zp, lo que nos da

un polinomio de una variable en R, luego tomar el ideal generado por éstos, es decir
I'={Q1Pi(xp)+ - - QuP.(zp,) | Qi € R, P, € K[z], n € N}.

Probemos por contradiccién que I # R, lo que equivale a probar que 1 € I. De lo

contrario, tendriamos
Q1P1($P1) +eeet QnPn(xPn) =1,

para ciertos @; € R, P, € Klz], n € N. Denotemos zp, simplemente por z; y denotemos
Tnat,---, T, las otras eventuales variables que podrian aparecer en los polinomios Q; €

R (nétese que cada uno tiene una cantidad finita de variables; es el anillo R que tiene
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infinitas variables). Entonces podemos ver cada uno de los polinomios (); como elementos de

K[xq,...,2y], con lo que obtenemos la igualdad

Q1(z1,. . xm)Pr(xy) + - Qu(xr, . .., T Po(xy,) = 1.

Sea ahora K’/K una extensién finita que contiene una raiz «; de P; € K[x] para cada
1 <4 < n. Entonces al evaluar esta igualdad en z; = «; para 1 < i < n yen x; = 0 para
n+1<i<m, como P;(q;) =0, obtenemos la contradiccién 1 = 0 en K’. Esto prueba que
I #R

Sabiendo que I # R, tenemos que existe un ideal maximal M C R que contiene a [
(es aqui donde usamos el Lema de Zorn, véase el curso de Grupos y Anillos). El cociente
L1 = R/M corresponde entonces a un cuerpo que contiene a K de forma natural, pero no es
necesariamente algebraicamente cerrado. Ahora, por construccion, todo polinomio P € K|z]
tiene como raiz en Ly = R/M a la imagen de zp, ya que P(xp) € I C M y por ende
P(Zp) = P(zp)=0€ L

Pero esto no basta, ya que debemos construir un cuerpo L tal que todo polinomio en L[z]
tiene una raiz en L. Construyamos entonces, siguiendo el mismo procedimiento, un cuerpo
Ly que contiene a Ly y tal que todo polinomio P € L;[x] tiene una raiz en Ly, también un
cuerpo L3 que contiene a Lo y tal que todo polinomio P € Ls[z] tiene una raiz en Lg, y asi

sucesivamente, de forma que tendremos una cadena de cuerpos
KCL1CL2C"'CLkC"',

en la cual todo polinomio P € Li[x] tiene una raiz en L, para todo k& € N. Definamos

finalmente entonces

L= L

keN

y demostremos que es el cuerpo que buscamos (ejercicio: demuestre que es un cuerpo!). Como
L es la reunién de los Ly, dado un polinomio P € L[z], cada uno de sus coeficientes estd
en algin Ly y por ende estdn todos contenidos en el mas grande de ellos, digamos Ly,. Por

ende existe una raiz de P en Ly,1; C Ly esto prueba que L es algebraicamente cerrado. [
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Teorema 2.12. Sea ¢ : K — K’ un isomorfismo de cuerpos, sea K /K una clausura alge-
braica de K y sea K'/K' una clausura algebraica de K'. Entonces existe un isomorfismo de

cuerpos ¢ : K — K' que extiende ¢, es decir ¢|x = .

Observacién 2.20. Este teorema nos permite hablar de LA clausura algebraica de un cuerpo
en lugar de UNA clausura algebraica, ya que dos clausuras distintas son isomorfas. St bien
haremos el abuso de lenguaje al hablar de “LA” clausura algebraica, es importante saber que
el isomorfismo entre dos clausuras no es unico en general, lo que introduce una ambigiedad
en la forma en la que identificamos dos clausuras algebraicas y por ende siembra la duda con
respecto a su “unicidad”. Lo mismo ocurre con “EL” cuerpo de descomposicion de un poli-
nomio y es precisamente la Teoria de Galois la que mide en cierta manera esta ambiguedad

en ambos casos.

Demostracion. Esto es una consecuencia de la unicidad del cuerpo de descomposicién, es

decir, del Teorema y del Lema de Zorn. En efecto, consideremos el siguiente conjunto
E={¢y: LK |KCLCK,{|x=c¢}

y ordenémoslo de la siguiente manera: decimos que (¢, L1) > (12, Lo) si Ly D Lo y ¢1|1, =
1y. Queremos aplicar el Lema de Zorn a este conjunto ordenado.

Notemos ante todo que E # (), ya que ¢ nos da una inclusién de K en K’. Sea entonces
C C & una cadena, es decir, un subconjunto de E totalmente ordenado. Consideremos el

subconjunto de K definido por

Lo = U L.

(v,L)eC

Es facil ver entonces, gracias a la Proposicién [2.1] que se trata de un subcuerpo de K que
contiene a K. Definamos un homomorfismo ¢ : Le — K’ de la siguiente manera: para
x € Le, sea (¥, L) € C tal que v € L y definamos v¢(x) := (x) € K'. La definicién de
(11, L1) > (12, La) nos asegura que esta definicién no depende de la eleccién de (¢, L) € C
y por ende ¢ esta bien definida. Es un facil ejercicio el ver que ¢ es un homomorfismo de
cuerpos tal que Y¢|x = @, por lo que (¢¢, L¢) es un elemento de E y una cota superior de

C. Podemos entonces aplicar el Lema de Zorn a FE.
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El Lema de Zorn nos asegura que existe un elemento maximal en F, es decir, un subcuerpo
Lo C K y un homomorfismo 1 : Ly — K’ tal que 1|k = ¢ que no admite elementos més
grandes en E. Sea L{, la imagen de ¢y en K’ y sea a € K. Como K es una clausura algebraica
de K, tenemos que « es algebraico sobre K y por ende algebraico sobre Ly. Podemos entonces
considerar el cuerpo de descomposicién Ly C My C K del polinomio minimal m, r, y su
imagen via vy, la cual corresponde a un polinomio irreducible en Lj[x] y nos permite definir
el cuerpo de descomposiciéon Lj C M C K'. El Teorema nos asegura entonces que existe
un homomorfismo g : My — M cuya restriccién a Ly es 1, es decir (1;0, My) > (v, Lo).
La maximalidad de (¢, Ly) nos dice entonces que My = Ly y por ende la extension es de
grado 1, lo que nos dice que deg(P) = 1 y por ende o € Lg. Esto prueba que K = Ly y por
ende, definiendo ¢ := 1, tenemos el homomorfismo buscado.

Falta mostrar que ¢ es un isomorfismo. Sea o/ € K’ y sea P’ € K'[z] su polinomio

minimal. Entonces existe P € K[z] cuya imagen es P’. Ahora, sabemos que

P=(x—ay) (v —a,) € Klz],

por lo que
P'=(z—@(ar)) -+ (v = @lan)) € K'[z].
Esto nos dice que o’ es uno de los ¢(a;) vy por ende esté contenido en la imagen de ¢. Esto

prueba que (K) = K’ y por ende ¢ es un isomorfismo. ]

Ejemplo 2.20. Sea L una extension finita de K. Pruebe que L es el cuerpo de descomposi-
cion de un polinomio en K[z| si y solamente si todo polinomio irreducible en K|x| que tiene

una raiz en L se factoriza completamente en L[z].

Demostracién: Supongamos que todo polinomio irreducible que tiene una raiz en L se
factoriza completamente. Escribimos L = K(6y,--- ,6,) y sea P, = my, x. Note que P es
irreducible y tienen una raiz en L. Por lo tanto P; se descompone completamente en L. Esto
implica que L es el cuerpo de descomposicién de P(z) = []'_, Pi(z). Supongamos ahora

que L es el cuerpo de descomposicién de un polinomio @ € L[z] y sea K una clausura
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algebraica de K que contiene a L. Para concluir lo pedido basta probar que si o, € K
son raices de un polinomio irreducible P(z) € Klz] y a € L, entonces f € L. Por la
Proposicién [2.2] se tiene que existe un isomorfismo i : K(a) — K(B) tal que i|x = id.
Note que L es un cuerpo de descomposicién de @ € K («)[z]. Por el mismo argumento L([3)
es un cuerpo de descomposicién de @@ € K(f)[x]. Luego, por el Teorema existe un
isomorfismo ¢ : L(a) — L(53) tal que 9|k = id. Por lo tanto, si @ € L, tenemos que

1=[Lla): L] = [L(a):K[(E)I@]K(a):K] = [L(B):K[f)}([f(ﬁ):m = [L(p) : L]. Concluimos que [ € L.

Definicién 2.17. Sea P € K[z] un polinomio dado por P =%, a;x'. Definimos el poli-

nomio derivado de P como el polinomio P' € K|[x] dado por P'(x) := > """  iax"'.

Observacion 2.21. La derivacidn P — P’ respeta la suma, es decir (P+Q) = P'+@Q’ para
todo P,Q € Klz|. La multiplicacion no es respetada, pero tenemos que (PQ) = PQ' + P'Q
para todo P,Q € K|x].

La nocién de polinomio derivado permite detectar si hay raices repetidas en un polinomio
y calcular su multiplicidad, esto es, la cantidad de veces que aparecen. Definamos pues este

concepto y demostremos esta afirmacion.

Definicién 2.18. Sea P € K[z] y sea « una raiz de P en K. Decimos que o es una raiz de
multiplicidad m si P = (x — @)™Q con Q € Klz] y Q(a) # 0. Sim =1, decimos que « es

una raiz simple.

Teorema 2.13. Sea K un cuerpo y sea K la clausura algebraica. Sea P € K|[z] un polinomio
no constante y sea o € K una raiz de P. Entonces la multiplicidad de o es mayor a 1 siy

solo si P'(a) =0 (i.e. si v es raiz de P').

Demostracién. Escribamos P = (z — a)™Q con Q(a) # 0. Entonces
P'=m(z—a)"'Q+ (z —a)"Q = (z — a)" (mQ + (z — 2)Q).
Vemos entonces que, sim > 1, P'(a) =0. Ysim=1, P = Q + (z — a)Q' v por ende
P'(a) = Q(a) + (o — a)Q'(er) = Q(a) # 0. O
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Teorema 2.14. Para todo primo p, y todo n € N, existe un unico, salvo isomorfismo, cuerpo

finito con p™ elementos, que denotaremos IFyn.

Demostracion. Consideremos el cuerpo F, y el polinomio F(x) = 27" — x € F,[z].

Tomemos

L={ae€F,|a esraizde 2’ —2} ={a €F,|a” —a=0}

Probaremos que L es un cuerpo con p” elementos y es un cuerpo de descomposicion del
polinomio ?" — z. En efecto, L es subcuerpo de ]Fp pues sean «, 3 € L. Probemos que
aB,a"t € L.

Tenemos que (afB)P" —af = a?" 7" — aff = af — af = 0. De donde a3 € L.

Sea ahora a # 0. Luego (a )" —a™ ! = (o) P =a ! —a™ ! =0, es decir, a™! € L.

Falta ver que (a — ) € L. Usando el Binomio de Newton tenemos

(0= B = o+ (“1)()) 0”15+ (~12()ar" 242

s

+ (L) )as” T B (1)

() 1) ()

lnego  (a— B =" + (=1)P"B" =a+ (=1)

n

p

1. Si p = 2, se tiene que —1 = 1(mod2) entonces (o — B)*" = a — 3. Por lo tanto,

a—pB€LylL essubcuerpo de T,
2. Si p>2, pesimpar, (—1)"" = —1y se tiene

(a—BF' =a—B=a—-BcL

Probemos ahora que L tiene p™ elementos.

Sea F(r) = 2" — z, luego F'(z) =p"a?" "' — 1= —1.

Asi, a raiz de F(z) <= F'(a) = 1 # 0. Luego por Teorema , la multiplicidad de
a es 1y todas las refces son simples y gr(z?" — x) = p". Por lo tanto, 27" — x tiene p"
raices.

Finalmente, como L es de caracteristica p, F, C L y L = cuerpo de descomposicién de

2 ’ . .
axP” — x sobre F,, y es tnico salvo isomorfismo O]
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2.6. Extensiones Separables e Inseparables

Cuando definimos la nocién de cuerpo de descomposicién L/K de un polinomio P € K|z,

dijimos que éste debia escribirse como un producto
Plz)=alzr—a1) - (r—0a), 0#a€ K, a; € L.

Es natural el querer ver a los elementos aq,...,a; como elementos distintos en L. Sin em-
bargo, esto no tiene por qué ser cierto en general, incluso si P es irreducible. La presencia
de repeticiones en las raices de un polinomio irreducible es un fenémeno particular que da

origen a las nociones de extension separable e inseparable.

Definicién 2.19. Sea P € K[z] un polinomio no constante. Decimos que P es separable
si todas sus raices en su cuerpo de descomposicion son simples. En caso contrario, decimos

que P es inseparable.
Ejemplo 2.21. Todo polinomio de grado 1 en Klx| es separable.

Ejemplo 2.22. El polinomio P € Qx| dado por P(x) = (z*> — 3)(2? — 5) es separable ya
que, en K = Q(V3,/5),

P(x) = (x — V3)(z + V3)(z — V5)(z + V5).

Por otra parte, el polinomio Q € Q[z] dado por Q(z) = (x — 2)3(2* + 1) no es separable ya

que 2 no es una raiz simple.
Ejemplo 2.23. El polinomio P € F,[z| dado por P(x) = 2P — 1 es inseparable, ya que
Px)=a" —1=2P - 17 = (z — 1)?,
y por ende 1 no es una raiz simple.
Ejemplo 2.24. El polinomio P € F,[z] dado por P(x) = 2" — x es separable, ya que
P(z) =p"a” ' — 1= -1,
y por ende todas las raices son simples.
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A pesar de que la definicién de (in)separabilidad depende del cuerpo de descomposicidn,
se puede averiguar si un polinomio es separable o inseparable sin necesidad de fabricar la

extension correspondiente. Todo pasa por el siguiente resultado.

Lema 2.5. Si dos polinomios P,Q € Klz| tienen un factor comin no trivial en alguna
extension Llx] (por ejemplo, en el cuerpo de descomposicion de uno de ellos), entonces

tienen un factor comin no trivial en Klx|.

Demostracion. Un factor comin de los polinomios, divide al maximo comun divisor de estos
en L[z]. Pero el maximo comun divisor de Py @ estd en K[z] por lo que es un factor comin

no trivial de éstos en K{z]. O

Lema 2.6. Sean P,Q € K|[x] polinomios. Entonces PQ es separable si y solo si P y Q son
separables y (P, Q) = 1.

Demostracion. Si (P,Q) = R # 1, entonces toda raiz de R aparece dos veces en el producto
PQ), por lo que P() es inseparable. Y si alguno de los dos es inseparable, es evidente que PQ)
también lo es.

Por otro lado, si (P,)) = 1 y ambos polinomios son separables, entonces todas las
raices de P son distintas y lo mismo ocurre con las de Q). Ademés, como (P, Q) = 1, estos
polinomios no pueden compartir raices dada la observacién de mas arriba. Por lo tanto, PQ)

es separable. O

Proposicién 2.10. Sea P € K|z| un polinomio no constante y sea P' su polinomio derivado.

Entonces P es separable si y solo si (P, P") = 1.

Demostracion. Por definicion, P es separable si y solo si toda raiz a de P es de multiplicidad
1. El Teorema nos dice que esto ocurre si y solo si, para toda raiz o de P, tenemos que
P'(a) # 0. Esto es equivalente a decir que P y P’ no tienen raices en comun. Finalmente, el

Lema nos dice entonces que esto es equivalente a (P, P') = 1. O]

Lema 2.7. Sea P € K|z| polinomio irreducible en K|x]. Si P tiene una raiz multiple entonces

P =0.
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Demostracion. Si P € K|z], es irreducible en K|[z]| entonces los tnicos factores son P y
las constantes no nulas. Si P tiene una raiz multiple en L cuerpo de descomposicién de P
entonces Py p tienen un factor no trivial en L[z] y por Lema , tienen un factor no trivial
en Klz|. Luego (P,P') = H, gr(H) > 1. Por lo tanto, H | P A H | P’ Pero los tinicos
factores de P son las constantes no nulas y P. Como gr(H) > 1,H = Py P | P'. Como
gr(P") < gr(P), se tiene que P’ = 0. O

Con el criterio de seoarabilidad a la mano, podemos concentrarnos en los polinomios

irreducibles para probar el siguiente resultado:

Proposicion 2.11. Sea K un cuerpo de caracteristica 0. Entonces todo polinomio irreducible

P € Klx] es separable. En particular, todo polinomio es producto de polinomios separables.

Demostracidn. Sea P € K[z] un polinomio irreducible. Escribamos P(z) = > , a;z' con

n > 1 (P es irreducible y por ende no invertible y no nulo). Entonces su derivado se escribe
P'(z) =37 ia;z""'. Ahora, como na, # 0 € K, vemos que P’ es un polinomio de grado

n — 1, en particular no nulo. Y como los tnicos divisores de P son si mismo o 1 (salvo

constantes), vemos entonces que (P,P’) = 1 y por lo tanto P es separable gracias a la
Proposicién [2.10] O

Ejercicio 2.9. ;Qué falla en esta demostracion si K es de caracteristica p # 07

Veamos ahora qué podemos decir del caso de caracteristica positiva.

Para estos cuerpos K tenemos el monomorfismo de Frobenius.

Sea ¢ : K — K, a — a? es homomorfismo de cuerpos pues:

vla+b) = (a+b)P =ad’+ (f)ap_lbjt (g)ap_2b2+. A pabl T P = aP P VabeK.
(ab) = (ab)? = a’tP = p(a)p(b) Va,be K.

Por lo tanto, ¢ es inyectiva, por Lema [2.2

Proposicion 2.12. Sea K cuerpo de de caracteristica p.
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1. Sea KP?:={a?|a€ K} entonces K? es subcuerpo de K.

2. 8 K es finito y de caracteristica p entonces K = KP, es decir, Yx € K, v =y? con

y € K.
Demostracién. 1. Sean x,y € KP probaremos que x —y € K? A ay~' € K, y # 0.
P— Ay =W —  a—y—d V= (a— by € K7, car(K) = P
vyt =aP ()t = (ab )P € KP

2. En efecto, el homomorfismo de Frobenius es inyectivo y como K es finito es biyectivo. De

donde Im (p) = K? luego, K? = K. O
Esta propiedad de los cuerpos finitos es interesante y exige por ende una definicién.

Definicién 2.20. Decimos que un cuerpo K es perfecto si car(K) =0 o bien car(K) =p y

KP =K.
Ejemplo 2.25. Dada la definicion y la proposicion anterior, vemos que todo cuerpo finito

es perfecto.

El siguiente lema nos ayudard a entender qué es lo que ocurre en este caso con los

polinomios irreducibles.

Lema 2.8. Sea K cuerpo de de caracteristica p > 0 y sea P € Klx] un polinomio no
constante. Entonces P' = 0 si y solo si P € Klaf], es decir, P(z) = Y1 a;(z?)" con
a; € K.

Demostracion. Escribamos P(x) = Y77 bja? con b; € K. Entonces P'(z) = 377 jbja’~".
Vemos entonces que P’ = 0 si y solo si jb; = 0 para todo 1 < j < m. Ahora, como p =0y
J # 0 para todo j primo a p, tenemos que P’ = 0 si y solo si b; = 0 para todo j primo a p.

En otras palabras, b; # 0 solo si j = ip para algtin ¢ € N, por lo que podemos escribir

P(x) =) bpa® = a;(a?),
i=0 i=0
donde a; := b;, € K. O
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Y la consecuencia no se hace esperar.

Proposicién 2.13. Sea K cuerpo de de caracteristica p > 0 y sea P € K|x] un polinomio

irreducible. Entonces P es inseparable si y solo si P =0, es decir, si y solo si P € K|xP].

Demostracion. Supongamos que P’ = 0. Entonces (P, P') = P # 1, por lo que P es insepa-
rable gracias a la Proposicion [2.10, Por otra parte, si P es inseparable, la Proposicién [2.10
nos dice entonces que (P, P') # 1, por lo que existe un polinomio no constante @) € K{z| tal
que Q|P y Q|P'. Ahora, como P es irreducible, esto implica que () = P salvo una constante,
por lo que P|@ y por ende P|P’. Pero como deg(P’) < deg(P), la unica posibilidad es que

P’ = 0. La 1ltima afirmacién viene del lema anterior. O

Ejemplo 2.26. Un ejemplo de polinomio irreducible e inseparable es el siguiente: considere-
mos el cuerpo K = F,(t) de funciones racionales sobre el cuerpo IF,. Entonces el polinomio
P € K|x] dado por P(x) = 2P —t es irreducible e inseparable ya que P' = 0. Para probar
que es irreducible, notamos que t es un elemento primo en el anillo F,[t] y usamos Criterio

de Einsentein pues K =TF,(t) es el cuerpo de cocientes de F|[t].

Ejercicio 2.10. Sea K =T,(t). Calcule el grado [K : K?).

Ejemplo 2.27. Vemos también que F,(t) no es perfecto gracias al ejercicio anterior.
Recordemos ahora un resultado importante del curso Grupos y Anillos:

Lema 2.9 (Lema de Gauss). Sea R un dominio de factorizacion unica, sea F' = Q(R) y sea
P € Rlz|. Si P es reducible en F|x], entonces P es reducible en R|x]. Mds precisamente,

si P = AB con A,B € Flz| polinomios no constantes, entonces eziste r € F tal que

rA(z),r"'B(z) € R[z], de forma que (rA)(r~*B) es una factorizacion de P en R[z].

Ejemplo 2.28. Sea F, el cuerpo finito de p elementos. Sea L = F,(u,v) el cuerpo de
cocientes del anillo de polinomios Fplu,v] y sea K = F,(u?,v?) el cuerpo de cocientes del
anillo de polinomios Fy[u?, vP]. Demuestre que L/K es una extension de grado p?, en donde

todo elemento de L es inseparable sobre K o bien pertenece a K.
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Solucién: Considere F' = F,(u,v?) = Quot(F,[u, v?]). Note que F' = K(u) y que L =
F(v). El elemento u € F se anula en el polinomio P(x) = 2z — u? € Klz|, donde u? es
un elemento primo en el anillo F,(v?)[u?]. Por criterio de Einsenstein tenemos que P es
irreducible en F,(v?)[u?]. Luego, por lema de Gauss, tenemos que P es irreducible en K|x].
Esto implica que [F' : K] = p. Por otro lado v € L se anula en el polinomio Q(x) = 2 —vP €
F[z], donde v” es un elemento primo en el anillo F,,(u)[v?]. Por criterio de Einsenstein tenemos
que Q es irreducible en F,(u)[v?]. Luego, por lema de Gauss, tenemos que @ es irreducible
en Flx]. Esto nos lleva a que [L : F| = p. Concluimos que [L : K] = p*. Considere ahora

un elemento y € L cualquiera. Por definicion de cuerpo de cocientes y = ZEZZ%, donde

s(u,v) # 0. Note que todo polinomio 7(u,v) = po(u) + p1(w)v + -+ + pu(u)v" € Fylu,v]
satisface que r(u,v)? = po(u)? + p1(u)Pv? + - -+ + p,(u)Pv™. Ahora bien, todo polinomio
q(u) = ap + ayu + - -+ + a,u™ € Fplu] cumple con ¢(u)? = ag + a1u® + - - - 4+ a,u", puesto
que al = a;, para todo a; € F,. De esto se sigue que r(u,v)? = r(u”,v?). Por lo tanto
yP = % € K. Esto implica que el elemento y € L satisface el polinomio p(z) = 2P — a,
con a € K. Por lo tanto m, x(z) divide a 2? — a. Note que p(x) = (x — y)? en F. Por

ende m,, k(x) es inseparable o bien tiene grado 1. Esto nos permite concluir que y € L es

inseparable sobre K o bien y € K.

Definicién 2.21. Una extension algebraica E /K se dice puramente inseparable si los tinicos

elementos separables son los elementos de K.

Ejercicio 2.11. Sea K cuerpo de de caracteristica p > 0 y sea K su clausura algebraica.

Considere el subconjunto
KPr™ ={reK|3neN, 2" € K} CK.

Pruebe que L es un subcuerpo de K, que KP ™ /K es puramente inseparable y que KP ™ es

perfecto.

Como vimos, lo que falla en la demostracién de la Proposicién para cuerpos de

caracteristica positiva es que el polinomio derivado de un polinomio irreducible puede ser
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nulo, lo que no ocurre en caracteristica 0. La separabilidad de los polinomios irreducibles no
estd entonces asegurada en un cuerpo de caracteristica p > 0. Sin embargo, esta situacién se

arregla en el caso de los cuerpos perfectos.

Proposicion 2.14. Sea K un cuerpo perfecto. Entonces todo polinomio irreducible P € K|z]

es separable. En particular, todo polinomio es producto de polinomios separables.

Demostracion. El caso de caracteristica 0 corresponde a la Proposicién por lo que
podemos suponer que car(K) =p > 0. Sea P € K|x] un polinomio irreducible y supongamos
que es inseparable. La Proposicion nos dice entonces que P € K[zP], es decir que
podemos escribir P(z) = > 1" ja;z" con a; € K. Ahora, como K es perfecto, sabemos que
K = KP? y por ende, para todo 0 < i < n existe b; € K tal que a; = bf. Tenemos entonces

que
n

P(z) = Z a;x'? = Z W (2')P = Z(bixi)p = (Z bixi> :

i=0 i=0
Esto nos dice que P = QP con Q(z) = > bix’, lo que contradice el hecho que P es

irreducible. Por lo tanto P es separable. O

Definicién 2.22. Decimos que una extension algebraica de cuerpos L/K es separable si
todo elemento de L es raiz de un polinomio separable sobre K. Una extension algebraica que

no es separable se dice inseparable.
Ejercicio 2.12. Pruebe que toda extension finita de Q es separable.

Recordemos que todo elemento algebraico @ € L en una extensién L/K es raiz de un
polinomio irreducible m, x € K|[z]|. Dada la Proposicién y la ltima definicién, tenemos
entonces que toda extension de un cuerpo perfecto es separable. Esto justifica de hecho la
nomenclatura de los cuerpos perfectos, ya que las extensiones separables son aquéllas con
las que uno quiere trabajar. Una de las razones es el corolario al siguiente teorema, muy

importante en teoria de cuerpos.

Teorema 2.15. Sea L/K una extension separable y sean «, 5 € L elementos algebraicos

sobre K. Entonces K(a, 5)/K es simple, es decir, existe un elemento v € K(a, ) C L tal
que K(a, 8) = K (7).
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Corolario 2.9 (Teorema del elemento primitivo). Toda extension L/K finita y separable es

simple.

Demostracion. Asumiendo el teorema, vemos inmediatamente por induccion que el resultado
es cierto para todo subcuerpo K(«q,...,a,) C L con «; € L algebraico sobre K. Ahora,
como L/K es finita, el Teorema nos dice que es algebraica y finitamente generada, es

decir L = K (v, ..., ) para ciertos a; € L, lo que prueba el resultado. O

Demostracion del Teorema[2.13. La demostracién es distinta dependiendo de si K es finito
o infinito. Supongamos primero que K es finito de cardinal ¢. Como K («, 3) es una extensién
algebraica y finitamente generada, se trata de una extension finita de K por el Teorema [2.8
y por ende de un K-espacio vectorial de dimension finita. Vemos entonces que el cardinal
de K(a, B) es ¢" para algin m € N. Recordemos ahora un resultado del curso de Grupos y

Anillos:
Lema 2.10. Sea K un cuerpo finito. Entonces K* es un grupo ciclico.

Usando este lema, vemos que K («, 3)* es un grupo ciclico de 6rden ¢™—1. Seay € K(a, )
un generador de K(a, )" como grupo. Entonces existen my,my € N tales que v = «a'y
y™ = . Esto prueba que «, 5 € K(v) y por ende K (a, ) C K(7). Pero como v € K(«, ),

tenemos que K (o, 5) = K(7), lo que concluye la demostracién en este caso.

Supongamos ahora que K es infinito. Sean P = m, g y () = mg i los polinomios mini-
males de v y f en K[x]. Como L/K es separable, sabemos que « es raiz de un polinomio
separable P; € K|[x], pero como P es el polinomio minimal de «, vemos que P|P; y por ende
P es separable también. El mismo argumento con 8 nos dice que ) es separable y por ende
las raices de estos dos polinomios son todas distintas entre si.

Sean as,...,q,, las otras raices de P y sean [, ..., 3, las otras raices de () en algin
cuerpo de descomposicion. Consideremos los elementos

a; —

B — 65’

2<i1<m,2<j53<n.
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Como K es infinito, existe un elemento vy € K que es distinto a todos estos elementos. Sea
v = a + Y. Tenemos entonces que K(v) C K(«, ) de forma obvia, ya que vy € K. Para
concluir, debemos probar ahora que K(«, ) C K(7). Y para esto bastard con probar que
a, B € K(v).

Comencemos con 3. Notemos que por definiciéon tenemos que v — 798 = «, pero

Y=v0; =a+%(B=06) # o, 2<i<m,2<j<n,

y claramente v — v3; # o ya que  # ;. En otras palabras, la tnica forma de obtener
una rafz de P con la expresién v — yox para z € {5, [0s,...05,} es la primera igualdad.
Consideremos entonces el polinomio R € K(v)[z] dado por R(z) = P(y — vz). Entonces

es una raiz de R ya que
R(B) = P(y —pB) = P(a) = 0.

Por otra parte, para todo 2 < j < n, tenemos que 3; no es raiz de R. En efecto,

R(8;) = P(v —708;) # 0,

ya que de lo contrario o + (8 — ;) seria igual a alguno de los o, lo cual descartamos al
construir 7.

Tenemos entonces que [ es la inica raiz comin de Q € K[z] C K(v)[z] y R € K(7)[z],
lo que nos dice que (x — ) divide a @ en K(v)[z] y por ende 8 € K(v). Es facil ver entonces

que o =y — v € K(v), lo que concluye la demostracion. O

2.7. Cuerpos y polinomios ciclotémicos

En la seccién estudiamos un poco los cuerpos ciclotémicos y probamos que el po-
linomio ciclotémico ®, es irreducible. Ahora los estudiaremos en més detalle, asi como la

extension de QQ que éstos generan como cuerpo de descomposicién. Recordemos entonces:

Definicién 2.23. El n-ésimo cuerpo ciclotémico es el cuerpo de descomposicion del polino-

mio " — 1 € Q|x].
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El n-ésimo polinomio ciclotémico ®,, es el polinomio cuyas raices son las raices n-ésimas

primitivas de 1, es decir

En particular, gr(®,) = ¢(n), donde ¢ es la funcion de Euler, donde para cada n € N, ¢(n)

es el numero de enteros positivos a,1 < a < n,(a,n) = 1.

Denotemos por p, el grupo de las raices n-ésimas de la unidad y recordemos que las raices
primitivas corresponden a los generadores de este grupo ciclico. Recordemos también que en
iy se encuentran todas las raices d-ésimas de la unidad para todo divisor d|n (i.e. pg C pin)-

n

Ademés, el orden del elemento (¢ es igual a an)’ lo que nos dice que (!, aparte de ser una

_n__

) (es decir, un generador

raiz n-ésima, es una raiz primitiva d-ésima de la unidad con d =

de 114). Vemos por lo tanto que en el producto

CEpn
se encuentran todas las raices primitivas d-ésimas de la unidad para cada divisor d|n. Por
otra parte, toda raiz n-ésima de la unidad tiene que ser una raiz primitiva para algun d|n, a

saber, para d igual a su orden. En otras palabras, acabamos de demostrar lo siguiente.

Proposicion 2.15. Tenemos la igualdad polinomial
@t —1= H(I)d(x).
dn
Pero esta igualdad, ;jdonde tiene lugar? Para ello debemos estudiar los coeficientes de

®,,. Recordemos que si p es primo ya sabemos que
O (v) =P+ a1

Por otra parte, claramente ®;(z) = x — 1. Dada la Proposicién m, para averiguar P4

tenemos entonces que dividir #* — 1 por ®;®,, es decir

-1 xt—1
B, — _ — 241
e De+n 21 U7
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De la misma manera, podemos obtener ®¢ dividiendo 2® — 1 por ®;®,®3, lo que nos da
Pg(x) = 2% —z + 1.
Con esto ya podemos empezar a conjeturar que los coeficientes de ®,, son tan solo 0, 1 y

—1. Y de hecho esto es asi hasta n = 104, pero lamentablemente

Bros(x) = 2 + 247 4 2% — g3 g2 _gptl g0 _ 39 4 36 4 85
Loty B3y 82 L g31 98 026 024 022 20 4 07

Lopi6 L pI5 I3 012 9 8 90T 6 5y 2y
Pero al menos podemos demostrar que:
Proposicién 2.16. Para todo n € N, ®,, es un polinomio mdnico en Z[x].

Demostracion. La demostracién sigue la idea que veniamos usando, a saber, induccion sobre
n. Ya tenemos el resultado para n = 1 (y de hecho hasta n = 7 por lo menos).

Supongamos pues que ¢, € Z[x] y que es mdnico para todo m < n 'y probemos lo mismo
para ®,,. Gracias a la Proposicién ya sabemos que

" —1= H(I)d(x) = H O 4(x)P, (),
dln dn,d<n

lo que nos dice inmediatamente que ®,, es moénico ya que todos los otros polinomios en la
igualdad lo son. Ademads, obtenemos que 2" — 1 = P®,, con P € Z[z], ya que P corresponde
al producto de los @4 con d|n y d < n, los cuales estédn todos en Z[z].

Usando lema de Gauss, vemos que existe r € Q tal que z" — 1 = (rP)(r7'®,) y
rP,r~1®, € Z[x]. Ahora, sabiendo que P y ®, son ménicos, vemos que rP,r~'®, € Z[z]

solo si r = 1, por lo que ®,, € Z[z], lo que concluye la demostracién. ]

Gracias a este resultado, vemos que la factorizacién dada por la Proposicion [2.15( ocurre
en Z[x]. Cabe preguntarse ahora si esta factorizaciéon puede ser reducida a factores mds

pequenos o si cada ®,, es irreducible en Z[x] (o Q[z], dado el Lema de Gauss).

Proposicién 2.17. Para todo n € N, el polinomio ®,, es irreducible en Q[z].

20



Cuerpos y Algebras Alicia Labra F. Ciencias/UChile

Demostracion. Como decfamos, bastard con demostrar que ®,, es irreducible en Z|x] gracias
al Lema de Gauss. Supongamos entonces por contradiccién que ®,, = PQ con P,Q € Z[x],

P irreducible y ) no constante, ambos monicos.

Sea ¢ una raiz de P. Como se trata de una raiz de ®,,, sabemos que ( es una raiz primitiva
n-ésima de la unidad. Sea ahora p un primo que no divide a n. Entonces (p,n) = 1 y por lo
tanto (P es también una raiz primitiva n-ésima de la unidad y por ende raiz de ®,,.

Supongamos por un instante que (P es raiz de (). Entonces ( es raiz del polinomio
R € Zz] dado por R(z) = Q(aP). Pero como P es irreducible y ménico y P({) = 0,
sabemos que P = m¢ g, lo que nos dice que P|R por la Proposicién ya que R(¢) = 0. Sea
S € Z[x] tal que R = PS y consideremos la reduccién médulo p de esta igualdad, es decir

R = PS € F,[z]. Ahora, notemos que, en F,[z],

P(x)S(x) = R(z) = Q(a”) = Q(2)",
ya que a? = a para todo coeficiente a € F,,. Como F,[z] es un DFU, vemos que Py @Q tienen
al menos un factor en comin en F,[x], lo que nos dice que el polinomio ®,, = PQ € F,[x]
tiene al menos una raiz multiple en F, y por ende el polinomio 2™ — 1 tiene al menos una
raiz multiple en F,. Pero este polinomio es separable en F,[x] ya que su derivado es na" !,
el cual es claramente coprimo a x™ — 1. Esto es una contradiccién que nos asegura que ¢ no
es una raiz de Q).

Sabemos entonces que, para toda raiz ( de P y para todo primo p que no divide a n, ¢?
es una raiz de P. Sea ahora ¢ una raiz de P y a € N un entero tal que (a,n) = 1. Entonces
a=p1---pr con (p;,n) =1, por lo que (P es una raiz de P, por lo que (¢P*)P? es una raiz
de P, y asi sucesivamente hasta ver que (* = (PP es una raiz de P para todo entero a
primo a n. Esto nos dice que P tiene al menos p(n) raices y por ende su grado es al menos
@(n). Pero gr(P) < gr(®,) = ¢(n). Esto prueba que ) es constante, contradiciendo nuestra

hipétesis inicial sobre la reducibilidad de ®,,, lo que prueba que es irreducible. O

Corolario 2.10. [Q(¢,) : Q] = ¢(n).
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Demostracion. En efecto, dada la Proposicién anterior, vemos gracias a Proposicién que

®,, = me, o- El Teorema[2.7nos dice entonces que [Q((y,) : Q] es igual a gr(®,) = ¢(n). O

3. Teoria de Galois

Cuando tomamos un cuerpo de descomposicién de un polinomio P € K][z], en cierto
modo, agregamos a K todas las raices de P. Sin embargo, también en un cierto modo,
todas estas raices son el mismo objeto ya que tienen la misma definicién, a saber, son “el”
objeto tal que P(a) = 0. ;Por qué la existencia de una raiz implica casi inmediatamente
la existencia de otras distintas? ;De ddénde viene esta diferencia? La Teoria de Galois, cuyo
nombre original era “Teoria de la ambiguedad”, estudia estas diferencias y similitudes entre
los diversos elementos algebraicos que uno agrega a un cuerpo al descomponer un polinomio.

La teora de Galois es un puente entre el algebra clasica, el estudio de ecuaciones polino-
miales, y el algebra moderna que enfatiza aspectos mas estructurales como cuerpos, anillos,

grupos etc.

3.1. El grupo de automorfismos de un cuerpo

El objeto crucial que consideraremos es el siguiente:

Definicién 3.1. Sea K un cuerpo. Denotamos por Aut(K) el grupo de automorfismos de

cuerpo de K, es decir:
Aut(K) = {0 : K — K | 0 isomorfismo de cuerpos}.

Recordemos que se trata de un grupo con respecto a la composicion de funciones.

Sea 0 € Aut(K). Diremos que o fija a un elemento o € K si o(«) = . Diremos que o
fija a un subcuerpo Ky C K si 0|k, = id|k,, es decir, si o fija a o para todo o € K.

Sea L/K una extension. Entonces el subgrupo de los automorfismos que fijan K es de-

notado por

Aut(L/K) ={o € Aut(L) | o|x = id|k}.
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Ejercicio 3.1. Pruebe que Aut(L/K) es efectivamente un subgrupo de Aut(L).

Al no mover al cuerpo K, el grupo Aut(L/K) deja invariante al anillo K [z] y por ende a
todos sus polinomios. Sin embargo, el grupo si mueve a los elementos de L, muchos de los cua-
les estan definidos por polinomios en K [z]. En otras palabras, la accién de Aut(L/K) respeta

las “descripciones” de los elementos de L que son algebraicos sobre K. Mas precisamente:

Proposicién 3.1. Sea L/K una extension y o € L un elemento algebraico sobre K. Enton-
ces, para todo o € Aut(L/K), o(a) es una raiz del polinomio ma x € K[z]. En particular,
a y o(a) tienen el mismo polinomio minimal o irreducible. En otras palabras, o permuta las

raices de los polinomios irreducibles.

Demostracion. Sea P = m, i dado por P(z) = > ja;z" con a; € K. Entonces P(a) = 0
por definicién. Ahora, como o fija a K, tenemos que o(a;) = a; para todo i. Y como o es un
homomorfismo, obtenemos:

P(o(a)) =Y aio() =) ola)o(a’) =0 (Z aiozi) = o(P()) = 0(0) = 0,

i=0 i=0 i=0

lo que prueba que o(«) es una raiz de P. ]

Ejemplo 3.1. Determinemos el grupo Aut(L/Q) para L = Q(v/5), L = Q(v/5) y L = Q(5).

En el primer caso, sabemos que una Q-base de L es {1, \/5}, por lo que todo elemento
se escribe de la forma a + b\V/5 con a,b € Q. Sea o € Aut(L/Q). Como o es la identidad
sobre Q y un homorfismo sobre L, vemos que o(a + b\/g) =a+ ba(\/g), por lo que basta
con fijar la imagen de \/5. Ahora, dada la Proposicion sabemos que o(\/5) es una raiz
de 2? — 5, osea, igual a +v5. Si 0(\/5) = \/5, entonces o = idy. De lo contrario tenemos
que o(a + b\V/5) = a — b\V/5. Esta férmula nos da un homomorfismo de cuerpos ya que
claramente es Q-lineal (en particular, respeta la suma) y biyectiva, y en lo que concierne a

la multiplicacion, tenemos:

o((a+ bV5)(c+ dV5)) = a(ac + 5bd + (ad + bc)V/5)
= ac + 5bd — (ad + be)V5 = (a — bV5)(c — dV5) = o(a + bV5)o(c + dV5).
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Si llamamos entonces oy a este automorfismo particular, tenemos que Aut(L/Q) = {idy, o0} ~

7.)27.

En el sequndo caso, sabemos que una Q-base de L es {1,\3/5, \3/52}, por lo que todo
elemento se escribe de la forma a + b3/5 + cv 5 con a,b,c € Q. Sea 0 € Aut(L/Q). Co-
mo o es la identidad sobre Q y un homorfismo sobre L, vemos que o(a + b5 + 6\3/52) =
a+ba(3/5)+co(/5)?, por lo que basta con fijar la imagen de /5. Ahora, dada la Proposicion
sabemos que o(3/5) es una raiz de x* —5. Pero sabemos bien que las otras raices de este
polinomio son complejas y que Q(\‘?’/g) estd contenido en los reales. Por lo tanto, la unica raiz
de 3 — 5 que estd disponible en L es la misma /5, por lo que o = idy. Tenemos entonces

que Aut(L/Q) = {idL} es el grupo trivial.

En el tercer caso, sabemos que una Q-base de L es {1,(s5,¢2, (2} Una vez mds vemos
entonces que o € Aut(L/Q) estd completamente determinada por la imagen de (5. La Pro-
posicio’n nos dice entonces que 0’(\/5) es una raiz quinta primitiva de la unidad, es decir,
o(¢s5) = (57 cona, € {1,2,3,4}. Al igual que en el primer caso, podemos verificar a la mano
que cada uno de estos casos define un homomorfismo de cuerpos, pero es mas facil usar la
Proposicion |2.2 para notar que tal isomorfismo existe y es unico. Si denotamos por o; el
automorfismo tal que a, = i, entonces Aut(L/Q) = {0y = idy, 09, 03,04}, grupo isomorfo a

(Z/5Z)* via el homomorfismo de grupos o; — i mbd 5.
Ejercicio 3.2. Determine el grupo Aut(L/Q) para L = Q(v/3,1)

Ejercicio 3.3. Demuestre que, para todo cuerpo K de caracteristica 0, Aut(K) = Aut(K/Q).

¢ Cudl es la proposicion andloga en caracteristica positiva?
Ejercicio 3.4. Determine el grupo Aut(Q(i)(+/3)/Q(3)).

El principio de concentrarse en los generadores de una extension para calcular automor-
fismos como hicimos en estos ejemplos, nos permite demostrar el siguiente corolario de la

Proposicién |3.1], el cual nos sera ttil mas adelante.
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Lema 3.1. Sea L/K una extension finita. Entonces el grupo G = Aut(L/K) es finito.

Demostracion. En efecto, sabemos entonces que L = K(ay,...,q,) para ciertos elementos
algebraicos a; € L para los cuales definimos m; = deg(ma, x). La Proposicién nos dice
que, para todo o € G'y para todo 1 <7 < n, ¢ induce una permutacién 7,; € S,,, de las m;
raices de mq, k. Vemos facilmente que esto define homomorfismos G — S, y, tomando el

producto de ellos, obtenemos un homomorfismo de grupos

gp:G—)ﬁSmi

i=1

0= (Tots oy Tom)-

Ahora, si 7,; = id para todo 1 < ¢ < n, entonces o fija a todos los «; y por ende fija a
todo L = K(ay,...,a,) ya que fija también a K por definicién. Esto prueba que o = id y
por ende el homomorfismo ¢ es inyectivo. Por lo tanto, G es un subgrupo del grupo finito

H?:l sz ]

El caso de un cuerpo de descomposicién

La diferencia entre el segundo de los tres ejemplos acd arriba y los otros dos radica en que
el segundo es el iinico que no es un cuerpo de descomposicién. Cuando lidiamos con un cuerpo
de descomposicién, sabemos que todas las raices del polinomio estan presentes y por ende
tenemos mas posibilidades para permutarlas, lo que lleva a la existencia de automorfismos
en Aut(L/K). Cuando el cuerpo es solo de ruptura, la existencia de otras raices no esté
asegurada, lo que se vio claramente en el segundo caso. Estudiemos pues mas en detalle el
caso de los cuerpos de descomposicion.

Recordemos ante todo que el Teorema nos dice que, dado un isomorfismo ¢ : K —
K’, un polinomio P € K[z] y su imagen P’ en K'[z], y los cuerpos de descomposicién
respectivos L y L', existe un homomorfismo ¢ : L — L' que extiende . Lo que nunca
hicimos en ese entonces, es preguntarnos cuantos homomorfismos 1) pueden existir, y esto es

crucial para el estudio de Aut(L/K).
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Proposicién 3.2. Sean K, K', o, P, P, L, L' como acd arriba. Entonces el nimero de iso-
morfismos ¥ : L — L' que extienden ¢ es menor o igual a [L : K] y la igualdad se obtiene

si y solo si L/ K es separable.

Demostracion. Demostraremos el resultado por induccién sobre n = [L : K]. El caso n =1
es evidente, ya que entonces L = Ky L' = K’, por lo que v esté forzado a ser ¢ y es por
ende unico (y nétese que L/K es obviamente separable).

Supongamos ahora que el resultado es valido para todo cuerpo de descomposicion de
grado menor que n sobre otro cuerpo. Escribamos P = QR con Q, R € K[z] y @ irreducible
y tomemos una raiz « de ). Si denotamos por Q' y R’ las imégenes respectivas de Q y R
en K'[z] via ¢, tenemos que P’ = Q'R’. Entonces, para todo ¢ : L — L' que extiende ¢,
tenemos que Q' (¢ (a)) = ¥(Q(a)) = 1(0) = 0, por lo que la imagen de « tiene que ser una
raiz de )'. Vemos entonces que toda extensiéon ¢ de ¢ genera un homomorfismo de cuerpos
o : K(a) — L' dado por la eleccién de una raiz 8 del polinomio @’'. Ahora, no hay més que
deg(Q') = deg(Q) = [K(a) : K] homomorfismos o : K(a) — L’ que extienden ¢ : K — K’
ya que no hay méas que deg(Q’) raices . Ademds, la Proposiciénnos asegura que existe un
tal homomorfismo para cada raiz 8 de @', por lo que hay ezactamente [K(«) : K| extensiones
si y solo si Q' es separable, lo que ocurre si y solo si () es separable.

Sabiendo que [L : K] = [L : K(«a)|[K(«) : K], vemos que solo nos falta contar las
extensiones de un o : K(«a) — L' dado a isomorfismos ¢ : L. — L. Fijemos entonces un tal
o, definamos = o(«a) de forma que o(K(a)) = K'(8) y notemos que [K(«) : K] > 1, por
lo que [L : K(a)] < n. Esta claro que L y L son los cuerpos de descomposicién respectivos
de P € K(a)[z] y P € K'(8). Podemos entonces usar la hipétesis de induccién con respecto
a K(a),K'(B),0,P,P',L, L', 1o que nos dice que no hay mas que [L : K(a)] extensiones
Y:L— L'deo: K(a)— K'(B), con igualdad si y solo si P es separable.

En conclusién, para cada una de las (a lo méas) [K(«) : K| extensiones o de ¢, hay (a lo
més) [L : K(«)] extensiones ¢ de o, por lo que hay (a lo mas) [L : K] extensiones ¢ de ¢,

con igualdad si y solo si P es separable. O
Aplicando esta proposicién al isomorfismo id : K — K y a L' = L, podemos estudiar
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Aut(L/K).

Corolario 3.1. Sea L el cuerpo de descomposicion de un polinomio P € Klz|. Entonces

|Aut(L/K)| < [L : K] y se tiene la igualdad si y solo si P es separable.

3.2. El grupo de Galois, subgrupos y subcuerpos

El tipo de extensiones del tultimo corolario es precisamente el que nos interesa en Teoria

de Galois, por lo que les daremos un nombre preciso.

Definicién 3.2. Una extension finita L/ K se dice de Galois o galoisiana si |[Aut(L/K)| =
L : K]. Si L/K es galoisiana, entonces denotamos el grupo Aut(L/K) por Gal(L/K) y lo

llamamos el grupo de Galois de la extension.

Observacion 3.1. Esta definicion no permite una generalizacion directa para extensiones
infinitas. Resulta ademds que el resto de la teoria de Galois requiere algunas modificaciones
para obtener resultados esperados como la correspondencia entre subextensiones y subgrupos.

En estos apuntes solo consideraremos extensiones algebraicas finitas.

Ejemplo 3.2. Si L es el cuerpo de descomposicion de un polinomio separable P € K|x],
entonces L/ K es galoisiana. En ese caso, decimos que Gal(L/K) es el grupo de Galois del

polinomio P.

Ejemplo 3.3 (Cuerpos ciclotémicos). Sabemos por definicion que Q((,) es el cuerpo de
descomposicion del polinomio z" — 1 € Qlz], polinomio separable ya que corresponde al
producto de los polinomios irreducibles (y distintos entre si) ®4 para d|n, los cuales son
todos irreducibles (y por ende separables ya que estamos en caracteristica 0). El Corolario
nos dice entonces que Q((,)/Q es una extension galoisiana y que su grupo de Galois es
de orden ¢(n).

En este caso podemos ir un poco mds lejos y afirmar que Gal(Q((,)/Q) ~ (Z/nZ)*. En

efecto, como vimos en el caso de n =5 mds arriba, basta con definir un isomorfismo

(Z/nZ)" = Gal(Q(¢n)/Q) = [a mdd n] = [oa : Q(Cr) = Q(Cn) : Gu = .
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El hecho de que o, es un isomorfismo viene de la Proposicion ya que () es una raiz
primitiva de la unidad al igual que G, (i.e. una raiz del polinomio irreducible ®,, = m¢, q)

cuando a € (Z/nZ)*. Es un ejercicio facil entonces el ver que o, © 0 = Tgp.

Ejemplo 3.4. Sea K = Q(v/2,1). Entonces la extension K/Q es galoisiana y su grupo de

Galois es isomorfo al grupo dihedral de orden 8, es decir, al grupo.

2

Ds=(r,s|r*=5"=1, sr =1%s)

En efecto, K es el cuerpo de descomposicion del polinomio z* —2, cuyas raices son v/2, iv/2,
i2v/2 e i3v/2. Siendo todas distintas, vemos que el polinomio es separable y por ende el orden
de Gal(K/Q) es igual a [K : Q] = 8. Ahora, un automorfismo ¢ : K — K debe cumplir
©(V2) = iV/2 con a € {0,1,2,3} y también (i) = (—1)% con b € {0,1}, ya que éstas son

las dos raices de 2> +1 =m;o(z). Definamos entonces una aplicacion
f:Gal(K/Q) — Dg: @ — s,

donde a y b son los enteros dados acd arriba. Sabiendo que |Gal(K/Q)| = |Ds| = 8, bastard
con demostrar que se trata de un homomorfismo de grupos inyectivo para probar que son
isomorfos.

Consideremos entonces dos automorfismos o, € Gal(K/Q) y sean f(p) = r%s* y f(v) =
d

r¢s® sus respectivas imdagenes en Dg. Esto nos dice que

Vemos entonces que

(o) (V2) = p((V2)) = (i°V2) = p(i)°@(V2) = (—1)¥i%V/2 = jatet2bey/a,

(po)(i) = o((i)) = o((—=1)%) = (=1)%p(i) = (=1)*(=1)% = (—1)"".

Por lo tanto, f(p o) = roter2egbttd ¢ Do Por otra parte, un cdlculo directo nos dice que

b

shre = rc+2bcsb

, por lo que
f(@)f(w) — TaSbT’CSd _ Tarc+2bcsbsd — 70a+c+2bcsb+d —_ f(SD o w))
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lo que confirma que tenemos un homomorfismo de grupos.
La inyectividad es evidente, ya que la imagen de o es trivial si y solo si p(v/2) = V2 y
©(i) =1, lo que implica que ¢ fija a todas las raices de x* — 2. Pero K es el cuerpo generado

por estas raices, por lo que ¢ fija a K y corresponde por ende a la identidad sobre K.

Ejercicio 3.5. ;Es Q(v/3,V7) una extension galoisiana de Q? Si lo es, calcule su grupo de

Galois y diga a qué grupo es isomorfo.

Ejercicio 3.6. Encuentre el cuerpo de descomposicion y el grupo de Galois del polinomio
P € Qx] dado por P(x) = 2% — 3z + 1. 4A qué grupo es isomorfo? Hint: Verifique que el
discriminante del polinomio es un cuadrado en Q y use la formula para las soluciones de

una ecuacion cubica.

Dejando de lado los ejemplos, volvamos a la Teoria de Galois. Asociando un grupo G =
Gal(L/K) a toda extension galoisiana L/ K, la teoria de Galois nos permite mirar y comparar
subobjetos en dos contextos distintos: subgrupos H < G y subcuerpos K C M C L. La

siguiente proposicion nos permite comenzar estas comparaciones.

Proposicién 3.3. Sea L un cuerpo, sea G = Aut(L) y sea H un subgrupo de G. Entonces
el subconjunto Fix(H) C L dado por

Fix(H):={a€ L|o(a)=a,Vo € H},
es un subcuerpo de L.

Definicién 3.3. El subcuerpo dado por la proposicion anterior se llama el cuerpo de los

invariantes o cuerpo fijo de H y se denota por L.
Demostracién. Siguiendo la Proposicién 2.1} todo lo que tenemos que demostrar es que:
» Va,y € Fix(H), x —y € Fix(H);

» Va,y € Fix(H) \ {0}, zy~* € Fix(H).
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Ahora, vemos claramente que, dados z,y € Fix(H), para todo 0 € H C Aut(L) tenemos

que
» o(x—y)=o0(x) —o(y) =x —y, por lo que z — y € Fix(H);

» o(zy™') =o(x)o(y) ™ =xy ! siy#£0, por lo que zy~! € Fix(H).

]

Ejercicio 3.7. Sea K un cuerpo, G = Aut(K) y sean Hy < Hy < G subgrupos de G. Pruebe

que Fix(Hsy) es un subcuerpo de Fix(Hy).

Tenemos entonces una manera de asociar subcuerpos a los subgrupos de un grupo de
Galois. Cabe preguntarse si tenemos algo parecido en el sentido inverso. El siguiente lema

va en esta direccién.
Lema 3.2. Sean K C L C M cuerpos. Entonces Aut(M/L) es un subgrupo de Aut(M/K).

Demostracion. Ya vimos a modo de ejercicio que ambos grupos son subgrupos de Aut(M),
por lo que bastard con notar que Aut(M/L) C Aut(M/K). Ahora, esto es evidente ya que

un automorfismo que fija a L forzosamente fija a K C L. O

El corolario evidente es que, dada una extensién galoisiana L/K de grupo de Galois G,
un subcuerpo K C M C L define un subgrupo de G = Aut(L/K) sencillamente como
Aut(L/M).

Ejercicio 3.8. Sea K un cuerpo, G = Aut(K) y sean Hy < Hy < G subgrupos de G. Pruebe

que Fix(Hsy) es un subcuerpo de Fix(Hy).

Vemos entonces que, por una parte, a cada subcuerpo de una extensién galoisiana L/K
podemos asociarle un subgrupo del grupo de Galois G = Gal(L/K). Por otra parte, a cada
subgrupo del grupo de Galois podemos asociarle un subcuerpo de la extension. Ademas, esta
ida y vuelta entre cuerpos y grupos invierte las inclusiones gracias a los lemas y ejercicios
precedentes. El teorema fundamental de la Teoria de Galois es que esta ida y vuelta es

ademas una biyeccion, lo cual no tiene nada de evidente. Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 3.5. Volvamos al ejemplo de la extension K/Q con K = Q(+/2,1). Sea G su grupo
de Galois, el cual es isomorfo a Dg como ya vimos. Intentemos ahora encontrar todos sus
subgrupos y de obtener los cuerpos fijos respectivos. Un diagrama de los subgrupos de Dg es

el siguiente:

-
\\

Usando el isomorfismo entre G y Dg que definimos mds arriba, podemos interpretar v y s

(id)

como automorfismos en Aut(K/Q):
7,(\4/5) = Zlc/i 7‘(2) = i? Yy S(%) = %, S(Z) = —1.

Ast, vemos por ejemplo que el subcuerpo correspondiente al subgrupo (r) corresponde al
subcuerpo de los elementos fijos por v, por lo que v/2 & Fix((r)), pero i € Fix((r)). Esto nos
hace pensar que Fix((r)) = Q(i), pero debemos demostrar que no hay mds que esto. Notemos

entonces que una Q-base del cuerpo K es
(1,0, V2,i¥2, 2, iv/2" V2’ iv/2"Y,

(para convencerse de esto, basta con notar que los 4 reales son una Q(i)-base de K ) y que r
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y s corresponden en esta base respectivamente a las matrices

100 0 0 O 0 O 1 0 0 0 0 0 0 O
o100 0 0 O 0 O 0O -1 0 0 0 O O O
oo00-1 0 0 0 O 0O 01 0 0 0 0 O
oo1 0 0 0 0 O 0 0 0 -1 0 0 0 O
o000 0 -1 0 0 0 ’ 0 0 0 01 0 0 O
oo0o0o 0 0 -1 0 O 0O 0 06 00 -1 0 0
oo0oo0 0 0 0 0 -1 0 0 0 00 0 1 O
oo0oo0 0 0 0 -1 0 0 0 06 0 0 0 0 -1

Un poco de dlgebra lineal nos dice entonces que Fix({r)) es efectivamente el subespacio de los
a+ bi con a,b € Q, es decir, Fix((r)) = Q(i). De la misma manera vemos por ejemplo que
Fix((s)) es Q(v/2). Y calculando las matrices correspondientes a los otros elementos de Dg

(lo cual es fdcil dada la simplicidad de las de v y s), obtenemos fdcilmente la lista siguiente:
» Fix(Dg) = Q;
= Fix((r2,s)) = Q(v2);
= Fix({r)) = Q(i);
» Fix((r2,rs)) = Q(iv2);
= Fix((s)) = Q(V2);
= Fix((r?s)) = Q(iv/2);
» Fix((r?)) = Q(v/2,i);
. Fix((rs)) = Q(iv/2");
- Fix((rs)) = Q(V2);
« Fix((id)) = K = Q(v/2,1);
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Poniéndolo en forma de diagrama, obtenemos jel inverso del diagrama anterior!

Q(V2,1)

Q(V2)"  QGv2) QW24  QGv2) QWD)

I N

Q(v2) Q) Q(iv2)

~ 7

Q
Ejercicio 3.9. Encuentre los subgrupos de Aut(Q((5)/Q) y los respectivos cuerpos fijos.

Haga lo mismo con Aut(Q(v/3,+v/7)/Q) y con Aut(Q(v/3,4)/Q). En los tres casos, dibuje los

~.

diagramas respectivos.

Ejercicio 3.10. En cada uno de las 3 extensiones K/Q anteriores (ejemplo + ejercicio),
considere dos subgrupos 1 < H; < Hy, < G y compare [Hy : Hy] con [K™T : K], ;Qué

puede concluir?

3.3. El Teorema Fundamental de la Teoria de Galois

Vistos estos ejemplos, uno podria preguntarse si existen otros subcuerpos aparte de los

que acabamos de dibujar. Es a esto que responde el siguiente teorema:

Teorema 3.1 (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois). Sea L/K wuna extension
galoisiana de grupo de Galois G. Entonces existe una correspondencia biyectiva entre los

subcuerpos K C M C L y los subgrupos H < G dada por
C={M cuerpo |[KCMCL} +— G={H grupo | H <G}
M > Aut(L/M)
Lt < H
Esta correspondencia invierte las inclusiones, es decir, si M, M’ € C corresponden respecti-

vamente a H H' € G, entonces M C M' < H' < H. Ademds, en este caso, tenemos que
(M’ : M| =[H: H'|.
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Para demostrar este resultado, necesitaremos previamente la nocion de caracteres de un

grupo.

Definicién 3.4. Sea G un grupo y K un cuerpo. Un caracter de G con valores en K es un
homomorfismo de grupos x : G — K*.
Esta nocion corresponde a la de cardcter lineal en el contexto mds general de teoria de

representaciones.

Dado un grupo G de orden n (puede ser infinito), consideraremos el conjunto de las
funciones {G — K} como un K-espacio vectorial de dimensién n, el cual denotaremos por

Ve ~ K. Un caracter x puede ser visto entonces como un elemento particular de V.

Proposiciéon 3.4. Sean xi,...,xn caracteres distintos de un grupo G con valores en un
cuerpo K. Entonces el conjunto de vectores {xi,...,Xn} C Vg es K-linealmente indepen-
diente.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que el conjunto es linealmente dependiente.
Entonces existen elementos a1, ..., a, € K, no todos nulos, tales que Y a;x; = 0 € V.
Como existe al menos una combinacién lineal no nula, podemos considerar una de ellas con un
numero minimal m de a; no nulos. Salvo reordenamiento de los y;, podemos asumir entonces
que existen ar, ..., a, € K* tales que > ", a;x; = 0 y que no existe una combinacién lineal
nula con menos sumandos (excepto la trivial).

Ahora, como se trata de funciones, la ultima igualdad es equivalente a »_." a;x;(g) =0
para todo g € G. Sea ahora gy € G tal que x1(g0) # Xm(go). Un tal elemento existe ya que
X1 # Xm. Entonces podemos escribir > " a;x:(990) = 0 ya que ggo € G. Esto nos dice que

> aixi(ggo) = ZazXz 9)xi(90) sz go)aixi(g) =0 Vg eG,

y por otra parte, multiplicando derechamente la suma original por x,,(go):

m

ZXM(QO)aiXi(g) =0 Vged.

=1
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Restando ambas igualdades, tenemos entonces que

m

Z(Xi(%) — Xm(90))aixi(9) =0 Vge€G,

i=1
es decir, > (xi(g0) — Xm(90))aix; = 0, y esta combinacién lineal es no trivial ya que
Xm(g0) — x1(g90) # 0, pero tiene un elemento menos que nuestra combinacién original ya que

el ultimo término desaparece. Esto contradice la minimalidad de m. O

Notacién. Ya sabemos que todo homomorfismo de cuerpos o : K — L es inyectivo, lo
que nos permitio siempre ver K como un subcuerpo de L. A partir de ahora, estaremos
considerando varios homomorfismos o; : K — L a la vez, por lo que serd importante tener
en cuenta el homomorfismo y no solo su imagen como subcuerpo de L. FEs por esto que
introduciremos la nocion de incrustacion, que no es mds que un homomorfismo de cuerpos

(forzosamente inyectivo) o : K — L.

Observacion 3.2. Toda incrustacion o : K — L induce un homomorfismo de grupos mul-
tiplicativos K* — L*, por lo que a toda incrustacion le podemos asociar un cardcter x, de

K* con valores en L.

Corolario 3.2. Sean o1, ...,0, incrustaciones distintas de un cuerpo K en un cuerpo L.
Entonces el conjunto de los caracteres {x,,} es linealmente independiente en V. En par-
ticular, s1 L = K, tenemos que distintos automorfismos de un cuerpo K inducen caracteres

linealmente independientes.

Con esto ya podemos demostrar el resultado que nos dara la tltima linea del Teorema

B.1

Teorema 3.2. Sea L un cuerpo, G un subgrupo finito de Aut(L) y sea K = L%. Entonces
[L: K] = |G|, es decir, [L : L¢] = |G].

Demostracion. Recordemos que los elementos de GG pueden ser vistos como incrustaciones

o : L — L, por lo que los denotaremos por o1 = 1,09, ...,0,}. Supongamos que n > [L : K|
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y lleguemos a una contradiccién. Sea m = [L : K|. Luego hay una base wy, ..., w,, de L

sobre K. Formemos un sistema de ecuaciones que tiene n incognitas y m ecuaciones

or(wy)r+ ... +op(w)x, =0
or(we)r1+ ... +op(w)x, =0
(%)
or(wm)r1+ ... Fon(wy)r, =0
Como n > m, hay solucion no trivial Sy,..., 5, € K.

Queremos probar que Ya € K, o1(a)f1 + ...+ on(@)B, = 0 con S; no todos nulos. Por
lo tanto, o1, ..., 0, son linealmente dependientes sobre K. Contradiccién.
Sean ay, . . ., a,, elementos arbitrarios de L, luego o;(a;) = a;V j, pues K = Fix(G) = L°.

En el sistema (*) multipliquemos la primera ecuacién por aq, la segunda ecuacién por

as, ..., la m-ésima ecuacién por a,, y queda:
o1(aywy)ri+ ... Fop(awi)x, =0
o1(agwe)ri+ ... Fop(aws)x, =0
o1(amwp)ri+ ... Fop(anwy)r, =0
Como [y, ..., [, es solucién no trivial, tenemos
oi(ayw)pi+ ... +ou(awr)B, =0
o1(amwp) i+ .. Fop(anwy)B, =0
Sumando, queda:
o1(aiwy + agwat ... Fapwn)b
+oo(aiwy + aswat+ ... Fanwy)Be
+on(awy + agwe+ ... +auwey)B, =0
Como ay,...,a, son arbitrarios y wy,...,w, es base de L sobre K, se tiene que para cada

a € L o(a)p + ...+ 0()B, =0, con f3; no todos nulos y asi {oy...0,} linealmente

dependiente sobre K. Contradiccién. Por lo tanto, n < [L : K] = m.
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Nos falta eliminar el caso n < [L : K] Probaremos que también en este caso hay con-
tradiccion. Como n < [L : K] entonces el nimero de elementos de L que son linealmente
independientes sobre K es mayor que n. Supongamos que aq, ..., x,+1 € L son linealmente

independientes sobre K, y consideremos el sistema de ecuaciones:

g1 (O[l)f[‘l + 02(&2)1’2+ co. toq (an+1)xn+1 =0
O'n<a1>331 + Un(()ég)xg—i- R +O’n<06n+1)£l:n+1 =0
de n ecuaciones y n+ 1 incognitas, luego, hay solucién no trivial 5y, ..., 8,1 no todos nulos.

oi(a1)Bi +oi(a2)Ba+ ... + 0i(ni1) B =0 (M)
Ademas se tiene que al menos uno de los f; € K. Pues si §; € K Vi entonces o1(ay)5; +
oo+ o1(ani1)Bryr = 0 con S; no todos nulos, B; € K. Contradiccién pues {aq, ..., an 1},
es linealmente independiente sobre K, y o; automorfismo, luego {o1(a1),...,0n11(ni1}

linealmente independiente sobre K.

Entre todas las soluciones fi,...,[,¢1, tomemos un nimero minimal r con 5; # 0.
Reordenando si es necesario quedan (S, ..., [,), con §; #0Vi=1,---  r minimo.
e e e P , /B -
Si dividimos por f,, tenemos (81, 55, ..., 5.1, 1) donde g = -y tenemos una expresion.

oi()By + ...+ oilr1)Biy +oi(ay) =0,8,#0.Vi=1,....r—1 (M)

Supongamos que 1 € K. Luego, #] ¢ K cuerpo fijo por G, es decir, Jkq tal que oy, (8]) # 5.
Por lo tanto,

Vi=1,....,r =1, oy (cj(c1)B]) + ...+ ok (0j(r1)B._1) + 0k, (05(;)) =0

y

(0 © ) (1) a1y (B1) + - + (ko © 03) (A1) 0ko (B} 1) + Ty © 75(1r) = 0

Como G es grupo oy, 001, ...,0k © 0, son los o; en algin orden. Sea oy, 00 = 0y, ©,7 €

{1,...,n}. Tenemos asi
oi(ar)ok, () + ...+ oi(_1)ok, (Br_y) + 0i(a,) =0, Vi=1,....r =1 (N)
(M) - (N) :
oi(on)[By — o (B + - - + oilar-1)[B 1 — 0k, (B,1)] = 0
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Como [ — oy,(8;) # 0, hay contradiccién con la eleccién de r. Por lo tanto, el caso n <
[L : K] lleva a contradiccién y finalmente se tiene entonces que n=1[L: K|y |G| =[L:

K]. 0

Observacién 3.3. En el teorema anterior tomando G = Aut(L) y K = LE se tiene [L :

K] = |Aut(L)|.

El primer corolario que podemos deducir de este resultado es una generalizacién del

Corolario [3.11

Corolario 3.3. Sea L/K una extension finita. Entonces |Aut(L/K)| < [L : K| y se tiene
la igualdad si y solo si K = Fix(Aut(L/K)).

Demostracion. Sea G = Aut(L/K) y sea K; = LY. Entonces K C K; C L ya que por
definicién los elementos de K son fijados por G. Como L/K es finita, el Lema nos dice
que Aut(L/K) es un subgrupo finito de Aut(L). Podemos entonces aplicar el Teorema |3.2]
el cual nos dice que |[Aut(L/K)| = [L : K;] < [L: K]. Ademés, como [L : K| = [L : K;][K; :
K], tenemos igualdad si y solo si [K; : K| = 1, es decir, si y solo si K = K; = L% =
Fix(Aut(L/K)). O

Un segundo corolario inmediato es el siguiente enunciado, el cual nos acerca a la biyeccién

enunciada en el Teorema Fundamental:

Corolario 3.4. Sea L un cuerpo, G un subgrupo finito de Aut(L) y K = L%. Entonces
G = Aut(L/K).

Demostracion. Estéa claro que los elementos de G son automorfismos de L que fijan K, por
lo que G es un subgrupo de Aut(L/K). Ahora, el Teorema [3.2 nos dice que [L : K] = |G|,
mientras que el Corolario [3.3 nos dice que |Aut(L/K)| = [L : K], por lo que ambos grupos

son iguales. O

En particular, con esto ya podemos demostrar un enunciado de “inyectividad”.
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Corolario 3.5. Sea L un cuerpo y sean G1, Gy subgrupos finitos de Aut(L). Si L¢ = L&

entonces G1 = G.

Demostracidn. Supongamos que L& = L&, El Corolario nos dice entonces que
Go = Aut(L/L%?) = Aut(L/L%) = G4,
O

Ya vimos desde el comienzo que el cuerpo de descomposicién de un polinomio separable
es un ejemplo de extension galoisiana. Veremos ahora que este ejemplo es en realidad una

caracterizacion de estas extensiones, junto con la nocién de extension normal
Teorema 3.3 (Propiedades de una extensién de Galois). Sea L/K una extension de cuerpos.

1. Si L/K es galoisiana, entonces todo polinomio irreducible en K|x] que tiene una raiz

en L tiene todas las raices en L.

2. L/K es galoisiana si y solo si L es el cuerpo de descomposicion de un polinomio

separable sobre K.

Demostracion. Para demostrar la primera afirmacién, notemos ante todo que L/K es una
extension finita. Sea entonces G el grupo finito Gal(L/K) (cf. el Lema y notemos que
K = L€ por el Corolario . Consideremos entonces un polinomio irreducible P € K|x] y
a € L una raiz de P. Debemos demostrar que toda otra raiz de P esta en L.

Escribamos G = {o1,...,0,} y consideremos los elementos o;(a) € L para 1 < i < n.
Eliminando las posibles repeticiones, esto nos da elementos distintos a = aq,as,...,as € L
cont < n.Como G = Aut(L/K), la Proposicién 3.1| nos dice entonces que estos «; son todos
rafces distintas de P, por lo que el polinomio @ € L[z] definido por Q(x) := [[_,(z — )
divide a P en L[z]. Consideremos ahora la accién de G sobre L[x] via la accién en cada

coeficiente. Tenemos que para cada 7 € G,

T(Q(z)) =7 (H(fv - ozi)> = [[(z — ().

i=1 i=1
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Pero el conjunto de los 7(q;) es exactamente el conjunto de los «; ya que 7 no hace més
que permutar las raices de P (y si dos raices son distintas, entonces sus imagenes por 7 lo
son también ya que T es un automorfismo). Tenemos entonces que 7(Q) = @, por lo que sus
coeficientes estdn en LY = K. En otras palabras, Q € K[z]. Pero sabemos que Q divide a P
y este ultimo es irreducible y monico, por lo que ) = P. Vemos entonces que las raices de
P son precisamente los «;, los cuales estdan en L. Ademas, P es separable ya que los a; son

todos distintos.

Para demostrar la segunda afirmacion, notemos que el Corolario [3.1f nos indica que el
cuerpo de descomposicién de un polinomio separable es de Galois, por lo que basta con
demostrar la afirmacion reciproca. Sea entonces L/K una extensién galoisiana (y por ende
finita y separable). Por el Corolario del elemento primitivo, existe a € L tal que L = K(«)

y L es el cuerpo de descomposicion del polinomio minimal de .

O

Observacién 3.4. Una extension L/K es normal si verifica el enunciado nimero 1 del
Teorema [3.3.

Tenemos entonces varias caracterizaciones de una extension galoisiana:
s extension normal y separable;

= cuerpo de descomposicion de un polinomio separable;

» extension L/K tal que K = Fix(Aut(L/K));

w extension L/K tal que |Aut(L/K)| = [L: K].

Ya tenemos entonces todo lo necesario para demostrar el Teorema 3.1, cuyo enunciado

reescribimos aqui:

Teorema (Teorema Fundamental de la Teorfa de Galois). Sea L/K una extension galoisiana

con grupo de Galois G. Entonces existe una correspondencia biyectiva entre los subcuerpos
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K Cc M C L ylos subgrupos H < G dada por

C={M cuerpo |[KCMCL} +— G={H grupo | H <G}
M — Aut(L/M)
L7 “— H

Esta correspondencia invierte las inclusiones, es decir, si M, M' € C corresponden respecti-
vamente a H H' € G, entonces M C M' < H' C H. Ademds, en este caso, tenemos que
(M’ : M| =[H: H'|.

Demostracion. Denotemos por ¢; (resp. ¢2) las aplicaciones C — G (resp. G — C) del enun-

ciado.

Del Corolario tenemos que si H C G, entonces Aut(L/L"”) = H, de manera que
1 © g = idg. Por otra parte, si M es un subcuerpo de L que contiene a K, entonces L/M

LAWE/M) - de manera que Y9 0 1 = ide.

es una extensién de Galois y por lo tanto M =
Esto prueba en particular que ¢; y (o son biyecciones. La afirmacion sobre la inversién
de las inclusiones se deduce inmediatamente del Lema |3.2| y del ejercicio que se encuentra

justo después.

Finalmente, si M C M’ € C corresponden respectivamente a H C H' € G, la igualdad
(M’ : M| = [H : H'] se obtiene a partir de la definicién de extensién galoisiana de la siguiente

manera:
C[L:M] _ JAw(Z/M)| |

[L:M']  |Aut(L/M")| |H'|
ya que tanto L/M como L/M' son extensiones galoisianas segin lo que demostramos més

arriba. O

[M': M] =[H : H'],

Recopilemos ahora algunas consecuencias inmediatas de este teorema y de su demostra-

cion.
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Proposicién 3.5. Sea L/K una extension de Galois y sea K C M C L una subextension,

entonces L/M es de Galois y ademds

|Gal(L/ K|

[L: M) = |Gal(L/M] g [M K] = s

[]

Proposicién 3.6. Sean K C M C L cuerpos y supongamos que L]/ K es de Galois. Entonces
M/K es de Galois si y solo si Gal(L/M) es un subgrupo normal de Gal(L/K). Ademds, en
ese caso tenemos que Gal(M/K) ~ Gal(L/K)/Gal(L/M).

Demostracion. Sean G = Gal(L/K) y H = Gal(L/M) < G. Supongamos que H <G y

demostremos que M/K es galoisiana. Sean g € G, h € Hy x € M = L. Entonces

h(g(z)) = (hg)(z) = (99~ ' hg)(x) = g((g~ " hg)(z)).

Pero g 'hg € H ya que H < G, por lo que (¢~ 'hg)(z) = = ya que x € M = L¥. Vemos
entonces que h(g(z)) = g(z) para todo h € H, lo que nos dice que g(z) € M = L. En otras
palabras, vemos que g(M) = M para todo g € G.

Esto define entonces un homomorfismo de grupos G — Aut(M/K) : g — g|a cuyo nicleo
es H. En efecto, esta claro que todo elemento de H actua trivialmente sobre M, mientras que
el Teorema Fundamental nos dice que los elementos de G que actian trivialmente (i.e. se
restringen a la identidad) sobre M son precisamente los elementos de Aut(L/M) = H.

Tenemos entonces una inyeccion G/H — Aut(M/K), lo que nos dice que

[Aut(M/K)| > |G/H| = % - [[é :: Z\[;]]

=M : K].

Pero el Corolario 3.3/ nos dice que tenemos la desigualdad opuesta, por lo que |[Aut(M/K)| =
[M : K]y por ende M/K es galoisiana. Nétese que en particular esto nos da el isomorfismo

del enunciado.

Supongamos ahora que M/K es galoisiana y probemos que H < G. Como M/K es

galoisiana, se trata del cuerpo de descomposicién de un cierto polinomio separable P € K|x].
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Sean entonces g € G, h € H y « un raiz de P. Entonces g(«) es otra raiz de P por la

Proposicién . En particular, g(a) € M = L¥ lo que nos dice que

(g7'hg)(a) = g ' (h(g(a))) = g~ (g(@)) = (97" g) () = .

Como esto es cierto para toda raiz de P y éstas generan la extension M/K, vemos que
(ghg™")|ar = idys. Esto implica que g~'hg € H por el Teorema Fundamental. Siendo esto
cierto para todo g € Gy h € H, tenemos que H < G. H

Ejercicio 3.11. Sea K = Q(\S/i,z) Pruebe que K/Q es galoisiana y calcule el grupo

Gal(K/Q). Clasifique los subcuerpos de K en un diagrama.

Ejercicio 3.12. Sea L = Q((,) el n-ésimo cuerpo ciclotémico y sea K = Q((, + ¢, ').
1. Pruebe que [L: K| =2y [K : Q] = @.
2. Pruebe que L/K y K/Q son galoisianas.
3. Describa Gal(L/K) y Gal(K/Q).

Proposicién 3.7. Sea L/K wuna extension de Galois y sean M, M’ subcuerpos de L que
contienen a K. Sean H, H' los subgrupos respectivos de G = Gal(L/K) segin el Teorema
Fundamental. Entonces M N M’ y MM’ son subcuerpos de L de grupos correspondientes
(H,H') y HN H' respectivamente.

Recordemos que la notacion M M’ se refiere al composito de M y M’; es decir, el subcuer-
po més pequeno de L que contiene tanto a M como a M’y que (H, H') es menor subgrupo

de G que contiene a H y H'.

Demostracion. Notemos que por la propiedad de revertir inclusiones de la correspondencia

de Galois, tenemos

MAM C M= Gal(L/M) C Gal(L/M N M')

HC (H HY = LW c [ H
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Ordenemos la informacién que tenemos:

H = Gal(L/M) C
— Gal(L/M") C
(H,H') C

LHEH)
LUHHY
L C
cGal(L/MnM') C

Concluimos que Gal(L/M N M') = (H, H') y LY = M 0 M’

Gal(L/M N M)
Gal(L/M N M')
Gal(L/M N M')
" =M
L=

M n M

(H, H')

La demostracién de que Gal(L/MM') = HnN H' y LM =

dejamos al lector.

MM’ es similar y se la

]

Ejercicio 3.13. Sea K = Q(v/2,i). Pruebe que K/Q es galoisiana vy calcule el grupo

Gal(K/Q). Clasifique los subcuerpos de K en un diagrama.

Ejemplo 3.6. Sea K = Q(&,) cuerpo de descomposicion de f(x)

entonces E = Q(&, + gin) es cuerpo intermedio entre K y Q

27r)

n

i) Pruebe que &, + ¢- = 2cos(
ii) Encuentre Gal(K/E)
iii) Pruebe que [Q(&, + ) Q] = 2.

Solucion:
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Tenemos que &, = cos(2) + i sin(%)

n n

1 4 2T .27
—=¢, = cos(;) - zsm(?)

Luego,

1 2
§n + € 2005(%).

n

Luego tenemos i).
ii) Sea E = Q(&, + gin) Queremos o : K — K automorfismo que deja dijo E.
Sabemos que K/Q es de Galois. Luego, por consecuencia Teorfa Fundamental de Galois.

K/E es de Galois y asi [K : E] = |Gal (K/E)|

o(&) = &, 1<a<n (n,a)=1
o) = g o6t )=ttt
& = cos(*a)+isin(*a)

X+ EL“ = 2cos(*%a)

Para que o fije FE, las tinicas posibilidades para a son 1 y n —1.

Luego hay 2 automorfismos o) = id, 09(&,) =& = gin’ pues "=1=¢,- &1 =1.
Luego, Gal(K/E) ~ C5 grupo ciclico de orden 2.

iii) Tenemos que ¢, = [K : Q] = [K : E|[E : Q]

Como [K : E] =2 tenemos que [E:Q] = ¢(n)/2.
Ejercicio 3.14. Sea L = Q((,) el n-ésimo cuerpo ciclotémico y sea K = Q((, + ¢, ').

1. Pruebe que [L: K] =2y [K :Q] = @.

2. Pruebe que L/K y K/Q son galoisianas.

3. Describa Gal(L/K) y Gal(K/Q).

Ejercicio 3.15. Sea K un cuerpo finito y sea L/K una extension finita. Pruebe que L/K
es galoisiana y describa Gal(L/K) en funcion de los cardinales de K y L.
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3.4. Extensiones por Radicales

La nocion de solubilidad por radicales y la pregunta sobre su existencia son muy antiguas.

Esta se basa en los siguientes hechos: La ecuacion cuadratica
ar? +br+c¢ =0,

tiene por solucién los elementos

—b+/b? — 4dac —b —/b? — 4dac
= y To = )
2a 2a

€

en la cual intervienen raices cuadradas. Esto ya era conocido por los mesopotamicos a co-
mienzos de la historia. También estd el hecho de que las ecuaciones cibicas admiten férmulas
similares, que usan raices cibicas, descubiertas por los matematicos italianos Niccolo Fonta-
na (mas conocido como Tartaglia por su tartamudeo) y Scipione del Ferro, las cuales fueron
finalmente publicadas por Girolamo Cardano en su Ars Magna. En esta obra encontramos
también férmulas para la ecuacién cuartica, las cuales fueron desarrolladas por el alumno de
Cardano, Ludovico Ferrari.

Demos pues una definicion formal de esta nocién de “férmulas con raices”.

Definicién 3.5. Sea K un cuerpo y P € K[z| un polinomio. Decimos que P es soluble por
radicales, si las raices de P se pueden obtener en términos de los coeficientes de P via las
cinco operaciones algebraicas bdsicas: suma, resta, multiplicacion, division y extraccion de

raices (cuadradas, cibicas, etc.)

Si bien el Teorema Fundamental del Algebra garantiza la existencia de las raices de un
polinomio con coeficientes complejos, su demostracion no entrega un método para el calculo
de dichas raices. La solubilidad por radicales es una manera formal de preguntar si existe
un tal método y las férmulas de las que hablabamos més arriba responden a esta pregunta
afirmativamente para polonomios de grado < 4, es decir, todo polinomio de grado menor o
igual a 4 es soluble por radicales. Es natural el preguntarse entonces si tales formulas pueden

existir para polinomios de grado arbitario.
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Sin embargo, en 1824, el jéven matemédtico noruego Niels Henrik Abel (quien murié a
los 26 anos de tuberculosis) dio la primera demostracién aceptada de la no solubilidad de la

quintica.

Teorema 3.4 (Teorema de Abel). Si P € K[z] es un polinomio genérico de grado mayor o

tgual a 5, entonces P no es soluble por radicales.

No entraremos en detalles sobre la nocién de “polinomio genérico”, pero entendamos por
esto que si los coeficientes de P son vistos como variables independientes, entonces no existe
una féormula que dependa de estas variables y que nos de las raices de P usando solo las 5
operaciones basicas.

Todo esto es una consecuencia de un resultado mucho més general, desarrollado por

Galois en una de sus memorias.

Teorema 3.5 (Teorema de Galois). Un polinomio P € Klz| es soluble por radicales si y

solo st su grupo de Galois asociado es soluble.

Dicho sea de paso que la definiciéon de un grupo soluble viene precisamente de este
teorema. Son aquellos grupos que permiten resolver las ecuaciones polinomiales a las cuales

estan asociados.

Empezaremos con extensiones por radicales simples, que son extensiones de un cuerpo F'
que se obtienen agregando a F' una raiz n-ésima de un elemento a € F. Se anotan F({/a)
y se las llama extensiones de Kummer. Para cuerpos de caracteristica p con p primo, se
considera extensiones de la forma F'(p~!(a)), se llaman eztensiones de Artin-Schreier, donde

px)=a2P —xy p~t(a) =z sy sélo si p(x) =asiysolosiaP —z=a.

Definicién 3.6. Una extension K de F se dice ciclica si es de Galois y Gal(K/F) es un

grupo ciclico.

Proposicién 3.8. Sea F' cuerpo que contiene todas las raices n-ésimas de la unidad y car(F)

no divide a n. Entonces F({/a) con a € F es ciclica de grado un divisor de n.
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Demostracion. Como F' contiene todas las raices n-ésimas de la unidad se tiene que K =
F({/a) es el cuerpo de descomposicién del polinomio ™ — a. Luego K es Galois sobre F.

Se tiene que V o € Gal(K/F), o(/a) es otra raiz de 2™ — a, luego o(/a) = &,(/a),
donde &, € G, el grupo de todas las raices n-ésimas de la unidad. Como F' contiene todas
las raices n-ésimas de la unidad, F' O G,,.

Definimos ¢ : Gal(K/F) — G,, o — &. Como (0 o 7)(¥/a) = o(r({/a)) =
(& (Va)) = &o(Wa) = &, (Va) = £,& /a. Luego la aplicacién anterior es homorfis-
mo de grupos y Ker(yp) = {idgaxk/r}, luego ¢ es inyectiva y Gal(K/F) ~ ¢(Gal(K/F))
que es subgrupo de G,,. Luego Gal(K/F) es un grupo ciclico y |Gal(K/F)| = [K : F] divide
an=|G,l O

Proposiciéon 3.9. Cualquier extension ciclica de n sobre F' cuerpo que contiene todas las

raices n-ésimas de la unidad y car(F) no divide a n es de la forma F(/a) para algin a € F

Demostracion. Sabemos que F' D G,. Sea 0 € G = Gal(K/F). Para a € K, € G,

definamos el resolvente de Lagrange como
(,€) = a+Eo(a) + 0% a) +---+ 0" Ha) € K (%)

Al aplicar 0 a («a, &) queda
o(a,§) = o(a) +&{o*(a) + Eo(a) + - + "o (a)

Pero £"71 = ¢! y 0™ = 1. Luego reordenado los términos, la expresién anterior queda
o(a,§) =), Vae K, VEe G, (%)

De lo anterior sigue que, o(a, )" = (£ H)"(a, )" = (a, )", luego (o, &) € Fiz(G) = F
para cualquier € K y cualquier £ € G,,.

n—1

Tomemos ahora &, una raiz n-ésima de la unidad, como id, o, -- ,0 son linealmente

independientes, de (*) sigue que hay a € K tal que («,&,) # 0.

Iterando (**) tenemos que

Ui(aagn) = én_i(aaéu% = 07 L---
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Por lo tanto ¢ no fija (a,&,) para i < n. Por lo cual (a,&,) no puede estar en ningtin
subcuerpo propio de K, luego K = F((«,&,)). Como ya vimos que (o, &)" € Fiz(G) = F
para cualquier o € K y cualquier £ € G, se tiene que («,§,)"” = a € F y tenemos que

F({/a) = F((a, &) = K. u

En lo que sigue trataremos con cuerpos F' de caracteristica 0, luego toda extension finita

de F' es separable.

Definicién 3.7. Una extension K de un cuerpo F' se dice que es una extension radical o

por radicales de F, si existe una cadena de subcuerpos
F=KiCK C---CKy;=K

tal que K,y = Ki(v/a;), a; € K, Yi=0,1---,5—1, 0bien Kij1 = Ki(w), o) €
K, Yi=01-- s—1,

Observaciéon 3.5. Una extension por radicales K de F' se escribe
K= F( "m’ n<)/ A,y " asfl)y
donde a1 € F, aj € F(n/ar, /az, -, ni~/Gi-1), j=2,+,5,

o bien de la forma

K =F(b1,by, -+, bs1),

donde by € F, b € F(by,by, -+ ,bj_1), j=2,-++,s.

Definicién 3.8. Un polinomio f(x) € F[x] es soluble por radicales sobre F' si hay extension
por radical L de F tal que F C K C L donde K es el cuerpo de descomposicion de f(x)

sobre F, es decir, si todas sus raices estdn en una extension por radicales de F.

Las demostraciones de las dos proposiciones siguientes no sigue lo hecho en el Dummit,

si no que es una adaptacién de lo hecho por Luis Arenas en sus apuntes.
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Ejercicio 3.16. Sea G grupo finito. Pruebe que son equivalentes:

i) G es soluble.

ii) G posee una cadena finita de subgrupos {e} = Hy C H; C --- C Hy, = G tal que para
cada i, H; < H;y 1 y los cuocientes Hi 1 /H; son ciclicos de orden primo.

iii) G posee una cadena finita de subgrupos {e} = No C Ny C --- C N, = G tal que para

cada i, N; < G y los cuocientes Ny 1/N; son abelianos.

Proposicién 3.10. Sea f(x) € F[x] un polinomio con raices distintas y K su cuerpo de
descomposicion de f(x) sobre F. Entonces si Gal(K/F) es un grupo soluble entonces f(x)

es soluble por radicales.

Demostracion. Sea G = Gal(K/F un grupo soluble. Sea n = [K : F] y sea &, una raiz pri-
mitiva n-ésima de la unidad. Consideremos F'(&,,) y K(&,). Notemos que K = F(ay, - ,ay)
donde ay, - -+ , a, son las raices distintas de f(z) = 0. Ademads por corolario al teorema ,
existe ¢ tal que K = F(c). Entonces £ = K(&,) = F(&,,¢) y E es Galoisiana sobre F.
Ademas hay homorfismo
¢:Gal(E/F (&) — Gal(K/F)

donde ¢(0) es larestriccién de o a K. Entonces ¢ es inyectiva y por lo tanto G = Gal(E/F(&,))
es soluble.

Luego G posee una cadena finita de subgrupos {e} = Hy C H; C --- C Hy = G tal que
para cada i, H; < H;,; y los cuocientes H; 1/H; son ciclicos de orden primo, por Ejercicio

3.16 Sean E; = Fixz(H;) cada iy se tiene por Teorema de Galois que
Eoy 2By 2.+ 2 Es

donde E;1; es extensién ciclica de E;. Como E; = Fix(G) = Fix(Gal(E/F(&,))) = F (&),
y Ey = Fix(Hy) = E se tiene que

F(gn)gEs—lgCEOZE

luego f(x) = 0 es soluble por radicales sobre F'(¢,). Como F(&,) se obtiene de F' agregando

una raiz de 1 se tiene que f(x) = 0 es soluble por radicales sobre F. ]
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Corolario 3.6. Sea f(z) € Flz] de grado < 4, entonces f(x) es soluble por radicales.

En efecto sabemos que Gal(K/F') donde K es el cuerpo de descomposicién de f(x) sobre
F, permuta las raices de f(z).
Luego Gal(K/F) ~ S,, € Sy, donde m = nimero de raices distintas de f(x) y Sy es un

grupo soluble.

Veamos ahora el reciproco de la Proposicion anterior.

Proposicién 3.11. Sea f(x) € Flz| es soluble por radicales y si K es el cuerpo de descom-

posicion de f(x) sobre F' entonces Gal(K/F) es un grupo soluble.

Demostracion. Sea [K : F| = n y sea &, una raiz primitiva n-ésima de la unidad. Entonces
F(&,) es extension de Galois de F'y Gal(F(&,)/F) es un grupo abeliano por ejercicio 1 de la
guia 6. Ademds como K es extensién Galoisiana finita de F, K = F'(aq,--- ,a;). Ademés por
corolario al teorema [2.15] existe ¢ tal que K = F(c). entonces K (&,) = F/(&,,¢) es también
Galoisiana sobre F.

Se concluye que para toda extensién Galoisiana K de F, el grupo Gal(K (&,)/F(&,)) es
normal en Gal(K (§,)/F) y su cuociente es abeliano, luego soluble, de donde Gal(K(&,)/F)
es soluble si y sélo st Gal(K (&,)/F(&,)) es soluble.

Por otro lado, si ¢ es la restricciéon de K (&,) a K, se tiene
Gal(K/F) =~ ¢[Gal(K(§,)/F)],

es decir, si Gal(K (&,)/F') es soluble también lo es Gal(K/F'). En particular podemos suponer
entonces que F' contiene las raices n-ésimas de la unidad.
Si K es el cuerpo de descomposicién de f(z) sobre F'y f(x) es soluble por radicales

entonces existe cadena de subcuerpos de L, extension por radicales de F'y K C L.
F=LyCL,C---CL=L, KCL

tal que L1 = L( ”\z/a_i), a; € Ly, YVi=20/1---,5—1, osea para cada i, L;;1 es una

extension ciclica de L;. Luego Gal(L;y1/L;) es ciclico, luego abeliano. Sea E; = L; N K, i =
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1,---,s. Entonces Gal(E;11/E;) = ¢;|Gal(L;+1/L;)], donde ¢; es la restricciéon de L;yq a
Eiy1. Sea G; = Gal(K/E;). Entonces G;41 es normal en G; para cada i y por ejercicio 7?7
Gi/Giy1 ~ Gal(E;41/E;) es abeliano.

Tenemos asi una cadena de subgrupos
Go2G12-2G; 2G1 222G,

con G; /G,y abelianos cada i, Go = Gal(K/Ey) = Gal(K/LiNK) = Gal(K/F)y G5 = {id},
de donde Gal(K/F') es un grupo soluble. O

Proposicién 3.12. Sea f(z) € Q[z] irreducible de grado primo p. Si f(z) tiene exactamente
dos raices no reales en el cuerpo C entonces Gal(K/Q) es isomorfo a S,, donde K es cuerpo

de descomposicion de f(x) sobre Q.

Demostracion. [K : Q] = p. Luego f(z) tiene dos raices complejas que son conjugadas y
p — 1 raices reales. Sea K el cuerpo de descomposiciéon de f(x) sobre Q, entonces K es
galoisiana sobre Q y sea G = Gal(K/Q). Se tiene que o : K — K, definida por o(a) = @,
el conjugado de « es un automorfismo que fija los reales. Luego hay una transposicién en G.
Sea u una raiz de f(x), luego [Q(u) : Q] = gr(f(z)) = p. Se tiene Q C Q(u) C K, y
K Q] = [K : Qu)][Q(v) : Q). Luego, p | [K : Q] ¥ por lo tanto p| |G].
Luego G contiene un ciclo de longitud p y como habiamos visto contiene una transposicién

luego G ~ S,,. [

Ejercicio 3.17. Sea f(x) = 2° 4 22 + 822 — 2 polinomio irreducible sobre Q[z] por criterio

de Einsenstein para el primo p = 2. Averigue si es soluble por radicales.

Ejemplo 3.7. (ver Libro de A. Labra y A. Suazo) Demostraremos que el polinomio f(x) =

2% + bz + ¢ € Q es soluble por radicales sobre Q.

Utilizando la formula que permite encontrar las raices de un polinomio de grado 2, ob-
tenemos que x* = $(=b+7) o #* = (=b —~) donde v € C es una raiz cuadrada de

b? — 4c.
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Sean «, 3 en C raices de los polinomios 2 — 1(—b+7) y 2® — 1(—b— ) respectivamente
y w una raiz cibica primitiva de la unidad. Entonces a, aw, cw? son raices de 2% — %(—b—i—fy)
v B, Bw, Bw? son raices de x® — %(—b — 7). Por lo tanto, el cuerpo de descomposicién de
f(z) es Qa, B, aw, aw?, fw, fw?) = Q(w, a, ). Dado que o = 1(=b+v) € Q(w,w, ),
entonces 7 € Q(w, a, 8) y luego Q(w, a, 8) = Q(v,w, a, B). Como, v* € Q, w* =1 € Q(v),
a® € Q(y,w) y B2 € Q(v,w, a), entonces f(x) = 25+ bz® + ¢ € Q[z] es soluble por radicales
sobre Q,

Ejercicio 3.18. a) Considere el polinomio g(x) = 2* +pr+q € Q[x], con pq # 0. Considere
la ecuacion cuadrdtica * + qr — 5=p* = 0 (x). Vea que las soluciones de (*) son x; =
—%q+5, Ty = —%q—5 cCyd? = %q2+2%p3. Sea u € C tal que u® = x,. Siv = —3%]93,

3 = xy. Pruebe que las raices de g(x) son u+ v,us + v&2, uls + vés, donde &3 es

entonces v
una raiz primitiva cubica de la unidad.
b) Usando el método del problema anterior encuentre todas las raices complejas de g(x) =

3+ 3ix—1—1.

Ejemplo 3.8. Todo polinomio P € K|z| de la forma P(z) = 25+ ax® + b es soluble por

radicales. En efecto, una raiz de este polinomio verifica

3 —ax+a®—4b

T’ =
2

por lo que, si denotamos D = a®> — 4b, a = %(—a + \/ﬁ) ypB= %(—a — \/E), entonces
K ¢ K(VD) ¢ K(¥/a,vD) ¢ K(Ya,3/8,VD) C K(5/a,/B,¢, VD),

es una cadena de extensiones radicales puras y tal que el ultimo eslabon contiene a las 6

raices de P.

Ejercicio 3.19. Sea P € Q[z] el polinomio dado por P(x) = x° + 223 + 8z — 2. Demuestre

que P es irreducible y averigue si es soluble por radicales.
Ejercicio 3.20. Pruebe que 2° — 3 es soluble por radicales.
Ejercicio 3.21. Pruebe que x° — 6x + 3 no es soluble por radicales.
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4. Algebras

4.1. Generalidades

Sea R un anillo conmutativo con unidad.

Definicién 4.1. Una R-dlgebra o un dlgebra sobre R es un R-mddulo A unitario, sobre el

cual se define una aplicacion R-bilineal

m:AxA — A llamada multiplicacion en A

(z,y) — x-y

es decir,
Va1, T9,y € A, m(xy + z2,y) = m(xy,y) + m(xa,y),
Y, y1,y2 € A, m(x,y1 + o) = m(z,y1) + m(z, y2),
Vr,y € A,Vr € R, rm(x,y) = m(rz,y) = m(x,ry).

A es asociativa si y solo si
Ve,y,z € A m(m(z,y), z) = m(xz,m(y, z)).
A es conmutativa si y solo si
Ve,y e A m(z,y) = m(y,x).
A tiene elemento uno (o unidad) denotado por 14 si y sélo si existe 14 € A tal que
Vo € A, m(z,14) =m(la,z) = .
Observaciéon: Si A posee elemento uno, éste es unico.

Ejemplo 4.1. Todo cuerpo conmutativo F tiene estructura natural de F'-dlgebra, asociativa,

conmutativa con elemento uno.

Ejemplo 4.2. Sea M un R-mddulo entonces A= Lr(M)={f: M — M / f R-lineal } es
una R-dlgebra al definir f-g= fog Vf,g € A; y en este caso A es asociativa, con elemento

uno y en general no conmutativa.
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Ejemplo 4.3. (Algebra de funciones). Sea R anillo conmutativo con unidad, y X conjunto
no wvacio, entonces R* = {f : X — R / f funcién} es una R-dlgebra bajo la suma y
producto de funciones y producto por escalar y en este caso es asociativa, con elemento uno

Yy conmutativa.
Ejemplo 4.4. Sea R anillo conmutativo con unidad, entonces R es una Z-algebra.

Ejemplo 4.5. (Algebra de polinomios). Sea R anillo conmutativo con unidad, entonces R|x]

es una R-dlgebra.

Ejemplo 4.6. (Algebra de matrices). Sean A una R-dlgebra, n > 1 entonces

g

provisto de la suma, de la multiplicacion por escalar y el producto usual de matrices es un

algebra sobre R, llamada el dlgebra de matrices de n X n sobre R.

Sea A un dlgebra sobre R, con unidad 14 # 0. Denotemos por €;; = (Zij)1<i<ni<j<n 0
matriz tal que
Tps = 1 Sir=1Ys=1]
Trs =0 en todo otro caso

entonces se tienen las siguientes propiedades:
1. gijerr =0 Vj#k
2. cijejr =i Vi, g,re{l,...,n}
3. {€ij}ijeq,..ny €s una base del A-mddulo libre M,(A) y

(wij)ig = Y eijmij = 3 wigeg Vwig)ij € Mi(A)
1] i,j

Ejemplo 4.7. (Algebra de dimension finita sobre un cuerpo.) Sean F un cuerpo, A un
espacio vectorial de dimension finita sobre F' y {e1,...,e,} una base de A sobre F, entonces

existen escalares 7, € F' tales que
n
€i€j :Zryijkek VZ,j S {177n}
k=1
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Estos productos definen sobre A una estructura de dlgebra sobre F. Los n® escalares v;ji se

llaman las constantes de estructura del dlgebra A.

Reciprocamente, dada una familia {~;jx}7_, coni,j fijos, existe una unica estructura de

dlgebra sobre A tal que la tabla de multiplicacion es

€;€; :Z’Yijk:ek VZ,j < {1,27...,71}
k=1

Ejemplo 4.8. (Algebra de cuaterniones). Sean F' cuerpo, car (F) # 2, a,b € F — {0}, A
un espacio vectorial sobre F' de base {1,1,j,k}. Definamos

(*) i’=a, ji=0b, ij=—ji=k

St usamos asociatividad, se tienen las relaciones siguientes

(*%) k* = —ab; ik =—ki=aj; jk=—kj=—bi.

Reciprocamente las relaciones (*); (**),1-i=i-1=i,1-j=j-1=5yl-k=k-1=k
definen sobre A una estructura de F-dlgebra asociativa; con unidad 14, = 1, no conmutativa.

Se llama dlgebra de cuaterniones sobre F y se denota por A = (a’?b) .

En el caso F = R,a = b = —1, se tienen los cuaterniones reales descubiertos por

Hamilton en 1843 y (71]1’{1) se denota por H.

Definicién 4.2. Sean A una R-dlgebra y B un submddulo de A. Se dice que B es una

subdlgebra de A siy solo si x-y € B Vr,y € B

Ejemplo 4.9. Sea A una R-dlgebra asociativa, con unidad entonces el conjunto Z(A) =

{reA/r-a=a-x Ya € A} es una subdlgebra de A, llamada el centro de A.

Ejemplo 4.10. Sea {B;}ic; una familia no vacia de subdlgebras de A, entonces NicrB; es

una subdlgebra de A.

Ejemplo 4.11. Sean A una R-dlgebra, S un subconjunto de A,{B;}ic; familia de de subdlge-
bras de A que contienen a S, entonces N;crB; es una subdlgebra de A que contiene S y es
la mds pequena subdlgebra de A que contiene S. Se dice que NierB; es la subdlgebra de A

generada por S y que S es un sistema de generadores para ésta subdlgebra.
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Observacién 4.1. Sea A una R-dlgebra asociativa con unidad 14 # 0 entonces ¢ : R —
Z(A), o — a-1y es un homomorfismo de anillos. Reciprocamente sea A un anillo con
unidad, entonces cualquier homomorfismo de anillos de R en Z(A) provee a A de una es-
tructura de R-mddulo y por lo tanto A es una R-dlgebra. Ademds, si ¢ : R — Z(A) es

inyectivo entonces R ~ ¢(R), que es un subanillo de Z(A).

Ejemplo 4.12. Sean F cuerpo y A una F-dlgebra asociativa con unidad 14 # 0 entonces

o : F— Z(A) es inyectiva y F puede identificarse con un subanillo del centro de A.

Definicién 4.3. Un dlgebra de division D es una R-dlgebra D # {0} con unidad en la que

todo elemento no nulo es invertible.

Ejemplo 4.13. H es un dlgebra de division. En efecto, sea x = ag + a1t + asj + aszk,

entonces su conjugado es T = ag — a1t — asj — ask. Se tiene

xT = aj +a; + a5+ a3 = N(z).

T
0 = a'=——€H
x F# x N ()
Definicién 4.4. Sean A una R-dlgebra, I un submddulo de A. Se dice que:
1. I es un ideal izquierdo de A si y solo sia-y €1 Va e A Yy € I.
2. I es un ideal derecho de A sty solo siy-a € l,a-yelNy-aelVae A Vyel,

3. I es un ideal bildtero de A si y solo si I es un ideal por la izquierda y por la derecha

de A.
Definicién 4.5. Un dlgebra A es simple si y solo si A # {0} y no tiene ideales propios.
Lema 4.1. Sean D un dlgebra de division, n > 1 entonces M, (D) es simple.

Demostracion. Sean I ideal de M, (D), I # {0} vy X = (z45):; € M, (D)

I#{0} = 3Y = (yi3)i; € Ma(D), Y €1 —{0}
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Supongamos que y,s # 0, luego y,s es invertible en D y

—1
X = (2ij)ij = Y eimiy = > eunY gy v
» »

Como Y € I e I esideal de M, (D) se tiene que X € I y M,(D) C I.
Por lo tanto, M, (D) es simple. ]

4.2. Homorfismos de algebras

Definiciéon 4.6. Sean A, A" dos R-dlgebras. Se dice que una funcién f : A — A’ es un
homomorfismo de dlgebras si y solo si f es un homomorfismo de mddulos y f(a -b) =
f(a)f(b) Ya,be A, es decir,

i) fla+b)= f(a)+ f(b) Ya,be A,

it) f(ra) =rf(a) Vr e R, Yac€A,

iii) f(a-b) = f(a)f(b) VYa,be A.

Observacion 4.2. En el caso en que A y A’ tengan elemento uno se pide que f(14) = 1.

Esto se consigue, por ejemplo, cuando f es epiyectiva.
En forma natural se definen los conceptos de isomorfismo, y automorfismo de algebras.

Observacién 4.3. ¢ : A — A’ homomorfismo de dlgebras, entonces, Ker(¢) es un ideal

de A.

Observaciéon 4.4. A simpley ¢: A — A" homomorfismo de dlgebras, ¢ # 0, entonces,
¢ es inyectiva.

En efecto sea ¢ # 0, luego Ker(¢p) # A y como Ker(¢) es ideal de A y A simple se
tiene que Ker(¢) = {0}.

Sea I ideal de una R-algebra A. Para cada z,y € A, definimos la relacién x =
y (mod I) <= = —y € I. Entonces = es de equivalencia y sus clases de equivalencia se
anotan = + 1 con z € A. Entonces el conjunto cuociente A/l = {z + I/x € A} es un

R-4lgebra con:
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) (z+D)+Ww+I1)=(@+y)+1 Vo,y € A
i) a(x+1) =ax+1VaeR, Ve e A
i) (x+1)+(y+1I)=ay+1 V,y € A
A/I se llama el dlgebra cuociente de A por I.

Teorema 4.1. Sea I ideal de A, entonces:m: A — A/I, x — x+1 es un epimorfismo

de niucleo I. Claramente, es un epimorfismo y

Ker(r) = {x €A/ m(x) =04}
= {z€A/x+1=1}
= {r€A/zxel}=1
Teorema 4.2. Sea ¢ : A — A’ homomorfismo de R-dlgebras, entonces, A/Ker(¢) =
¢(A). En efecto
Vi A/Ker(9) — ¢(4)
a+ Ker(¢p) — ¢(a)

es el homomorfismo pedido.

Teorema 4.3. Sean I,J ideales de algin dlgebra A sobre R, entonces:
I+J/J=I1/InJ

Demostracion. Debemos definir un epimorfismo ¢ : I+.J — I/INJ de dlgebras de nicleo
J. Si definimos (i +j) =i+ INJ se cumple lo pedido. Lo tnico que debemos ver que ¢
estd bien definida. Sean ¢+ j = i; + j;. Luego ¢ —1iy = j1 —j € J, pero ©—1i; € I. Luego
1—ip€INJytenemost+INJ=75+1NJ O

Proposicién 4.1. Existencia de homomorfismo de algebras
Sean A, B,C' tres R-dlgebras. Sean ¢ : A — B, m : A — C homomorfismos de R-

algebras y m epiyectivo. Entonces existe un unico homomorfismo de dlgebras f : C' — B tal
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que fom = ¢, es decir, el siguiente diagrama conmuta

A e p
meptd 0 3 fhomo
C

& ker(m) C ker(¢),

Demostracion. Supongamos que hay homomorfismo de algebras f : C' — B tal que for = ¢.
Sea x € Ker(m), luego m(z) = 0,y ¢(x) = (f om)(x) = f(m(x)) = f(0) = 0. Por lo tanto
o(x) =0y x € Ker(o).

Supongamos ahora que Ker(m) C Ker(¢). Definamos f : C — B por f(p) = ¢(x),
donde p = 7(x), pues 7 es epiyectiva. Veamos que f estd bien definida. Sea p; = ps. Como
T es epiyectiva, hay z1,xo € A tal que p; = w(x1) A pe = m(x2). Ya que p; = ps se tiene que
m(z1) = m(x2) y m(x1 — x2) = 0. Por lo tanto, 1 — x9 € Ker(mw) C Ker(¢) y ¢(x1 —x2) =0,
de donde ¢(z1) = ¢(x2). Por lo tanto f(p1) = f(p2). Por la misma definicién de f se tiene
que fom = ¢.

La unicidad de f tal que f om = ¢ se obtiene del hecho de que 7 es epiyectiva, o sea,
m(A) =C.

Falta sé6lo probar que f : C' — B es homomorfismo de algebras.

Sean p1,pe € C'y r € R. Por ser 7 es epiyectiva hay z1,xs € A tal que p; = w(x1) A py =
7(xq). Entonces

f(p14p2) = g(7(21)+7(22)) = g(w(21+72)) = P(21+72) = P(21)+(22) = f(P1)+f(P2)-

En forma similar se prueba que para todo r € R, y para todo p; € C, se tiene g(rp;) =
rg(p1). Luego f es homomorfismod e R-mdédulos.

Finalmente, sean py, ps € C. Por ser 7 es epiyectiva hay x1, x5 € A tal que p; = 7(z1) A
po = m(x2). Entonces

f(pip2) = g(m(z1)7(22)) = g(m(2122)) = d(2122) = P(1)P(22) = f(P1) [ (P2)-

Luego f es homomorfismo de R-édlgebras.
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4.3. Producto Tensorial de Algebras.

Previamente, necesitamos definir aplicaciones bilineales y el producto tensorial de dos

R-médulos M y N.

Definicién 4.7. Sean M N, y T tres R-modulos. Una aplicacion ¢ : M x N — T se

dice bilineal si y solo si satisface:
1op(z+ray) = ez, y) +re(@y) Va2’ € My e N.r € R,
2. oz, y+ry) =p(,y) +re(x,y) Vo e My,y € NoreR,

Observacién 4.5. Dada una aplicacion ¢ : M x N — T, para cada a € M,b € N se
definen las aplicaciones @, : N — T por p,(n) = p(a,n) Vn € Ny ¢, : M — T
por gp(m) = @(m,b) ¥V m € M. Se tiene que ¢ bilineal si y sdlo si @, y pp lineales cada
a€ M,be N.

Observacién 4.6. Si ¢ : M x N — T es una aplicacion bilineal, entonces p(x,0) =

0, Ve e M, yp0,y)=0, Yy € N.

Definicién 4.8. Se llama imagen de la aplicacion bilineal p: M x N — T al submaodulo

de T generado por el conjunto o(M x N) = [p(M x N)]

={ Z ap(mi,n;)/a; € R, m; € M, n; € N}
finita

={ ) ¢(mj,n)/m; €M, n, € N}
finita

Ejercicio 4.1. Sean R-modulos M, N y T tres R-mddulos. Pruebe que
1. Bil(M x N;T)={p: M x N —T | ¢ bilineal } es un R-mddulo.

2. Stp: M xN — T es bilineal y g : T' — L es lineal con L un R-mddulo entonces

goyp: M x N — L es bilineal.
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Ejemplo 4.14. Sean T un Z-mddulo, m,n € N tales que (m,n) =1y @ : Z/mLXL/nZ —>

T aplicacion bilineal. Pruebe que ¢ = 0.

Definicién 4.9. Un producto tensorial de dos R-mddulos M y N es un par (T, ) donde
T esun R-moduloy p: MxN — T esuna aplicacion bilineal tal que cumple la siguiente
propiedad universal: ¥ P, R-mddulo y Yy : M x N — P bilineal 3'f : T — P funcion

R-lineal tal que fop =1, es decir, el diagrama siguiente conmuta.

MxN 28 p
bilel 2 3Alflineal
T

Proposicién 4.2. Si (T,¢) es un producto tensorial para M y N, entonces T =

[o(M x N)] = submddulo generado por (M x N)

Demostracion. Como (T, ) es un producto tensorial para M se tiene'y N, se tiene:

Mx N 28 (oM x N
bilpl 7 3 flineal
T

JIf tal que fop =1 que conmuta el diagrama.

Sea
v:MxN — [p(M x N)]

(m,n) — @(m,n)
1 es bilineal, pues ¢ lo es.

Luego, por propiedad Universal del Producto tensorial
ANf:T — [p(M x N)|

R-lineal, tal que fop =1
Sabemos que [p(M x N)|] C T, nos falta probar que T C [p(M x N)].
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Tenemos

MxN -5 T
bilepl 2 lidr lineal
T
Luego existe tnica idy : T' — T lineal tal que idr o ¢ = .

Sea g : T — T definida por g(t) = f(t) € [p(M x N)] C T. Entonces g es lineal y
Vi(z,y) € M x N, (gop)(x,y) = g(e(z,y)) = fle(z,y)) = ¥(z,y) = ¢(z,y) por definicién
de la funcién . Por lo tanto, g o ¢ = ¢ de donde g = idr.

Luego,

T = idr(T) = g(T) = F(T) C [p(M x N)].
[

Proposicién 4.3. i) Sean (T,¢) y (T",¢') dos productos tensoriales para M y N.
Entonces 3\f : T — T isomorfismo de mddulos tal que fop = .
ii) Si (T,p) es producto tensorialde M y N y f:T — T esisomorfismo,entonces

(T", f o) es producto tensorial para M y N.

Demostracion. 1) (T,¢) producto tensorial para M y N

MxN 23
pd o3
T

Definamos ¢ (m,n) = ¢'(m,n), entonces ¢ es bilineal pues ¢’ lo es.
Luego, J!'f : T — T’ lineal tal que fop =1
luego (f 0)(m, n) = (m, n) = ¢(m,n), ¥ (m,n) € M x N.

y foe=¢.
Como (T",¢") producto tensorial de M y N se tiene

MxN 287
O bil . 2 3lg lineal
T/
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Definamos ¢, (m,n) = ¢(m,n) V (m,n) € M x N. Entonces 1 es bilineal.
Luego por propiedad del producto tensorial Jlg: 7" — T lineal, tal que go ¢’ = 1)y.
Probemos que g = f~!

(go f)og(m,n) = go(fowp)(mn)
= go¢(m,n)
= 1(m,n) = ¢(m,n),¥(m,n) € M x N.
Luego (gof)op=¢ pero T =[p(M x N)|] de donde go f =idr
Nos falta probar que f o g = idy. Recordemos que T' = [¢'(M x N)]

(fog)og'(mmn) = fol(goy(m,n))=foii(m,n)
= fop(m,n)=¢'(mn)
Luego, fogo¢ =¢', pero T' =[¢'(m,n)] de donde fog=ids. Porlo tanto f~!' =g

y f es un isomorfismo.

ii) Sea (T,¢) es producto tensorial para M y N y f:T — T’ isomorfismo de
R-médulo. Probemos que (77, f o ) es producto tensorial para M y N.

Sea P un R-méduloy % : M x N — P bilineal. Por encontrar tinica ¢ : 7" — P
lineal tal que go (f o) =1.

Tenemos el diagrama

MxN 2 p

v
T

i
T/
Como (T, ¢) es producto tensorial para M, N, 3'h: T — P lineal tal que hop = 1. (*)

MxN 2 p

pbil L 2 Jhlineal
T

i
T/
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f es isomorfismo luego 3f~! lineal f~!':7" — T.

Sea g=ho f~':T" — P entonces g es lineal y

go(fop) = (hof)o(fop)=ho(fTof)op

= hoidiop=hop=1 por (¥
Veamos unicidad de ¢ tal que go (fop) =1 (**)

Como g = ho f~' si hay ¢ que cumple (**) entonces habria dos h que cumplen
hoyp =1 (*). Contradiccion.

O

Vimos que dados M y N R-médulos si existe un producto tensorial (T, ¢) para M

y N éste, es unico (salvo isomorfismo) por proposicién parte i) y se anota:

T=M®®rN

p:MxN — M®N es bilineal
(z,y) — elz,y) =20y
(z+2)@y=ry+2r'®y Vi eM VyeN.
rRy+y)=ry+ry VYreM, Vyy €N.
ar®y=(ar)Ry, arR@y=zRayVz e M, ye N, a €R.

Ademds M ®g N = [p(M ® N)], por lo tanto,

k k
VZGM@RN,,Z:Z w(my, n;) :Z m; @ n;
i=1

=1

y la Propiedad Universal queda

V P, V:Mx N — P bilineal, 3'f : M ® g N — P lineal tal que f o p =1).

MxN 2 p
el o 3Af
M@z N
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Nota: Dados M y N dos R-médulos, T'= M @ N, ¢ : M @gr N (z,y) — z®y.
Entonces Bil (M x N, P) ~ Homgr(M ®g N, P) VP, R-médulo.

Antes de probar la existencia del producto tensorial de dos R-médulos M y N veamos

algunos ejercicios.

Ejercicio 4.2. R®pr M ~ M.

RxM 2" M
pbil L 2 3lf lineal
R®pr M

Sea v : Rx M — M, (o, m) = am. ¢ es bilineal. Luego 3!f : Rr M — M
lineal, tal que fop =1. Asi, Va € R, Vy € M,

(fop)ay) = ¥(ay)
fla®y) = ay
Definamos: g : M — R®@gr M, m — 1®@m. Entonces g es lineal y (go f)(a®vy) = g(ay) =
l®ay =a®y. Luego, (gof)(z) =2 Vz€ R®r M. De donde, go f =idrg,m-
Ejercicio 4.3. M @z N ~ N @ M.

Ejemplo 4.15. Sea F cuerpo, entonces Flz] ®@p Fly] ~ Flz,y]

Tenemos que
Flz,y] = {Zaijfciyj | aij € F}
]
y el diagrama siguiente
v 9 bil

Fla] x Fly]  —" Flz,y]
w bil | 3 f lineal
Flz] @p Fly]

donde ¢(p(x),q(x)) = p(x) ® g(x), es bilineal.
Definamos (>, a;z", Z;:o bjy’) = 32, > aibjz'y’. Entonces ¢ es bilineal.
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Luego 3J!f : Flz] @ Fly] — F[z,y| lineal, tal que f o = 1. Por lo tanto,

n t
(Suwto L) - S b
i=0 =0 i g

Encontremos f~!=g

Sea g: Flz,y] — Flz] ®F F[y], definida por:

g ( Z aijfiy‘j) = Z a;z' @y

4,7 1,7
Entonces ¢ es lineal y

(gof) (XC,am’ ®32;b;97)
= g(f(XCia’ @ 3, 059))
= g(3,; aibjz'y’)
= > et @y

= > ar' @) by

pues ® es bilineal, luego g o f = idpp)g, Fz). Por otro lado,
(fog) (Zz] a;z'y’)
= f(ZZJ a;r’ @ y’)
= Dy 0Ty
Por lo tanto fog =ridpj, y [f esinvertible,y f es isomorfismo.

Existencia del Producto Tensorial.
Consideremos el R-mddulo libre

R(MXN) = { Z a(x’y)(q;,y)

(z,y)EM XN

Qay) € R, ((zy))@yemxn de soporte finito }
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de base M x N.

Sea S es el submédulo de RM*N) generado por elementos del tipo
(z+a'y) = (z,y) = («,y)
(@, y+y) = (2,9) = (=.9)
a(z,y) — (o, y)
a(z,y) — (¢, ay)
V .2 eM, yy €N, a€R

Definamos

M ®r N = RM*N) /g
y consideremos las aplicaciones

i: M x N — RMMN (g 9) = (z,y) ym: RMN 5 RAMXN) /6 epimorfismo canénico

Probaremos que (RM>*N) /'S 7 04) es un producto tensorial para M y N.

Tenemos el diagrama

MxN p
il
R(MXN)
T
R(MXN)/S
Definamos
o:MxN—M®®rN, tal que p =mor,
Luego,

0:MxN—M®®gN, (r,y) = (v,y)+ S5

Probemos que

0:MxN—=M®®rN, (r,y)— (z,y)+ S
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es bilineal. Sean z,2’ € M,y € N,a € R. Entonces (z + 2/,y) — (z,y) — (2',y) € S <
(x4+2y)+S=(z,y)+ (@ y)+ S <= (z+2,y)+ S =(z,y) + S+ (',y) + S <= p(z +
2 y) = eo(x,y) + p(2,y). Ademés a(x,y) — (az,y) € S <= a(x,y) + S = (az,y) + S —
al(z,y) +5) = (ax,y) + S < ap(z,y) = ¢(azx,y). Por lo tanto, ¢ es lineal en la primera
variable. En forma similar se ve que ¢ es lineal en la segunda variable. Luego ¢ es bilineal.

Denotemos para cada x € M, y cada € N, (z,y) +S =z ® y y se tiene que M @r N
estd generado como R- médulo por {(z,y)+S=2®y|x € M,y € N}.

Veamos que se cumple la Propiedad Universal. Sean P un R- médulo, ¢ : M x N — P
una aplicacién bilineal. Por ser R™*N) un médulo libre existe h : RM*N) — P lineal tal
que hoi = 1, es decir, para cada x € M,y € N, hoi(x,y) = ¥(r,y) o bien para cada
x€ M,y € N, h(z,y) =v(z,y).

MxN %5 p

il A h
R(MXN)
T
R(MXN)/S

Para demostrar que existe f : RM*N) /S — P lineal tal que f o7 = h se necesita probar
que Ker(m) C Ker(h), es decir, que S C Ker(h) y aplicar proposicién que también
es valida para médulos y aplicaciones lineales. Basta trabajar con los generadores de S.
Tomemos por ejemplo (x,y+y') — (z,y) — (z,y'). Entonces como h es lineal, h((z,y +y') —
(59)— (@) = h(z,y+4/)—h(z,5)— (@, 1) = (hoi) (@, y+') — (hoi) (2, 5)— (hoi) (z, ') =
Oz, y+y)—(x,y) —(x,y") = 0, pues 9 es bilineal. Similarmente se procede con los otros

generadores.

Finalmente veamos que f o ¢ = 1. Para ello usaremos que for =h y que hoi =1. En

efecto, fop=fo(moi)=(fom)oi=hoi=n1.

Producto Tensorial de Algebras.
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Proposicién 4.4. Sean A, B dos R- dlgebras, AQgr B el producto tensorial de los R-mddulos
A y B entonces existe una unica aplicacion bilineal ¢ : AQr BX AQr B — A®gr B definida
por p(x @y,m@n)=xzm@uyn; ¥V z,me A, V y,n € B. En particular se tiene que

(zRy)m@n)=azm®yn, ¥ x,me A, V y,n€ B.
Demostracion. Para cada m € A, n € B se define:
Ymn : AX B — AR B por ¢Yp,(r,y) =exme@yn ¥V v €A, V yeB.
Entonces 9, ,, es bilineal. Luego existe un unica aplicacién lineal
fmm i A®r B — A®g B tal que fr,.(t®y) = tYma(r,y) =zmeyn V (z,y) € A X B.

Es decir el diagrama siguiente conmuta

AxB ™ AwpB

el /0 Afmn
A®rB

Ademas se tiene:

fm—l—m’,n = fm,n + fm’,n v m,m, S A, VneB
Jmmsn = fon + fomw YV m e A, ¥V n,n' €B
famn = fmn= fmen YV mEA, ¥V neB, VaeR

Definamos ahora
¢:Ax B— Homp(A®gr B,A®g B), por ¢(m,n) = fmn V meA V neB.

Entonces ¢ es bilineal y tenemos el diagrama

AxB -2 Homp(A®pB,A®pB)

el Tg
A®p B
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Luego existe una tnica funcion lineal
g: A®r B — Homr(A®gr B,A®g B) tal que g(m,n)=¢(m,n) vV me A, V n,n' €B
Por lo tanto,

gm@n)(z@Y) = frn(r®@y) =xm yn.

La aplicacion
¢: A®r Bx A®r B— A®pg B, definida por ¢(z,2') = 22" =¢g(2')(2) V 2,2/ € A®Qr B
es bilinear y satisface

Plz@y,men)=gmen)(r®@yY) = fu.(r@y)=rmeyn.

Finalmente, ¢ es la tinica aplicaciéon lineal que satisface la condicion pedida.

[]

Observacién 4.7. A ®@g B provisto de (t @ y)(m®@n) =azm®@yn ¥V x,m € A, y,n € B
es un dlgebra. Ademds se tiene: (i) A y B asociativas = A ®g B asociativa, (i) A y B

conmutativas => A @ B conmutativa, (iii) 1ag,p = 14 ® 1p.

Ejercicio 4.4. Sean F' cuerpo, A una F-dlgebra, con unidad. Pruebe que

M, (F)®p A ~ M,(A) (isomorfismo de dlgebras).

Proposicién 4.5. Sean F' cuerpo, A y B F-dlgebras, con unidad. {b;};c; elementos de B
linealmente independientes sobre F. Pruebe que

Y a;@bj=0=a;=0 VY jeJ

jed
Demostracion. Supongamos que a; # 0, para algin ¢. Sea g : A — F lineal tal que g(a;) # 0,
por ejemplo, tomar g = a}. Sea f : B — F, lineal tal que f(b;) # 0,y f(b;) = 0, para todo i #
t por ejemplo, f =b;. Sea 1) : A x B — F, definida por ¢(a,b) = g(a)f(b), V a € A,b € B.
Entonces 1) es bilineal. Por propiedad de producto tensorial existe una tinica h : AQrpB — F,

lineal tal que h(a ®b) = g(a)f(b), V a € A,b € B.

Por lo tanto, 0 = h(0) = h(}_,c;a;®b;) = h(a1®@by) +- -+ h(a;@b;) +- - - = g(ar) f(b1) +
o4 glay) f(be) + - - = glay) f(be) # 0. Contradiccién. Luego, a; =0 V j € J. O
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Asi como formamos M ®g N, podemos formar M; ®r My ®p ... ®r M,, un producto
tensorial de n, R-moddulos.
Recordemos que 9 : My x My x ... x M, — P con P un R-moddulo cualquiera, es
multilineal o n-lineal si
Y my;,mi e M;, Ya€R, v(my,...,mi_1,am; +m}, ... ,my,)
=atp(my, ..., My, ...,my) +(my,...,ml, ... ,my,)

Asi @ : My x My x Mz — P es trilineal

< YP(amy +mi,me,m3) = ap(my,ma, m3) + p(my, me, ms),
P(my, ame +mbh,ms) = ap(my, ma, m3) + (my, mh, mg),
(my, me, ams, my) = ap(my, me, ms) + P(my, mae, ms).

Observaciéon 4.8. Propiedad Universal. Para todo P, R-mddulo, Y multilineal, 3f R-

lineal tal que fop =1. Es decir,
fmi@me®...Q@m,) =uv(my,...,my,)

y tenemos el diagrama

Myx ... xM, 4% p
el o 3f

M, @p My ®@p ... Qr M,

4.4. Algebra Tensorial T(M) de un R-médulo M.

Para cada k, definamos: T*(M) = M ®@r M ®pg ... @z M k factores con k > 1y
pongamos T°(M) = R. Los elementos de T*(M) se llaman k-tensores.
Definamos

T(M) =02 T M)=ReMo&(MezM)®...

es una suma directa de R-mdédulos. Cada elemento de T'(M) es una combinacién lineal
de k-tensores para diferentes k& > 0. Ademds M se identifica con T'(M) luego M es un
R-submédulo de T'(M).

Nota:
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2. Sea R{z; | 1 € N} polinomios no conmutativos en las variables xi,zs,z3,... entonces

T(M)Z R{xl|z€N}, via M1y @ Mo @ ... Q My — T14T2 .+« . Thy-

Ejemplo concreto: Sea M libre de base {ej,es} (M tiene rango 2). Base de T(M) :
l,e1,62,61®e,eaQ€e1,61Q€1,62R€,61Re;Qeq,e1RQea®er,ea®@e; @e,e1®@e; e, ea®
ea ®ep,ea®e; Qe 61 Qe ®er, ea®er®e,. ..

La base de R{z; | i € N} estd formada por monomios:

2,2 .3 2,2 2 2 .3
17 L1, 22, T1X2,T2x1, Xy, Ly, L1, L1X2L1, X2X7, LT, L3X1, LaX1X2, L1Lg, Lo, - - -
Teorema 4.4. Sea M un R-maddulo entonces
1. T(M) esuna R-dlgebra, que contiene a M con la multiplicacion definida por:

(M ®...em) (Me®..em) =m®..0mem) ... m)
\ \ \

i-factores j-factores 1+j-factores
Que se extiende a una suma, usando distributividad. Se tiene que T*(M)T7(M) C
T (M).

2. Propiedad Universal de T(M). Sea A wuna R-dlgebra y h : M — A wun homo-

morfismo de R-mddulos. Entonces 3¢ : T(M) — A homomorfismo de dlgebras, tal

que @|y = h.
Demostracion. 1. Definamos
EMx ... x MXMx...x M — T4 (M)
iffactores jffactores
por

E((ma,...,mg), (mh,...,m5)) =mi®...0m@m)®...0m,
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Como ¢ multilineal, d!g lineal tal que g o p = &. Es decir, el siguiente diagrama

conmuta. "
MxMx..xXMxMxMx...xM Uﬂ;l Ti+i

el S dyg
(M®g...0p M) R (M Qg ... M)
=T (M)®r T (M)

De aquf se define el producto en T(M)T7(M) como

=M ®...om)Mm®..em)=memy®...0m;@m|®...m;

2. Consideremos h: M — A un homomorfismo de R-mddulos. Entonces para cada j,
Y M x M x M x...x M(jveces) — A

definido por (mq,mg -+ ,m;) — h(my)h(mz) - - - h(m;) es una aplicacién R-multilineal
de M x M x M x ...x M(j veces) en A. Este induce para cada j, un homomorfismo
g; de R-médulos de T7(M) en A que lleva m; ® - - - @ m; en h(my)h(mg) - - - h(m;) por

observacion [4.8]

M x ... M A
U=

T9(M)
Por la definicién del producto en la parte 1. de este teorema se tiene que ¢ : T'(M) —

A, ¢ = g; es un homorfismo de algebras.

]

Observaciéon 4.9. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo F con
base B = {vy,--- ,v,}. Entonces los k-tensores vj; @ vz @ - - - ® vy, con v;; € B son base de

T*(V) como espacio vectorial sobre F. En particular, dimp(T*(V)) = n*.

Definicién 4.10. Un anillo S es un anillo graduado si es suma directa de subgrupos aditivos,
S=5S @5 ®--- tal que S;S; C Siy;. Los elementos de Sy, se dicen homogéneos de grado k

y Sk se llama la componente homogénea de S de grado k.
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Un ideal I de un anillo graduado S se dice ideal graduado si I = ®y>o(L N Sk).
Un homomorfismo de anillos p : S — T de anillos graduados se dice homomorfismo de

anillos graduados si respeta las graduaciones de S y de T, es decir, o(Sy) C Ty, ¥V k >0,

Observacién 4.10. Note que SoSy C Sy, luego Sy es un subanillo del anillo graduado S
y S es un So-modulo. Ademds si Sy estd en el centro de S y contiene a 1g entonces S es
una Sy-dlgebra. Notemos también que el ideal I es graduado si cualquier suma i, + - - -+ iy,
de elementos homogéneos de distintos grados kyi,--- ,k, esta en I entonces cada sumando

individual iy, , - - i, estd el mismo en I.
Ejemplo 4.16. El dlgebra tensorial T(M) de un R-médulo M es un anillo graduado.

Proposicién 4.6. Sea S anillo graduado, sea I ideal graduado de S y sea I, = INSy, V k >

0. Entonces S/I es un anillo graduado cuya componente de grado k es isomorfa a Sy/I}.

Demostracion. Consideremos la aplicacion g : S = @g>0Sr — Br>0(Sk/Ix), definida por
(S0, ySky- ) —> (so+ 1o, -+, sk + g, - -+ ) la cual es epiyectiva y su nicleo es I = Gg>ol

y es un homorfismo de anillos graduados. O

4.5. Algebra Simétrica S(M) de un R-médulo M .

Serd un cuociente del dlgebra tensorial T'(M). Sea C(M) el ideal de T(M) generado
por todos los elementos de la forma m; ® mg —ms®my, my, me € M. El algebra cuociente

S(M)=T(M)/C(M) se llama algebra simétrica del médulo M.

Observacion 4.11. Algunas propiedades del dlgebra S(M) :
a) S(M) es conmutativa.

b) C(M) estd generado por tensores homogéneos de grado 2 y es un ideal graduado.

Por proposicién el algebra simétrica es un anillo graduado cuya componente ho-
mogénea de grado k es S¥(M) = T*(M)/C*(M), donde C*(M) = C(M)NT*(M), luego los

elementos de C*(M) son sumas finitas de elementos de la forma
Mm@ - m 1 ® (M @My —Miy1 @mMy) @My -+~ @myconm; € M, k>21<i<k.
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Ademés S' (M) = M, S°(M) = Ry C(M)N M = {0}, S(M)=R®& M & S>(M) & - --

Definicién 4.11. Sean M y N dos R-modulos. Una funcion multilineal p @ M X --- X
M (k factores) — N se dice simétrica si p(mq,--- ,mp) = p(Meay, -, Me@)) para todas

las permutaciones o de 1,--- k.
Teorema 4.5. Sea M un R-mddulo entonces

1. La k-ésima potencia simétrica de M, S*(M) es igual a m; @ --- @ my, (k factores)
mddulo el submddulo generado por todos los elementos de la forma (mq ® - -+ @ my) —

(Mo(1); "+, Mok)) para toda las permutaciones o del grupo simétrico Sj.

2. Propiedad Universal para funciones multilineales simétricas.

Para cada k, si iy : M x -+ x M (k factores) — N es k multilineal simétrica,
entonces existe un tinico homomorfismo de R-mddulos ¢y, : S¥(M) — N tal que
Y = ¢y, 0 g, donde iy : M x -+ x M (k factores) — S¥(M) es la aplicacion definida

por ip(my, -+ ,my) =my @ ---my + CF(M).

3. Propiedad Universal para funciones hacia dlgebras conmutativas.

Sea A una R-dlgebra conmutativay h: M — A un homomorfismo de R-mddulos.

Entonces 3¢ : S(M) — A homomorfismo de dlgebras, tal que ¢|p = h.

Demostracion. Tenemos que los elementos de C*(M) en el ideal C(M) son sumas finitas
de elementos de la forma m; ® «--m;_1 ® (M; @ My — Miy1 @ Mi)Miys @ -+ @ My con
m; € M, k> 2,1 <1< k. Estos elementos corresponden a los mencionados en 1. para la
transposicion (i + 1) en el grupo simétrico Si. Como cada o es producto de transposiciones
se puede ver que cada elemento en 1. puede escribirse como suma de elementos de la forma
anterior.

2.- Para cada k, sea ¢ : M x --- x M (k factores) — N k multilineal simétrica. Como
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(T*(M), ) es producto tensorial 3!fy, : TH(M) — N lineal tal que f;, o ¢y = 5. (¥)

Yrmul sim
g

M x -+ x M(k factores ) N
ok 4 Ve 3! fi. lineal
T*(M)
T
SH(M) = T*(M)/C*(M)

Por Proposicién existe tnica ¢y, : S¥(M) — N tal que ¢p o m, = fi, & CH(M) =
Ker(m,) C Ker(fi).

Basta tomar generadores de C*(M), es decir, elementos de la forma z =m; ®---m; 1 ®
(M @ My — Miy1 @ Mi)Mige @ -+ @ My,

Como vy, es multilineal simétrica por (*) se tiene que fi(z) = 0. Finalmente si i, = w0y
entonces ¢y, 0 i = ¢p o (T 0 k) = (P o) 0 = fr 0 pr = Yy por (¥), es decir Yy = ¢y, 0 iy

La demostracion de 3. es muy similar a la parte 2. del teorema del algebra T'(M). O

4.6. Algebra Exterior A(M) de un R-médulo M .

Queremos definir un producto A con las propiedades multilineales de ® y mqA...Amy
sea cero si m; = m; algun 4,j,7 # j. Serd definida como un cuociente del dlgebra tensorial
T(M).

Sea A(M) elidealde T(M) generado por todos los elementos de la forma m®m, m €
M. El algebra cuociente AM = T(M)/A(M) se llama &lgebra exterior del médulo M.
Como en el caso del algebra simétrica, el ideal A(M) es generado por elementos homogéneos

luego es ideal graduado.

m:T(M)— A(M)

M ®...0mE) = MmiAmeA...Amp=m &... R my
= m®...0m + AM)
Por proposicion el dlgebra exterior es graduada, con la k-ésima componente A*(M) =
TF(M)/A*(M). A¥(M) se llamala k potencia exterior de M. Se identifica R con A°(M)
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y M con A'(M) y se considera M como R-submdédulo de A(M). Se tiene que A(M) =
ROMeN(M)&---

Los elementos de A*(M) son sumas finitas de elementos de la forma:
mMm@... M1 @MRIMQMp2 ... & My
donde k>2, 1<1i<k Son k-tensores con igual componente i-ésima y (i+1)-ésima.

Definicién 4.12. Sean M y N dos R-mddulos. Una funcion multilineal p @ M X --- X
M (k factores) — N se dice alternada si ¢(mq,--- ,my) = 0 cuando m; = m;y1 para

algun 1.
La multiplicacion
(mi Amg AL Amg)(my Amg AL AMG) =my Amg AL Amg Amy Amg AL Am)

en el algebra exterior se llama producto cuna o exterior. Por definicion de cuociente, esta

multiplicacion es alternada, pues
miAmaA...Ami_ 1 AmAMAMa N... ANmp =0

Teorema 4.6. a) La k-ésima potencia exterior de M, A¥(M) es igual a T*(M) mddu-

lo, el submddulo generado por elementos de la forma m;@me®...Qmy, con m; =m;
algin 1 # j.
En particular, mi N\ ... Amy =0, st m; =m;, algin t# j.

b) Propiedad Universal para funciones multilineales alternadas.

Para cada k si p : M x ... x M (k factores) — N es multilineal alternada,
entonces 3¢y, Ak(M) — N homomorfismo de R-mddulos tal que ¢ oty = 1 con
it Mx...x M — AY(M), definida por:

ik(my,...,mg) =mg A ... Amy
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Demostracion. Sabemos que los elementos de A*(M) son de la forma
m1®®mz,1®m®m®ml+2®®mk (*)

Luego tienen también la forma m; ® ... ® my con m; = m; ¢ # j, lo cual es inmediato
con j =1+ 1.

Reciprocamente, dado:
M. Om®...0m®... m,c A¥M)
Queremos ver que posible llevar el m; del lugar j al lugar @+ 1

AR(M) C A(M)

(m4+m)@(m +m)=meam'+mem+m' @m'+m' @m

m@m=-mem' +[(m+m)em+m)—mem-—m em]

. J

eA(M)

m' @m=-mem' (mod A(M)) e A(M)
Por lo tanto,
M. MR ..MK...ME=4dm ®...0m; ®...Rxmyg mod(A(M))

b) Muy similar a la demostraciones del teorema y la observacion , observando que
A¥(M) esta contenido en el niicleo de cualquier funcién alternada de T*(M) a N, para usar

la proposicién |4.1{ O
Ejemplo 4.17. Sea V' espacio vectorial sobre F, V = (v), dimp(V) =1 ;Quées AV?

Solucion: Se tiene que

AV=FaVaoANVaoNV...

Sea x € A*(V) Luego x = av Av = 0. Por lo tanto, A*(V)=0Vk>2y AV=FaV
Ejemplo 4.18. Sea V = (v, v')dimp(V) =2. ;Quées AV?

109



Cuerpos y Algebras Alicia Labra F. Ciencias/UChile

Solucion: Se tiene que
AV=FaVaeNV)eNV)®...
Sea z € A%(V). Sean ay, s, 1,3 € F.

z = (aqv+av') A (Brv + Po)
= v AU+ a1 Bov AV + i) A+ anfat) AV
= a0 AV + apfiv) Av
= a1 AV — agfBiv AV

= (a1 — agfr)v A

o
Por lo tanto, A*(V) = FuvAv. Si A = 1 A Entonces a3y — asfy = det(A) y

ay o
z = det(A)v AN

A3(V)=0=A¥V)Vk >3, pues hay 2 vectores v y v #s; en A3V siempre van
a existir 2 vectores iguales en vy Avy Avg con v; =v o v; =,

Por lo tanto, AV =F &V & F vAv.
Observacion 4.12. Se puede generalizar a
dimV =n N z=det(A)vy y ... \Nv,

donde {vi,...,v,} esbase de V, z € A"(V).
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5. Guias
Guia 1, Cuerpos y algebras

1. Pruebe que Q[i] = {a +bi / a,b € Q} es un subcuerpo de C llamado cuerpo de

cuocientes de los enteros de Gauss, con las operaciones:
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i y

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

2. Pruebe que todo dominio de integridad (anillo conmutativo en el cual ab =0 = a =

0V b= 0) finito es un cuerpo.

3. Sean [}, F5 subcuerpos de un cuerpo F. Se llama Composito de F; y F, y se

anota F1F, al menor subcuerpo de F' que contiene a F; y Fj. Pruebe que el

composito de Q(v/2) y de Q(3/2) es el cuerpo Q(+/2).

4. Sea F' subcuerpo de un cuerpo K y sea Y C K entonces el subanillo de K generado
por F' e Y es la interseccion de todos los subanillos de K que contienen a F'y a Y.
Se representa por F[Y] y sus elementos son sumas finitas de elementos de la forma
fiviginYiy =+ Yiry CON firinoin € 'y yiy, -+ ;. € Y. El subcuerpo generado por F' e Y
es el cuerpo de fracciones de F[Y] y se anota por F'(Y). Si Y = {uy,- - ,u,} entonces
F[Y] se escribe Fluy,--- ,u,] y F(Y) se escribe F(uy,--- ,u,). Sea Y, Z C K. Pruebe

que
i) FlY UZ| = F[Y][Z] = F|Z][Y].
i) F(Y UZ)=F(Y)(Z) = F(Z)(Y).

5. Muestre que el polinomio P es irreducible en F;[x], donde P(x) = 23 + 2* + x + 2.
Pruebe que el cuerpo K = Fr[z]/ < P > tiene 7> elementos y encuentre el inverso

multiplicativo del elemento 2 + 3z + 522+ < P >€ K.
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10.

11.

12.

Considere el cuerpo Fy y el polinomio P € Fy[x] dado por P(z) = x? + = + 1. Pruebe
que P es irreducible y encuentre la férmula de la multiplicacién en K = Fy[z]/(P).

Encuentre en particular el inverso multiplicativo de = € K.

Muestre que el polinomio P es irreducible en Q[z], donde P(z) = 23 + 92 + 6. Sea ¢

una raiz de P. Encuentre el inverso de 1 + 6 en Q(6).

Muestre que el polinomio P es irreducible en Q[x] donde P(x) = 23 — 2z — 2. Sea 6

una raiz de P. Calcule (1+6)(1+6+6%) y % elementos de Q(6).

Muestre que el polinomio P es irreducible en Fy[z], donde P(x) = 23 + 2 + 1. Sea @

una raiz de p(z). Calcule las potencias de € en Fo(6).

Pruebe que Q(23) = {a + b23 + 43 / a,b € Q} es un subcuerpo de R y que [Q(23) :
QJ =3.

Pruebe directamente que la aplicacién a + bv/2 — a—by/2 es un isomorfismo de Q(ﬂ)

en si mismo.

Sea ¢ : F — F' isomorfismo de cuerpos. Entonces ¢ un isomorfismo natural de F[x]
en F''[z]. Sea P polinomio irreducible en F|x] y sea P' € F’[x] el polinomio obtenido
de P al aplicar el homomorfismo ¢ a los coeficientes de P. Pruebe que P’ es irreducible

en F'[x].
Guia 2, Cuerpos y algebras

Sea F' = Iy cuerpo finito de dos elementos. Sea P(x) = 2> + z + 1 € F[xz]. Pruebe que
P es irreducible en Fy[z]. Sea 6 una raiz de P. Luego [F2(f) : Fo] = 2. Encuentre la
tabla de multiplicacién de Fy(0)

. Sea K una extension de un cuerpo F, a € Ky b e F.

a) Demostrar que F(b+ a) = F(«).
b) Si b € F es no nulo, demostrar que F(ba) = F(«).
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3. Demostrar que [Q(v/2,v/6) : Q] = 4.

4. Sean K, Ky subcuerpos de un cuerpo K. Considere el Composito K;Ks; de K;
y Ks. Sean Kj, Ky extensiones finitas de un cuerpo F. Pruebe que [K1K; : F| <
[Kl : F] [Kg : F]

5. Seaa=+v2++V3ysean L =Q(a) y K = Q(v/2,V3).
i) Pruebe que v6 € Ly [K : Q] = 4.
ii) Demuestre que L # Q(v/6) y concluir que L = K.

iii) Encontrar un polinomio irreducible sobre Q[z]| que se anule en a.

6. Considere el siguiente diagrama de cuerpos

a) Demostrar que Q(v/2, v/5) es una extension finita de Q de grado 6.

b) Demostrar que: Q(v/2 + v/5) = Q(v2, V/5) v pruebe que v2 + /5 es algebraico
sobre Q.

Guia 3, Cuerpos y algebras
1. Sean pq,--- , p, primos distintos entre si. Pruebe que

[Q(V/P1,- - s/Pn) 1 Q] =2" ¥neN.

2. Sean pi,---,p, primos distintos entre si y F' = Q(\/p1, - ,/Pn). Sean qi,--- ,q:

primos distintos entre si y distintos de los p;.

Pruebe que /q; - - ¢, no pertenece a F.
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3. Pruebe que si [K(a) : K| es impar entonces K (a) = K(a?).

4. Sea L = K(a) ~ K|z|/(P) una extensién de grado n de Ky ¢ : L — L un automor-

fismo tal que o]k = id.

i). Pruebe que o(«) es una raiz de P. Concluya que, si P tiene todas sus raices distintas,

entonces:

Auwt(L/K) = {0 : L = L automorfismo : o|x = id},
cumple con [Aut(L/K)| < n.
ii). Sea L = Q(+/d), con d € Z libre de cuadrados.

Pruebe |Aut(L/Q)| = 2.

5. Sea K una extensiéon de F'y a € K un elemento transcendente sobre F'. Demuestre
que existe un isomorfismo de cuerpos entre Q(F'[z]) (el cuerpo de cocientes de F[z]) y

F(«), que es la identidad sobre F.

6. Sea E extensién algebraica de F. Dos elementos 'y § € E se dicen conjugados si
Ma.r = ma.p. Por ejemplo, en £ = Q(v/2,&3), & v €2 son conjugados, donde &3 es raiz
primitiva cubica de la unidad. Sean «, [ algebraicos sobre F' con « de grado n.
Considere la funcion ¢, g : F(a) = F(8) definida por ¢, g(co+cra+- -+, 0™t =

co+caf+--+c 1BV ¢ € F. Pruebe que ©q,p €s un isomorfismo si y sélo si o y

[ son conjugados.

7. Encuentre el cuerpo de descomposicion de los siguientes polinomios:

i) f(z) = 2* — 3 sobre Q ii) f(x) = 2* — 62% — 2 sobre Q.

8. Considere el cuerpo de descomposicién £ = Q(v/3,+/2) del polinomio f(z) = (22 —
2)(z* — 3) sobre Q.

Pruebe que ¢ 5 _ 5(a+bv2) =a—byv2 ¥ a,be Q(v3) es un automorfismo de E tal
que ¢(x) = x para todo z en Q(v/3).
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9.

10.

11.

Determine el cuerpo de descomposicién L de p(z) = x* —2—i sobre Q(). Luego calcule

L:qQl.
Determine el cuerpo de descomposicién de p(z) = z* — 62 + 2 sobre Q.

Sea n € Ny F, el cuerpo de p elementos. Sea L el cuerpo de descomposicén del
polinomio G(x) = a?" — z sobre F,[z]. Muestre que G no tiene raices repetidas y que
G es reducible sobre F,[z]. Pruebe que L es el conjunto de raices de G. Concluya que

L:F,] =n.

Guia 4, Cuerpos y algebras

. Sea K C L C K, donde L/K es una extensién finita. Pruebe que L es el cuerpo de

descomposicién de un polinomio en K|[z] si y solamente si para todo homomorfismo

¢: L — K tal que ¢|x = id se cumple que ¢(L) = L.

. Sea a algebraico sobre K. Pruebe que cada monomorfismo ¢ de K(a) en K tal que

v(a) =a VY a € K lleva a en un conjugado  de «a sobre K. Reciprocamente, por cada
conjugado 3 de a sobre K, hay s6lo un monomorfismo ¢, s de K(a) en K que lleva

en By cada a en K en si mismo.

. Sea Q¢ = {a € C / a es algebraico sobre Q}.

i) Pruebe que Qc es algebraicamente cerrado.

ii) Pruebe que [Qc¢ : Q] es infinita.

iii) Pruebe que el conjunto formado por todos los elementos algebraicos sobre R es

numerable.

iv) Pruebe que Q¢ NR es subcuerpo propio de R, luego Q¢ es subcuerpo propio de C.

Sea F' cuerpo finito con ¢ elementos y sea K una extension finita de F' de grado n.
Pruebe que K tiene ¢" elementos. Usando este ejercicio, construya un cuerpo con 32

elementos.
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5. Sea K un cuerpo finito. Pruebe que K tiene p" elementos, donde p = car(K) y n es

algin natural.
6. Sea K cuerpo con p" elementos. Pruebe que a”" = a para todo elemento a en K.

7. Sea K = {ay, -+ ,ay}. Pruebe que el polinomio f(z) = x*" — x se factoriza en K|z]

como f(z) = (x —ay)- - (x — apm).
Guia 5, Cuerpos y algebras

1. Pruebe que

1= H (x — a)

aGIF;n
Concluya que [[,px @ = (—1)P", luego el producto de elementos distintos de cero de
pn
un cuerpo finito es 1 si p = 2 y —1 si p es impar. Si p es impar y n = 1, obtenga el

teorema de Wilson: (p — 1)! = —1(modp).
2. Considere el polinomio P(z) € Fy[r] dado por P(x) = a2? — x + a con a € F}. Sea
a € F, una raiz de P(z).

i). Pruebe que a + b es una raiz de P(z) para todo b € F,. Concluya que P(z) es

separable.

ii). Sea F C F(a) C F,donde a € F es un elemento algebraicoy sea X = {¢: F(a) — F : ¢|p = id}.

Demuestre que | X| < n y que | X| = n si y solamente si m, () es separable.

iii). Concluya que P(x) es irreducible.
3. Pruebe que si P(x) = 2P — x — ¢ es irreducible sobre [F,, entonces es P es separable.

4. Estudie la separabilidad de H(x) = 2%+ 2° + 2* 4+ 23 + 22 + 2 + 1 sobre Fy[z]. Note
que H(z) = Q(x)T (), donde Q(z) =2® +x+ 1y T(x) = 2 + 2® + 1.

5. Pruebe que todo divisor () en K|x] de un polinomio separable P es separable.
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6. Pruebe que si un polinomio P en K[z] es separable, también lo es sobre cualquier

extension L de K.
7. Pruebe que cada extension finita de un cuerpo finito es separable.

8. Sean K C L C E cuerpos tal que E/K separable. Pruebe que F/L y L/K son

separables.
Guia 6, Cuerpos y algebras

1. Pruebe que d divide a n si y solo si 2% — 1 divide a 2" — 1. Sugerencia: Si n = qd + r

entonces 2" — 1 = (29" — ") + (2" — 1).

2. Sea a > 1 entero. Pruebe que para cada par n,d de enteros positivos se tiene que d
divide a n si y solo si a? — 1 divide a ™ — 1. Concluya que: d divide a n si y solo si

de g ]Fpn .
3. Pruebe que cada extensién finita de un cuerpo finito es separable.
4. Encuentre el polinomio ciclotémico para n = 6,8,9,10 y 12.

5. Pruebe que si n = p*m, donde p es primo y m es relativamente primo con p entonces hay

exactamente m raices distintas n— ésimas de la unidad sobre un cuerpo de caracteristica

.
6. Pruebe que si n es impar n > 1, entonces ®y,(z) = O, ().
7. Sea [ primo y sea ®;(z) = 2'"' + .-+ + 1 € Z[z] el [—ésimo polinomio ciclotémico,

que es irreducible sobre Z. Sea p un niimero primo y ¢ una raiz primitiva [— ésima de

la unidad.
a) Pruebe que si p = [, entonces ®;(x) = (z — 1)!"! € F;[].
b) Sea p # | y sea f la menor potencia de p tal que p/ = 1 mod I. Use el hecho de que

« L1 B .
[, es un grupo ciclico para mostrar que n = f es la menor potencia p™ de p tal que

¢ € Fyn. Concluya que el polinomio minimal de ¢ sobre [F,, tiene grado f.
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¢) Muestre que F,(¢) = F,(¢*) para cualquier ¢ no divisible por p. Una inclusién es
inmediata, para la otra, note que ¢ = (¢%)* donde b es el inverso multiplicativo de
a mod [. Concluya usando b) que, en F,[z], ®;(z) es el producto de 1_71 polinomios

irreducibles distintos de grado f.

d) En particular pruebe que en F,, ®; es (z — 1)® para p = 7, un producto de factores
lineales distintos para p = 1 mod 7, un producto de dos polinomios ctibicos irreducibles

para p = 2,4 mod 7 y es irreducible para p = 3,5 mod 7.
Guia 7, Cuerpos y algebras

1. Es claro que id : C — C, a+bt > a+biyo:C — C, a+ b — a — bi son

automorfismos de C. Pruebe que son los tinicos automorfismos de C que dejan fijo R.

2. Determine el grupo Aut(L/Q) para L = Q(v/5,v/7) y para L = Q(v/2,(s) el cuerpo

de descomposicién de 22 — 2 sobre Q.

3. Sea F subcuerpo de C entonces los polinomios P(z) = x® + az? + bx +c € Flz] y
Qy) = y*+(b—3a)y+c—zab+Za® € F[z] tienen el mismo cuerpo de descomposicién.

Sug. tomar y = x + %a.

4. Sean F subcuerpo de C, P(x) = 23 + bx + ¢ polinomio irreducible en F|[x]. Sean a, 3,
raices de P en C. Pruebe que K = F'(d, a) es el cuerpo de descomposicién de P donde
do = (a— B)(a—7)(B—7) € C es una raiz de Q(z) = 2® + 4b> + 27¢* y a € C es una
raiz de P.

5. Pruebe que Q(v/2,v/3) es una extensién de Galois sobre Q y que el grupo G =
Gal(Q(v/2,v/3)/Q) es isomorfo al grupo de Klein.

6. Sea E = Q(v/2, (3) el cuerpo de descomposicién de z3 — 2 sobre Q. Pruebe que

Gal(E/Q) es isomorfo a Sz grupo simétrico de 3 letras.

7. Sean F' subcuerpo de C, P(z) = 2* + bz + ¢ € F[z] polinomio irreducible en Flz] y E

cuerpo de descomposicion de P. Pruebe que
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a) Si —4b% — 27¢? es un cuadrado en F, entonces Gal(E/F) es un grupo de orden 3,

isomorfo a (3, grupo ciclico de orden 3.

b) Si —4b® — 27¢? no es un cuadrado en F, entonces Gal(E/F) es un grupo de orden

6, isomorfo a S3, grupo simétrico de 3 letras.

8. Encuentre el grupo de Galois de P sobre Q, donde a) P(z) = 2° +5 € Q[z], P(x) =
3 —5xr — 1 € Q[z].

Guia 8, Cuerpos y algebras

1. Considere el cuerpo de funciones racionales E = K(t), K cuerpo. Pruebe que los
automorfismos de F que dejan fijo K son las funciones racionales t — Zttig, con

a,b,c,d € K,ad — be # 0.

2. Sea K cuerpo cuya caracteristica es relativamente prima con n. Sea &, una raiz primi-

tiva n-ésima de la unidad. Pruebe que Gal(K (,)/K) es abeliano.

3. A continuacion se presentaran 3 afirmaciones, en cada una de ellas usted debera decidir
si la afirmacién es verdadera o falsa, justificando su eleccién con una demostracién o

un contraejemplo.

i) Existe alguna extensién finita K /Q, que contenga infinitos cuerpos intermedios. Es

decir, existen infinitos cuerpos F' tal que Q C F C K.

ii) Sea K/F una extensién Galoisiana con grupo de Galois G y a € K, entonces

K =F(a)siysolosi Vo,7€ G, o(a)=7(a) =0 =T.

iii) Gal(K/Q) ~ S5, donde K es el cuerpo de descomposicion sobre Q del polinomio

2+ —1.
4. Sean K, K5 dos extensiones de Galois sobre F. Pruebe que

a) La interseccién K; N K5 es Galois sobre F.
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b) El Composito K K> es Galois sobre F. Su grupo de Galois es isomorfo al subgrupo
H de Gal(K,/F) x Gal(K3/F) formado por los elementos cuyas restricciones a

la interseccién K N K5 sean iguales.

5. Kj, K, dos extensiones de Galois sobre F' tales que K1NKy = F. Entonces Gal(K1 Ky /F) =
Gal(K,/F) x Gal(Ky/F). Reciprocamente, si K es Galois sobre F'y G = Gal(K/F) =
G1 X Go, con G, Gy subgrupos de G,entonces K es el Composito de dos extensiones

de Galois K7 y Ky de F tales que K1 N Ky = F.
Guia 9. Cuerpos y algebras

1. Sea p primo. Pruebe que [F,» es extensién de Galois sobre F), con grupo de Galois ciclico

de orden n generado por el automorfismo de Frobenius.

2. Sea K extensién de Galois sobre F'y sea I’ una extensién cualquiera de F. i) Pruebe
que K F’ es extensiéon de Galois sobre F’ con grupo de Galois isomorfo a un subgrupo

de Gal(K/F). Més precisamente, Gal(KF'/F'") ~ Gal(K/K N F’

.. K:F|[F":F
i) [KF' : F] = %

3. Sean K7, Ks dos extensiones de Galois sobre F. Entonces a) La interseccién K; N Ko

es Galois sobre F.

b) El Composito K1 K, es Galois sobre F. Su grupo de Galois es isomorfo al subgrupo
H de Gul(K,/F) x Gal(Ky/F) formado por los elementos cuyas restricciones a la

interseccion K7 N Ky sean iguales.

4. Sea E extension finita y separable de F. Entonces E estd contenida en una extensién
K que es Galois sobre F'y minimal en el sentido que en K, cualquier otra extensién
de Galois de F' que contiene a E contiene a K. Esta extension K de F' se llama la

clausura de Galois de E sobre F.

5. Sea G grupo finito. Pruebe que son equivalentes: i) G es soluble.
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ii) G posee una cadena finita de subgrupos {e¢} = Hy C H; C --- C H, = G tal que
para cada i, H; < H;,; y los cuocientes H;,1/H; son ciclicos de orden primo.
iii) G posee una cadena finita de subgrupos {e} = Ny C N; C --- C N, = G tal que

para cada i, N; < G y los cuocientes N; 1/N; son abelianos.

6. Considere el polinomio g(x) = 2 + px + q € Q[z], con pg # 0. Considere la ecuacién
cuadrética z%+qz —£p® = 0 (). Vea que las soluciones de (*) son 21 = —3¢+9, x2 =

—3q¢—0 € Cy 6 =16+ 5p°. Sea u € C tal que u® = 21. Si v = —L£p®, entonces

v® = x,. Pruebe que las raices de g(z) son u + v, uéz + v€3, ués + v€3, donde &3 es una

raiz primitiva cubica de la unidad.

7. Usando el método del problema anterior encuentre todas las raices complejas de g(x) =

23+ 3ix — 1 — 4.
8. a) Pruebe que f(x) = x° — 3 es soluble por radicales.
b) Pruebe que f(z) = 2° — 6z + 3 no es soluble por radicales.

Guia 10. Cuerpos y algebras

1. Sea G grupo y sea R anillo conmutativo con unidad. Denote
RG = {f € R°| f(x) = 0 para casi todo z € G}.

Defina suma y producto por escalar de los elementos de RG usuales y defina una

multiplicaciéon en RG por convolucion

(fo)x) = > fWa(2), fWg(z) #0

finita (y,2) z=yz

Entonces RG es una R- algebra, llamada algebra de grupo de G sobre R.

2. Sea A, R-algebra con unidad e I ideal de A. Pruebe:
(a) Sil e I entonces I = A.

(b) Si A es de divisién y w invertible, u € I entonces I = A.
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3. Pruebe que H es dlgebra simple. Use el corchete de Lie [z,y] = zy — yz.

4. Sea A un algebra sobre F, de dimension finita. Averigue que relaciones deben satisfacer

las constantes de estructura para que el dlgebra sea asociativa.

5. A= (%b) =F®F,®F; @ F}; el F- espacio vectorial F; @ F; @ Fj, se denota por A, y
se llama cuaterniones puros.

Seaxe(%J’)—{O},x:chzconcEFyz€A+.Pruebequex6A+<:>x§Z

Z(A)ANz? e Z(A).

6. Sea A = (%b) algebra de cuaterniones sobre F, car (F) #2yseax =c+2z € A =

F® A,. Se definen & = ¢ — 2z y N(x) = 2% y se llaman el conjugado y la norma del

cuaternion z. Se tienen las siguientes propiedades:

(a) Ve € A, N(z)€ F, zZ =2z, T=ux.
(b) Ve € F, = =ux.
(c) Vo,y€ A, x+y=2+y, Ty=yz.

(d) Vx,ye A, N(x)= N(z), N(zy) = N(x)N(y).
(e) Vk € F, Yz € A N(k)=Fk* N(kz)=k*N(z).
7. Sea A = (%b) algebra de cuaterniones sobre F, car (F') # 2. Entonces son equivalentes:
(i) A es un algebra de division.
(ii) r € A,z # 0= N(z) #0.

(iii) Si cg, ¢1, o satisfacen la ecuacion x3 = ax? + bz entonces ¢y = ¢; = ¢o = 0.

8. Sea A un espacio vectorial sobre F, de dimensién finita. Pruebe que dos sistemas de
constantes de estructura o, y 5jx definen sobre A estructuras de dlgebras isomorfas,

no necesariamente asociativas si y sélo si existe ¢ : A — A lineal biyectiva tal que

(e, xe;) =@(e;) ople;) Vi, je{l,...,n}
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donde
n n
€i k€5 = E Qijk€h; €0 €5 = E Bijker
k=1 k=1
si y sélo si

n n
E ik Try = E BijkTsiTej, 1 <4, 5,7 < n,
k=1

s,t=1
donde (z;;) € M,(F) es la matriz invertible asociada a ¢ con respecto a la base

{e1,...,e,} de A.
Guia 11. Cuerpos y algebras

1. Considere el dlgebra de funciones A = R®. Encuentre subdlgebras de A, ideales derechos

e izquierdos de A. ; Existen ideales bilateros de A?

2. Sea A una R-élgebra con uno, f : A — A homomorfismo tal que f(1) =1y d: A —
A una f-derivacién, es decir, V a,b € A, §(ab) = §(a)b+ f(a)d(b). En Alx] definamos

un nuevo producto
v'r! =2, wa=axr = fla)r+6(a) V a€ A

Denotemos por Alz, f, 0] esta nueva estructura. Pruebe que A|zx, f,d] es una R-algebra
usando S la subélgebra de Endg(A[z]) generada por los endomorfismos A,, a € Ay ¢
donde

)\a(z a;z") = Zaaixi, gp(z a;z") = Z f(a;)d(a;)a"

Defina o : Alz, f,0] — S por (> a;x’) = > Ay, 0 ¢ y pruebe que o es un homor-
fismo de R-médulos y que la multiplicacién en Alz, f, d] se corresponde por o con la

multiplicacion en S.

3. Considerar la R-algebra A = Clz, f,0] donde f es la conjugacién en C. Pruebe que

b) A/ <2?+1>~H,
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10.

¢) A <a'+1 >~ My(C).

a 0 0 2
Para (c) usar el homomorfismo inducido por ¢(a) = y o(x) =

0 f(a) 10

Sean M, N, T R-mo6dulos. Pruebe que

Bil(M x N;T) ~ Homg(M, Homgr(N,T)).

Sean S subanillo de R, y N >~ R", pruebe que S ®g N ~ S™
Sea G grupo abeliano finito de orden n. Pruebe que el Q-mdédulo Q ®z G es cero.

Pruebe que Z/27 ®7 Z/3Z = 0, Z]2Z @7 Z]27 ~ 7]27. Mas en general, pruebe que
Z/mZ @z Z/nZ ~ 7./dZ. Donde d es el maximo comn divisor de m y n.

Sean I, J ideales de R, entonces R/I, R/J son R— mdédulos. Pruebe que

R/T®rR/J~R/(I+J)

En el anillo R = Z[z], sea I = (2,x) el ideal generado por 2 y por z. Entonces
el anillo Z/2Z = R/I es un R— mddulo aniquilado por = y por 2. a) Pruebe que
@ : I x 1 — Z/27Z, definida por p(ag + -+ + 2", by + - - - + bpx™) = by mod 2 es
R-bilineal.

b) Pruebe que hay un homomorfismo de R— médulos de I @ I — Z/27, que lleva
p(z) ® q(x) en ’@q’(()), donde ¢'(z) es el polinomio derivado de ¢(z).

c) Pruebe que 2®@ x # = ® 2.

Sea M, N, T tres R-médulos. Pruebe que: (M ®@g N) Qr T ~ M Q@ (N Qg T.

Guia 12. Cuerpos y algebras

. Sea V espacio vectorial sobre R de base {e;,es}. Pruebe que e; ® €2 —ea ® €1 #a®D,

con a,be V.
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2. Sean M, M’ , N, N' R-médulos. Pruebe que:
a) ( Me®M)®Rr N~ (M®&grN)® (M rN).

b) M @r(N®N')~ (M ®rN)® (M r N').

3. Sean M, M’, N, N" R-médulos, f: M — M’', g: N — N’ aplicaciones lineales. Pruebe

que

i) hay tnica aplicacién lineal h : M @g N — M’ ®@g N’ tal que h(m ® n) = f(m) ®
g(n) Ym e M,n € N. h se anota f ® g.

i) idy @ idy = idye, .

iii) f y g epiyectivas = f ® g epiyectiva

4. Sean I ideal de R, entonces R/I es un R— mdédulo. Sea M un R-médulo. Pruebe que
R/I @p M ~ M/IM

5. Sean G, G’ grupos. Pruebe que

R(G x G') ~ R|G]) ®g R[G"] (isomorfismo de dlgebras)

6. Sean F cuerpo, A, B F-algebras asociativas, con unidad. Pruebe que

Z(A®r B)=Z(A) ®r Z(B)

7. Sean F cuerpo, A una F-édlgebra, K una extension de F. Entonces Ax = K ®p A
es un algebra que se llama la extensién escalar de A. Si A es de dimensién finita y

{ai,as, -+ ,a,} es una base de A entonces z € Ak, 2= ., & ® a;.

8. Z[i]| ®z R ~ C (isomorfismo de anillos)
Guia 13. Cuerpos y algebras

1. Pruebe que Q/Z ®7 Q/Z = {0}.
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2. El producto tensorial C ®r C es libre de rango 4 como moddulo sobre R, de base
{e1=1®1, ea=1®1, e3=i®1, e4 =1i®i}. 1) Escriba la mutiplicacién de dos
elementos cualesquiera en el dlgebra A = C Qg C.

ii) Sea g; = %(61 +ey), €9 = %(61 — e4). Pruebe que g169 = 0, 1 +¢e9 =1, 8? = g

para j = 1,2. (e1 y &2 se llaman elementos idempotentes ortogonales). Deduzca que A

es isomorfa como anillo al producto directo de dos ideales principales: A ~ Ae; x Aes.

iii) Pruebe que la aplicacién ¢ : C x C — C x C definida por ¢(z1, 22) = (2122, 2122) €s

un aplicacion R— bilineal.

iv) Sea ¢ : A — C x C el homomorfismo de R— médulos obtenido de ¢ de la parte iii).
Pruebe que ¢(g1) = (0,1) y ¢(e2) = (1,0). Pruebe que ¢ es isomorfismo de C &lgebras,
es decir Cp C~C x C

3. Pruebe que en R*®g R? se tiene que (1,1)®(1,4) +(1,-2)®(—1,2) = 6(1,0)®(0,1) +
3(1,0) ® (0, 1).

4. Sea V un R espacio vectorial de base {e1, e2}. Pruebe que el elemento e; ® s —ea®e; €

V ®r V no puede escribirse como un tensor simple a ® b para cualquier a,b € V.
5. Pruebe que si M es un R-médulo ciclico entonces T'(M) = S(M).

6. Sea V un F espacio vectorial de dimensién n. Pruebe que S(V) es isomorfa a la F-

algebra graduada de anillos de polinomios en n variables.
7. Sea x € A*(M),y € A'(M). Pruebe que x Ay = (—1)ky A z.

8. Sea V espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo F' con base B = {vy,- -+ ,v,}

entonces los vectores
Vi AV A Avgparal < iy <ig--- <1 <N

son una base de A*(V), y A¥(V) = {0} si k > n. Cunado k = 0, el vector base es el

elemento 1 de F.
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9. Sea R=7Zlx,yl e [ =< z,y >.
a) Pruebe que si ax 4+ by = a’z + 'y en R entonces ' =a+yf y b =b— xf para
algtin polinomio f(z,y) € R.
b) Pruebe que la funcién ¢ : I x I — Z = R/I definida por p(ax + by, cx + dy) =
(ad — bc) + I es bilineal alternada.
10. Sea R = Z[z,y].
a) Si M = R, entonces A?(M) = {0}.
b) Si M = I =< z,y >, entonces A*(]) # {0}. Use la funcién ¢ construida en el
ejercicio anterior.

11. Sea R un dominio de integridad y sea F' su cuerpo de cuocientes.

a) Considerando F' como un R-médulo, pruebe que A?(F) = {0}.

b) Sea I cuaquier R-submédulo de F', por ejemplo, cualquier ideal de R. Pruebe que
AY(I) es un médulo de torsién cada i > 2, es decir, para cada x € AY(I) hay un

elemento no nulo r en R tal que rx = 0.

c¢) De un ejemplo de un dominio de integridad R, un R-médulo I en F con A'(I) #
{0} para ¢ > 0.
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